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Розбiр задачi «Козак Вус i найкраща країна»
Помiтимо, що країна утворює граф(мiста — вершини, дороги — ребра). Для початку по-

будуємо мiнiмальне остове дерево цього графа, назвемо його MST. Правильна послiдовнiсть
додавання ребер iснує тодi i тiльки тодi, коли сума цiн усiх ребер MST менша або рiвна за
загальну кiлькiсть копiйок у країнi. Якщо сума цiн ребер бiльша за загальну кiлькiсть, то
твердження очевидно виконується(ми не можемо заплатити за побудову всiх ребер MST).

Покажемо, що якщо сума менша або рiвна за загальну кiлькiсть, то в такому MST за-
вжди iснуватиме ребро, яке можна побудувати. Якщо б це було не так, то виконувалася би
нерiвнiсть wi > cvi + cui

(цiна ребра бiльша за суму кiлькостей копiйок у вершинах, що воно
з’єднує) для кожного ребра MST. А з цих нерiвностей слiдує, що сума цiн усiх дорiг бiльша
за загальну кiлькiсть копiйок(wi, cvi , cui

> 0), що суперечить умовi.
MST, у якому додається ребро i ми перетворюємо на iнший, де замiсть вершин vi та ui

вже одна вершина з кiлькiстю копiйок рiвною cvi+cui
−wi, а також до неї проведенi всi ребра

iнцидентнi до вершин vi та ui. Така побудова по сутi просто поєднує вершини сусiди у групи.
При цьому рiзниця мiж сумою цiн ребер MST та загальною кiлькiстю копiйок не змiнилася,
тому ми завжди зможемо знайти ребро, яке можна побудувати.

За допомогою цих умов досить легко написати рiшення за O(N2): будуємо MST, а потiм
n− 1 разiв шукаємо ребро яке можна було б побудувати.

Для рiшення за O(N) будемо шукати потрiбну послiдовнiсть ребер за допомогою пошуку
у глибину. Запускаємо dfs з будь-якої вершини графу. В dfs ми для кожної вершини v переби-
раємо сина вершини v, запускаємо dfs вiд сина, а потiм намагаємося побудувати ребро мiж v
i сином. Якщо ребро не можна будувати, ми додаємо до певного стека сина, i запам’ятовуємо
для сина те ребро, яке його поєднує з v(батьком). Потрiбно зазначити, що так як ребро не
можна побудувати, то його побудова зменшує сумарну кiлькiсть монет групи. Пiсля проход-
ження всiх синiв вершини v, ми робимо наступне: доки остання вершина s стеку лежить у
пiддеревi вершини v i доки ми можемо об’єднувати s та v ми їх об’єднуємо i видаляємо s зi
стеку(ми пам’ятаємо ребро, що веде вiд s до його батька, а усi вершини на шляху мiж v та s
уже об’єднанi з v через властивостi стеку). Через те, що сума цiн ребер менша або рiвна за
загальну кiлькiсть монет, пiсля dfs-обходу всi n− 1 дорiг будуть побудованi.
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