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ПЕРЕДМОВА

«Обчислювальна геометрія – це розділ інформатики, що вивчає алгоритми розв’язування геометричних задач. Такі задачі виникають в комп’ютерній графіці, в проектуванні інтегральних схем, технічних пристроїв та іншого. Вхідними даними в такого роду задачах може бути множина точок, набір відрізків, багатокутників і т.д. Результатом може бути відповідь на будь-яке запитання (типу «перетинаються дані прямі, чи ні»), або деякий геометричний об’єкт (наприклад, найменший опуклий багатокутник, який містить задані точки)».

Заняття навіть з математично добре підготовленими учнями старших класів показали, що при розв’язанні геометричних задач в них виникають великі труднощі. Задачі заводять їх в глухий кут, або вибраний «прямий» спосіб розв’язування настільки складний, що довести його до логічного завершення без помилок, учні не можуть. Аналіз результатів розв’язування «геометричних» задач на олімпіадах з інформатики показує такі ж результати. Дану ситуацію можна виправити. Ціль цієї розробки – показати різні підходи до розв’язування геометричних задач на площині, які дозволять дуже швидко і максимально просто отримати розв’язки більшості елементарних підзадач.
Даний посібник складається з двох частин: умов задач і їх розв’язання. Система задач складена так, що попередня вправа готує учня до розв’язання наступної, тобто йде поступове ускладнення задач.
РОЗДІЛ І

Умови задач

Задача 1 «Існування трикутника»

Дано довжини трьох відрізків a, b, c. Визначити, чи можна з них побудувати трикутник.

Задача 2 «Площа  трикутника за його сторонами»

Дано сторони трикутника a, b, c. Знайти його площу.
Задача 3 «Описане коло навколо трикутника»

Дано сторони трикутника a, b, c. Знайти радіус кола R описаного навколо трикутника.

Задача 4 «Коло вписане в  трикутник»

Дано сторони трикутника a, b, c. Знайти радіус кола r вписанного в трикутник.

Задача 5 «Площа кільця»

Дано внутрішній R1 і зовнішній R2 радіуси кільця. Знайти його площу.

Задача 6 «Чи поміститься  трикутник в коло»

Дано сторони трикутника a, b, c і радіус кола r. Визначити, чи поміститься трикутник в коло, чи ні.

Задача 7 «Чи поміститься  коло в трикутник »

Дано сторони трикутника a, b, c і радіус кола r. Визначити, чи поміститься коло в трикутник, чи ні.

Задача 8  «Площа і периметр прямокутного трикутник »

Дано катети прямокутного трикутника a і b. Знайти його площу і периметр.

Задача 9  «Площа круга і довжина кола »

Знайти площу круга і довжину кола за заданим радіусом R.

Задача 10  «Квадрат і його вписане і описані кола »

Дано сторону квадрата a. Знайти площу вписаного і описаного круга і довжину вписаного і описаного кіл.

Задача 11  «Вид трикутник за його кутами »

Дано два кута трикутника А і В (в градусній мірі). Визначити його вид: 1)прямокутний, гострокутний, тупокутний; 2)рівносторонній, рівнобедрений, різносторонній. 
Задача 12  «Вид трикутник за сторонами »

Дано довжини сторін трикутника a, b і c. Визначити його вид: 1)рівносторонній, рівнобедрений, різносторонній; 2)прямокутний, гострокутний, тупокутний; 

Задача 13  «Вектор »

Дано координати двох точок  
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 і його абсолютну величину.
Задача 14  «Скалярний і псевдоскалярний добуток двох векторів »

Дано координати двох пар точок  
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Задача 15  «Елементи трикутника»

Дано координати трьох вершин трикутника 
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. Знайти його площу, периметр і кути.

Задача 16 «Кут до осі абсцис».

На площині задані дві точки A(x1,y1) і B(x2,y2). Визначити, який з відрізків - OA чи OB утворить більший кут з віссю OX.

Задача 17 «Рівняння прямої, яка проходить через дві різні точки, які задані своїми координатами»

Дано координати двох точок Р1 (х1,у1) і Р2 (х2,у2). Знайти коефіцієнти a, b і c рівняння прямої, яка проходить через задані точки і має рівняння ax+by+c=0.

Задача 18 «Рівняння прямої, перпендикулярної даній, і що проходить через задану точку»

Дано координати точки Ро(хо,уо). і пряма, яка задана координати двох точок Р1 (х1,у1) і Р2 (х2,у2) що лежать наній. Знайти коефіцієнти a, b і c рівняння прямої, яка перпендикулярної даній, і що проходить через задану точку і має рівняння ax+by+c=0.

Задача 19 «Рівняння прямої, що паралельна даній, та знаходиться на відстані r»

Дано коефіцієнти a, b і c рівняння прямої і r – відстань на якій знаходиться паралельна пряма до заданої. Знайти коефіцієнти рівняння паралельної прямої.

Задача 20 «Рівняння бісектриси кута»

Дано координати векторів 
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. Знайти коефіцієнти рівняння прямої, яка є бісектрисою кута Р1Р0Р2. 
Задача 21 «Цілочисельні точки круга 1»

Дано круг з радіусом R і з центром у початку координат, де R – натуральне число. Знайти кількість точок з цілочисельними координатами, що належать кругу.

Задача 22 «Цілочисельні точки круга 2»

Дано круг з радіусом R і з центром у точці О(x0,y0), де R – натуральне число, x0, y0 – цілі числа. Знайти кількість точок з цілочисельними координатами, що належать кругу.

Задача 23 «Дотична до кола»

Дано коло з центром у точці Р0(х0,у0) і радіусом r. Потрібно знайти рівняння дотичної до кола, яка проходить через точку Р1(х1,у1).
Задача 24 «Точка дотику прямої до кола»

Дано коло з центром у точці Р0(х0,у0) і радіусом r. Потрібно знайти точку дотику прямої до кола, яка проходить через точку Р1(х1,у1).
Задача 25 «Точка і пряма»

Визначити чи належить точка P(x,y) на прямій, яка задана координатами двох своїх точок  P1(x1,y1)  і P2(x2,y2).
Задача 26 «Точка і промінь»

Визначити чи належить точка P(x,y) променю P1,P2, де  P1(x1,y1)  і P2(x2,y2).

Задача 27 «Точка і відрізок»

Визначити чи належить точка P(x,y) відрізку P1,P2, де  P1(x1,y1)  і P2(x2,y2).

Задача 28 «Відстань від точки до  прямої»

Визначити відстань від точки P(x,y) до прямої, яка задана координатами двох своїх точок  P1(x1,y1)  і P2(x2,y2).

Задача 29 «Відстань від точки до  променя»

Визначити відстань від точки P(x,y) до променю P1P2, де  P1(x1,y1)  і P2(x2,y2).

Задача 30 «Відстань від точки до  відрізка»

Визначити відстань від точки P(x,y) до відрізка P1P2, де  P1(x1,y1)  і P2(x2,y2).

Задача 31 «Перпендикуляр і відрізок»

Відрізок на площині задається двома не співпадаючими точками  X(x1,x2) і Y(y1,y2). З точки Z(z1,z2) до прямої, що містить відрізок [X,Y], проводиться перпендикуляр P.

Визначити,  чи попадає перпендикуляр P на відрізок [X,Y] чи на його продовження.

Задача 32 «Взаємне розміщення двох точок відносно прямої»

По одну чи різні сторони відносно прямої лежать дві точки Р1 і Р2, задані своїми координатами Р1(x1,y1) і Р2(x2,y2). Пряма задана двома довільні точки, що не співпадають – Р3(x3,y3) і Р4(x4,y4).

Задача 33 «Належність точки трикутнику»

Трикутник на площині задається цілочисельними координатами вершин. Для заданої точки Z(x,y) визначити,  чи належить вона стороні трикутника чи лежить усередині чи поза ним.
Задача 34 «Взаємне розміщення двох прямих 1»

Визначити взаємне розміщення двох прямих. Якщо прямі задані рівняннями а1х+b1у+с1=0 і а2х+b2у+с2=0.

Задача 35 «Взаємне розміщення двох прямих 2»

Визначити взаємне розміщення двох прямих. Якщо прямі задані парами точок.

Задача 36 «Взаємне розміщення  прямої і відрізка»

Визначити взаємне розміщення відрізка P1P2 і прямої P3P4. Якщо задані P1(x1,y1), P2(x2,y2), P3(x3,y3),  P4(x4,y4).

Задача 37 «Перетин  прямої і відрізка»

Визначити,  чи перетинаються пряма ax+b=y і відрізок з кінцями (x1,y1), (x2,y2).

Задача 38 «Точка перетину  прямої і відрізка»

Знайти координати точки перетину відрізка P1P2 і прямої P3P4. Якщо задані P1(x1,y1), P2(x2,y2), P3(x3,y3),  P4(x4,y4).

Задача 39 «Точка перетину  двох прямих»

Знайти координати точки перетину прямих P1P2 і P3P4. Якщо задані P1(x1,y1), P2(x2,y2), P3(x3,y3),  P4(x4,y4).

Задача 40 «Взаємне розміщення  двох відрізків»

Визначити взаємне розміщення відрізків P1P2 і P3P4. Якщо задані P1(x1,y1), P2(x2,y2), P3(x3,y3),  P4(x4,y4).

Задача 41 «Точка перетину  двох відрізків»

Знайти координати точки перетину двох відрізків P1P2 і P3P4. Якщо задані P1(x1,y1), P2(x2,y2), P3(x3,y3),  P4(x4,y4).

Задача 42 «Відстань між відрізками»

Знайти координати точки перетину двох відрізків P1P2 і P3P4. Якщо задані P1(x1,y1), P2(x2,y2), P3(x3,y3),  P4(x4,y4).

Задача 43 «Взаємне розміщення  двох променів»

Визначити взаємне розміщення променів P1P2 і P3P4. Якщо задані P1(x1,y1), P2(x2,y2), P3(x3,y3),  P4(x4,y4).

Задача 44 «Як напрямлені промені, ялі лежать на одній прямій»

Визначити як напрямлені промені P1P2 і P3P4, які лежать на одній прямій. Якщо задані P1(x1,y1), P2(x2,y2), P3(x3,y3),  P4(x4,y4).

Задача 45 «Точка перетину  двох променів»

Знайти координати точки перетину двох променів P1P2 і P3P4. Якщо задані P1(x1,y1), P2(x2,y2), P3(x3,y3),  P4(x4,y4).

Задача 46 «Взаємне розміщення кола і прямої»

Визначити взаємне розміщення кола і прямої, якщо задані: O(x0,y0) – центр кола, r його радіус і P1(x1,y1), P2(x2,y2) – точки прямої.

Задача 47 «Відстань від прямої до кола»

Знайти відстань від прямої до кола, якщо задані: O(x0,y0) – центр кола, r його радіус і P1(x1,y1), P2(x2,y2) – точки прямої.

Задача 48 «Спільні точки прямої і кола»

Знайти спільні точки прямої і кола, якщо задані: O(x0,y0) – центр кола, r його радіус і P1(x1,y1), P2(x2,y2) – точки прямої.

Задача 49 «Взаємне розміщення двох кіл»

Визначити взаємне розміщення кіл, якщо задані: O1(x1,y1) – центр першого кола і його радіус r1,  O2(x2,y2) – центр другого кола і його радіус r2.

Задача 50 «Точки перетину двох кіл»

Визначити точки перетину двох кіл, якщо задані: O1(x1,y1) – центр першого кола і його радіус r1,  O2(x2,y2) – центр другого кола і його радіус r2.

Задача 51 «Перевірка належності точки внутрішній області багатокутника»

Багатокутник на площині задається координатами своїх N вершин у порядку обходу їх по контурі за годинниковою стрілкою (контур самоперетинань не має). Для заданої точки М(x,y) визначити,  чи належить вона стороні багатокутника чи лежить всередині чи поза ним.

Задача 52 «Коло описане навколо трикутника»

Дано трикутник з координатами вершин  
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. Знайти радіус і координати центру описаного кола.
Задача 53 «Коло описане навколо правильного багатокутника»
Правильний багатокутник на площині задається координатами своїх N вершин у порядку обходу їх по контурі за годинниковою стрілкою. Знайти радіус і координати центру описаного кола.

Задача 54 «Центр одиничних мас правильного багатокутника»
Правильний багатокутник на площині задається координатами своїх N вершин у порядку обходу їх по контурі за годинниковою стрілкою. Знайти його центр одиничних мас.
Задача 55 «Коло вписане в трикутник»

Дано трикутник з координатами вершин  
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. Знайти радіус і координати центру вписаного кола.

Задача 56 «Коло вписане в правильний багатокутник»
Правильний багатокутник на площині задається координатами своїх N вершин у порядку обходу їх по контурі за годинниковою стрілкою. Знайти радіус і координати центру вписаного у нього кола.

Задача 57 «Коло, що «охоплює» N точок площини»
На площині задані координатами N точок. Знайти радіус і координати центру вписаного у нього кола мінімально можливого радіусу, всередині якого знаходяться всі задані точки.

Задача 58 «Найбільше «порожнє» коло з центром всередині багатокутника, який містить N точок площин».
В межах міста, границя якого відома, а будинки задані своїми координатами, потрібно вибрати місце для будівництва хімічного заводу так, щоб відстань від нього до найближчого будинку була максимальною. 

Задача 59 «Найкоротша мережа доріг»
Задані N населених пунктів (точок на площині). Необхідно прокласти між ними дороги так, щоб по цих дорогам можна проїхати з будь-якого пункту в будь-який інший, а сумарна довжина доріг була мінімальною. 

Задача 60 «Центр мас»
Дано систему матеріальних точок А1(x1,y1),А2(x2,y2),…,АN(xN,yN), які мають відповідні маси m1,m2,…,mN. Знайти координати центру мас цих точок. Рахувати, що маси – не від’ємні числа.

Задача 61 «Мережа»
Губернатор однієї з областей заключив договір з  фірмою «GopNet» контракт на підключення всіх міст області до комп’ютерної мережі. Мережа створюється наступним чином: в області встановлюється станція супутникового зв’язку, а після чого з кожного міста прокладається кабель до станції. Технологія, яка використовується компанією, для виключення накопичення помилок вимагає при збільшенні відстані збільшення товщини кабелю. Ціна кабелю, який поєднує міста з станцією, при використанні компанією даної технології дорівнює kL2, де L – відстань від міста до станції, а k  - деякий коефіцієнт. Потрібно визначити розміщення станції, при якому затрати компанії на побудову мережі будуть мінімальні.

Задача 62 «Визначення виду трикутник»

Дано координати трьох вершин трикутника. Визначити його вид: прямокутний, гострокутний, тупокутний; 

Задача 63 «Перевірка опуклості багатокутника»
Визначити чи  багатокутника з вершинами P1(x1,y1),P2(x2,y2),…,PN(xN,yN), перерахованих в порядку його обходу є опуклим.
Задача 64 «Ліві повороти»

Маршрут руху автомобіля заданий у вигляді координат вершин ламаною. Необхідно визначити кількість лівих поворотів (суміжні ділянки ламаною не лежать на одній прямій). Автомобіль починає рух з першої вершини ламаної.

Формат вхідних даних:

Перший рядок вхідного файлу input.txt складається з одного числа, кількості ланок ламаною; у подальших рядках - пари натуральних чисел, координати вершин ламаною.
Формат вихідних даних:
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Вихідний файл output.txt містить одне число - кількість лівих поворотів.

	input.txt:
	output.txt:

	4
1 1

2 2

3 2

3 3

2 3
	2



Задача 65 «штраф за праві повороти»

У місті Х водіям заборонено виконувати праві повороти. За кожний такий поворот водій повинен сплатити штраф у розмірі М гривень. Для стеження за водіями в місті встановлена комп'ютерна система, що фіксує координати автомобіля на початку руху, наприкінці руху й під час повороту.

Вхідні дані: N – кількість зафіксованих координат автомобіля, (xi, yi) – координати автомобіля в процесі руху, i=1,2, …, N, де (x1, y1) – точка початку руху, (xN, yN) – остання точка маршруту автомобіля. 

Потрібно по заданій послідовності координат руху обчислити суму штрафу водія.

Задача 66 «Тигр у загоні» 
Недалеко від міста Х перебуває заповідник, у якому живуть уссурійські тигри. Працівники заповідника дуже переживають, коли тигр залишає охоронювану зону. Програма охорони уссурійських тигрів передбачає постачання кожного тигра нашийником з радіомаяком. Сигнал від тигрячого радіомаяка знадходить у центр охорони й дозволяє визначити місця розташування тигра. Територія заповідника являє собою довільний багатокутник.

Вхідні дані: N – кількість вершин багатокутника, що задає заповідник, (xi, yi) – координати його вершин, i=1,2, …, N. (X, Y) – координати точок, у якій перебуває тигр.

Потрібно визначити,  чи перебуває тигр на території заповідника, або треба терміново споряджати рятувальну експедицію.
Задача 67 «Площа багатокутника»
Знайти площу  багатокутника з вершинами P1(x1,y1),P2(x2,y2),…,PN(xN,yN), перерахованих в порядку його обходу.

Задача 68 «Елементи багатокутника»

Багатокутник на площині задається координатами своїх N вершин у порядку обходу їх по контурі за годинниковою стрілкою. Вважається, що контур самоперетинань не має.

Знайти площу, периметр і кути багатокутника.

Задача 69 «Побудова опуклої оболонки для множини з N точок площини»

N точок на площині задані своїми координатами. Знайти такий мінімальний по площі опуклий багатокутник, що всі N точок лежать або всередині цього багатокутника, або на його границі (такий опуклий багатокутник називається опуклою оболонкою).

Задача 70  «Заєць» 
Недалеко від міста Х перебуває зоосад. Тутешній житель, заєць, хаотично стрибаючи, залишив слід у вигляді замкнутої  ламаної з самоперетенами , що охоплює територію його володіння. Знайти площу мінімального по площі опуклого багатокутника, описаного навколо цієї території.

Вхідні дані: N – кількість вершин опуклого багатокутника, (xi, yi) – координати вершин, i=1,2, …, N... 

Потрібно визначити площа опуклого N-кутника. 

Задача 71  «Перпендикуляр»

Відрізок на площині задається двома не співпадаючими точками  X(x1,x2) і Y(y1,y2). З точки Z(z1,z2) до прямої, що містить відрізок [X,Y], проводиться перпендикуляр P.

Визначити,  чи попадає перпендикуляр P на відрізок [X,Y] чи на його продовження.

Задача 72  «Напрямок обходу опуклого багатокутника»

Опуклий багатокутник задається координатами вершин при його обході за чи проти годинникової стрілки. Контур багатокутника не має самоперетинів. Визначити напрямок обходу. 

Задача 73  «Напрямок обходу багатокутника»

Багатокутник задається координатами вершин при його обході за чи проти годинникової стрілки. Контур багатокутника не має самоперетинів. Визначити напрямок обходу. 

Задача 74  «Відрізки та пряма»

На площині задані n відрізків координатами своїх кінців. Кінці відрізків задаються двома парами координат (x1[і],y1[і]), (x2[і],y2[і]), 1<=і<=n (кінці належать відрізку).

Необхідно знайти пряму, що має спільні точки з максимальним числом відрізків, і надрукувати в порядку зростання номери тих відрізків, які ця пряма перетинає.

Задача 75  «Опуклий багатокутник»

На сітці  розміру m*n задано k точок своїми координатами. Необхідно визначити,  чи можна побудувати опуклий багатокутник такий, що кожна точка належить деякій стороні.
Задача 76  «Побудова багатокутника»

N точок на площині задані своїми координатами. Знайти порядок, у якому можна з'єднати ці точки, щоб вийшов N-кутник (тобто не було б перетинань сторін).

Задача 77  «Осі симетрії»

Уявіть собі, що в зошиті Ви замалювали на аркуші деяку кількість клітинок і отримали клітинну фігуру.

Скільки осей симетрії має задана клітинна фігура.

Пояснення :

1) Задається S - число тестів. Для кожного тесту задаються NІ розмір фігури по вертикалі, NJ - розмір фігури по горизонталі (NІ<101, NJ<81) і сама фігура у вигляді NІ рядків із пробілів і одиниць по NJ символів у кожному рядку.

2) Числа S, NІ, NJ займають при введенні по три позиції.

Приклад .

Вхідні дані :

2 ( кількість тестів )

2 ( розмір 1-ої фігури по вертикалі )

4 ( розмір 1-ої фігури по горизонталі )

1111

1 1

3 ( розмір 2-ий фігури по вертикалі )

5 ( розмір 2-ий фігури по горизонталі )

11111

111

111

Вихідні повідомлення:

1-А ФІГУРА МАЄ 1 ОСІ СИМЕТРІЇ

2-А ФІГУРА МАЄ 0 ОСІ СИМЕТРІЇ

Задача 78  «Прямокутник»

Прямокутник ABCD заданий координатами своїх вершин. На протилежних сторонах AB і CD задані послідовності R1 і R2 з N точок розбиття, а на сторонах BC і AD - R3 і R4 з M точок розбиття. Нумерація елементів послідовності R1 і R2 починається відповідно від точок A і D, а в R3 і R4 – від B і A. З'єднавши відрізками точки з однаковими номерами в розбиттях R1 і R2, а потім у розбиттях R3 і R4, отримаємо розбиття Q прямокутника ABCD на множину чотирикутників. Побудувати алгоритм, що визначає чотирикутник розбиття Q з найбільшою площею, за умови, що відрізки, що з'єднують точки розбиття R1 і R2 паралельні стороні AD. Послідовності R1, R2, R3 і R4 задаються як масиви з довжин відрізків розбиття відповідних сторін прямокутника.

Задача 79  «Мінімальна сума відстаней до точок»

На прямій задано N точок з координатами X1,X2,...,Xn. Написати програму, що знаходить на прямій таку точку Z, сума відстаней від якої до даних N точок мінімальна.

Задача 80  «Мінімальна сума відстаней до точок на площині»
На площині задано N точок з координатами (X1,Y1), (X2,Y2), ..., (Xn,Yn). Написати програму, що знаходить таку точку Z(x,y), сума відстаней від якої до інших мінімальна і:

а) Z - одна з заданих точок;

b) Z - довільна точка площини.

Задача 81  «Найбільша мінімальна відстань»
На площині розташовані N точок, задані своїми координатами. Знайти на осі абсцис точку, найбільша з відстаней від якої до обраних точок була б мінімальною
Задача 82  «Квадрат»

На площині задано N точок з координатами (X1,Y1), (X2,Y2), ..., (Xn,Yn). Написати програму, яка з цих точок виділяє вершини квадрата, що містить максимальне число заданих точок.

ПРИМІТКА: передбачається, що точки, розташовані на сторонах квадрата, належать йому.
Задача 83  «Прямокутники і точка»

Задано на площині множину з N прямокутників, сторони яких паралельні осям координат, при цьому кожен прямокутник задається координатами лівої нижньої і правої верхньої його вершин. 

Скласти алгоритм визначення найбільшого натурального числа К, для якого існує точка площини, що належить одночасно К прямокутникам.

Примітка: ефективним вважається алгоритм, число дій якого пропорційно N2.

Задача 84  «Квадратний торт»

На квадратному торті N свічок.  Чи можна одним прямолінійним розрізом розділити його на дві рівні за площею частини, одна з яких не містила б ні однієї свічки? Свічки будемо вважати точками, у яких відомі їхній цілочисельні координати Х[1], Y[1]; ...; Х[N], Y[N] (початок координат - у центрі торта); розріз не може проходити через свічку.

Задача 85  «Квадрати»

У першій чверті координатної системи OXY намальований перший квадрат - ABCD, довжина сторони якого дорівнює 1 і вершина A знаходиться на початку координат. Потім зображені: другий квадрат - BEFC, третій - DFGH, четвертий - JAHІ, п’ятий KLEJ, шостий - LMNG, і так далі «по спіралі» (мал.1).

Написати програму, що для введених цілих чисел x і y визначає і виводить номер квадрата, якому належить точка P(x;y). Якщо точка P лежить на сторонах  квадратів чи у вершинах, то будемо вважати, що вона належить квадрату з найменшим номером з можливих.

Приклади:
	X
	Y
	Результат

	2
	1
	1

	-1
	0
	4

	13
	2
	10


Задача 86  «Перетин двох опуклих багатокутників»

Знайти перетин й об'єднання двох опуклих багатокутників. Багатокутники задаються координатами вершин у порядку обходу по контурі.

Задача 87  «Відстань від точки до багатокутника»

N-кутник на площині задається координатами вершин у порядку обходу по контурі (контур самоперетинів не має). Для точки Z(x,y) знайти мінімальну відстань до контуру N-кутника.

Задача 88  «Найменший багатокутник»

На площині задано N точок своїми координатами і матриця C(N*N); C(і,j)=C(j,і)=1 у випадку, якщо вершини і і j з'єднані відрізком, інакше – 0. Відомо, що будь-яка вершина з'єднана принаймні   з двома іншими, і що відрізки перетинаються тільки в кінцевих точках. Таким чином, вся площина розбивається на множину багатокутників. Задано точку Z(x,y). Знайти мінімальний за площею багатокутник, що містить Z, чи видати повідомлення, що такого не існує. Якщо Z належить деякому відрізку, то видати його кінці, якщо Z лежить у багатокутнику, то видати його вершини в порядку обходу по контурі.

Задача 89  «Подібність багатокутників»

Будемо називати два багатокутники подібними, якщо існує взаємо-однозначне відображення сторін цих двох фігур таке, що відповідні сторони пропорційні з коефіцієнтом пропорційності k, а кути, утворені двома відповідними сторонами, рівні.

Визначити,  чи подібні два багатокутники. Багатокутники задаються на площині координатами вершин контурів. Вершини в контурі перелічуються в порядку обходу проти годинникової стрілки. 

Примітка: тому що всі обчислення на ЕОМ проводяться з обмеженою точністю, то вважати, що дві величини рівні якщо вони співпадають з точністю до двох знаків після коми.

ВВЕДЕННЯ: <з файлу T.TXT>

<Кількість вершин > N

<Багатокутник 1:> 

<Координати вершини 1:> x11, y11 

..... 

<Координати вершини N:> x1N, y1N 

<Багатокутник 2:> 

<Координати вершини 1:> x21, y21 

..... 

<Координати вершини N:> x2N, y2N

ВИСНОВОК:

<Багатокутники не подібні>

чи

<Багатокутники подібні з k=> k

Задача 90  «Паралельні прямі»

На площині задана множина точок А и множина прямих В. Знайти дві такі різні точки з А, що пряма яка проходить через них паралельна найбільшій кількості прямих з В.

Задача 91  «Розбиття багатокутника»

У правильному n-кутнику провели кілька діагоналей, причому жодні три не перетинаються в одній точці. На скількі частин діагоналі розбили n-кутник? Діагоналі задані номерами вершин n-кутника, які вони сполучають, всі вершини пронумеровані по порядку числами 1, ...,n.
Задача 91  «Погляд людини» 
Усі стіни будинку мають довжину 5м. Північна та південна сторони – білі, західна і східні – сині. Людина пройшла від південно-східного кута будинку А метрів на південь, В метрів на схід і С метрів  на північ і подивилася на будинок.

Написати алгоритм, який визначає, що бачить людина.

Задача 93  «Трикутники»

Серед трикутників з вершинами в заданій множини точок на площині вказати такі, сторони якого містять максимальне число точок заданої множини.

Задача 94  «Тетраїдр»

На гранях двох рівних правильних тетраедрів N і M написані числа N1,N2,N3,N4 і M1,M2,M3,M4.

 Чи можна сумістити тетраедри так, щоб на співпадаючих гранях виявилися однакові числа?

Задача 95  «Пліт і людина»

На місцевості, що представляє собою ідеально рівну поверхню, стоїть високий пліт. План плоту являє собою замкнуту ламану без самоперетинань. Ця ламана задається N парами координат своїх вершин у порядку обходу   області, що обмежується плотом, проти годинникової стрілки. Вершини пронумеровані від 1 до N, N<100.

У точці (x,y) стоїть людина ((x,y) не може лежати на ламаній). Вважаючи, що кожній ланці ламаної ставлять у відповідність пари номерів кінців, вказати, які ланки людина побачить повністю або частково в якості невирожденного відрізка, а яких - взагалі не побачить. Якщо при погляді ланку видно як  точку чи як пару точок, то вважаємо, що іі не видно.

Задача 96  «Дощ»

Вчені метеорологи вирішили вивчити процес утворення водоймищ на різних рельєфах місцевості під час дощу. Зважаючи на складність реального завдання була створена двовимірна модель, в якій місцевість має лише два виміри - висоту і довжину. У цій моделі рельєф місцевості можна представити як ламану з вершинами (x0, y0) ..., (xN, yN), де x0 < x1 < ... < xN і yi <> yj, для будь-яких i<>j. Зліва в точці x0 і справа в точці xN рельєф обмежений вертикальними горами величезної висоти. Якщо-б рельєф був горизонтальним, то після дощу вся місцевість вкрилася б шаром води глибини H. Але оскільки рельєф - це ламана, то вода стікає і скупчується в падинах, утворюючи водоймища.
Потрібно знайти максимальну глибину у водоймищах, що утворилися після дощу.
Вхідні дані:
В першому рядку вхідного файлу rain.in розташовані натуральне число N (1 <= N <= 100) і H - дійсне число, задане з трьома цифрами після коми (0 <= H <= 10 в 9 мір). У подальших N + 1 рядках - по два цілі числа xi, yi: -10000 <= xi, yi <= 10000 (0 <= i <= N).
Числа у рядках розділені пропусками.
Вихідні дані

Вихідний файл rain.out повинен містити однину - шукану глибину з точністю до 4-х знаків після коми.
Приклад

	rain.in
	rain.out

	7 7.000
-5 10
-3 4
-1 6
1 -4
4 17
5 3
9 5
12 15
	15.8446


Задача 97  «Ниточка»

Зловмисники по-варварськи вбили в ні в чому неповинну плоску поверхню N цвяхів, та так, що лише капелюшки залишилися. Мало того, вони в своїх підлих цілях вбили всі цвяхи у вершини опуклого багатокутника. Після цього вони... страшно сказати... вони натягнули ниточку довкола всіх цвяхів, так, що поверхні стало зовсім сумно! От як, приблизно, вони це зробили:

[image: image22.png]



Ваше завдання - визначити довжину цієї ниточки.
Вхідний файл. У першому рядку вхідного файлу до цього завдання знаходяться два числа - кількість цвяхів N, 1 < N < 100, і дійсне число R - радіус капелюшків цвяхів. Всі капелюшки мають однаковий радіус. Далі у вхідному файлі розташовуються ще N рядків, в кожній з яких записана через пропуск пари координат центру чергового цвяха; координати не перевершують по абсолютній величині числа 100. Описи цвяхів наводяться в порядку обходу вершин багатокутника по або проти годинникової стрілки, починаючи з довільного цвяха. Капелюшки різних цвяхів не стикаються.
Вихідний файл повинен в своєму єдиному рядку містити дійсне число, заокруглене до двох знаків після коми, - довжину ниточки, натягнутої довкола всіх цвяхів.


	input.txt
	output.txt

	4 1
0.0 0.0
2.0 0.0
2.0 2.0
0.0 2.0
	14.28


Задача 98   «Цілочисельні точки»
Багатокутник (не обов'язково опуклий) на площині заданий координатами своїх вершин. Потрібно підрахувати кількість точок з цілочисленними координатами, що лежать всередині багатокутника (але не на його границі).
Формат вхідних даних
 У першому рядку втримується N (3 <= N <= 1000) - число вершин багатокутника. У наступних N рядках ідуть координати (Xi, Yi) вершин багатокутника в порядку обходу по годинній стрілці. Xi і Yi - цілі числа, по модулі не переважаючі 1000000.
Формат вихідних даних
 У вихідний файл вивести одне число - шукане число точок.

Задача 99   «Лісова пожежа»
У МНС надійшло повідомлення про можливу лісову пожежу в заданому квадраті лісу. Для пошуку місця загоряння було послано N літаків. Однак жоден з екіпажів пожежі не виявив.
Відомо, що з літака видно смугу лісу, границі якої перебувають на відстані 50 км праворуч і ліворуч від тієї лінії на поверхні Землі, над якою пролітає літак (див. малюнок), причому точки, що перебувають на відстані 50 км від цієї лінії, видно. Повідомлення з кожного літака містило інформацію про те, у яких двох різних точках (xb , yb ) і (xe , ye ) літак входив у заданий квадрат і залишав його відповідно. Між цими точками літак рухався строго по прямій.
[image: image295.png]




Потрібно написати програму, що визначить,  чи дійсно весь заданий квадрат лісу був переглянутий з літаків. Якщо це не так, то програма повинна знаходити координати якої-небудь точки, що лежить усередині або на границі квадрата й не потрапила в жодну з переглянутих смуг.
Вхідні дані:

Вхідний файл FIRE.IN складається з N + 2 рядків. У першому рядку записане натуральне число L - розмір заданого квадрата тайги в кілометрах (0 < L <= 1000). У другому рядку - натуральне число N (1 <= N <= 100) - кількість літаків. У кожному з наступних N рядків записане повідомлення з літака - чотири речовинних координати xb , yb , xe , ye . Координати задані в кілометрах. Сторони квадрата тайги паралельні осям координат, його лівий нижній кут перебуває в точці з координатами (0, 0), а правий верхній - у точці (L, L).
Вихідні дані:

Вихідний файл FIRE.OUT повинен містити один рядок. Якщо заданий квадрат був переглянутий повністю, то цей рядок повинна складатися зі слова OK, написаного латинськими буквами. У противному випадку в цьому рядку повинні бути записані через пробіл координати x і y будь-якої точки, що не потрапила в жодну з переглянутих смуг. Координати потрібно виводити в кілометрах з похибкою не більше одного метра.
Приклад вхідного файлу
 245
 1
 26.1 0 193.568 245
 Приклад вихідного файлу для наведеного приклада вхідного файлу
155.123 100
Задача 100  «Підсвічування фонтана»

Дно фонтана описується замкнутою ламаною лінією без самоперетинань, причому жодні три вершини ламаної не лежать на одній прямій. Для організації підсвічування фонтана між двома заданими кутами (вершинами) по дну прокладений гнучкий натягнутий кабель (див. мал.). Потрібно написати програму, що обчислює мінімальну довжину цього кабелю.
Вхідні дані
Вхідні дані записані у файлі INPUT.TXT у наступній послідовності: в 1-ому рядку - число вершин N (N<=100);
у кожному з наступних N рядків - пари чисел через пробіл, що є координатами вершин x1 y1 x2 y2 x y  порядку обходу ламаної проти годинникової стрілки, де 1,2,...,N - номера вершин; в останньому рядку - номера вершин, що з'єднують, k і l (1<=k, l<=N).
Координати вершин є дійсними числами. Всі вхідні дані коректні.
Вихідні дані
Результат вивести у вигляді числа у файл OUTPUT.TXT. Результат перевіряється з точністю до п'яти значущих цифр. Результуюче число повинне бути з фіксованою крапкою.

Приклади
	input.txt
	[image: image296.wmf]1
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output.txt

	7
 2 0
 5 0
 6 3.5
 5 6
 4 2
 3 7
 0 5
 3 7 
	7.5


РОЗДІЛ ІІ
Розв'язання задач
Задача 1 «Існування трикутника»

Перевіримо, чи виконується нерівність трикутника (будь-яка сторона менша за суму двох інших).

(a+b>c) and (a+c>b) and (b+c>a)

Задача 2 «Площа  трикутника за його сторонами»

Площу трикутника, якщо дано три його сторони, можна визначити за формулою Герона 
[image: image23.wmf])
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Задача 3 «Описане коло навколо трикутника»

Радіус кола знаходиться за формулою:


[image: image25.wmf]S
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, де S – площа трикутника (див. задача 2).

Задача 4 «Коло вписане в  трикутник»

Радіус кола знаходиться за формулою:
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, де S – площа трикутника (див. задача 2).

Задача 5 «Площа кільця»

Площа кільця знаходиться за формулою:
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Задача 6 «Чи поміститься  трикутник в коло»

Потрібно порівняти радіус описаного кола навколо трикутника з даним.

Якщо 
[image: image28.wmf]r
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               інакше ні,

де 
[image: image29.wmf]описане

r

 - радіус описаного кола (див. задача 3).

Задача 7 «Чи поміститься  коло в трикутник »

Потрібно порівняти радіус вписаного кола в трикутник з даним.

Якщо 
[image: image30.wmf]r
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де 
[image: image31.wmf]вписаного

r

 - радіус вписаного кола (див. задача 4).

Задача 8  «Площа і периметр прямокутного трикутник »

Площа прямокутного трикутник за двома катетами обчислюється: 
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Периметр: 
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, де с – гіпотенуза і знаходиться за теоремою Піфагора: 
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Задача 9  «Площа круга і довжина кола »

Знайти площу круга і довжину кола за заданим радіусом R.

Площа круга: 
[image: image35.wmf]2
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Довжина кола: 
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Задача 10  «Квадрат і його вписане і описані кола »

Потрібно знайти радіуси вписаного і описаного кіл.

Радіус вписаного кола: 
[image: image37.wmf]a
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Радіус описаного кола: 
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, а далі дивись попередню задачу.

Задача 11  «Вид трикутник за його кутами »

Визначимо третій кут: 
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Якщо 
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2. Якщо 
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Якщо 
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Задача 12  «Вид трикутник за сторонами »

1.Якщо 
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Якщо 
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то  гострокутний.

Задача 13  «Вектор »

Нехай точки А і В мають координати (х1, у1) і (х2, у2) відповідно. Координатами вектора 
[image: image80.wmf]AB

 називається пара чисел (х2-х1, у2-у1). Довжина вектора 
[image: image81.wmf]AB

 за теоремою Піфагора рівна 
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Задача 14  «Скалярний і псевдоскалярний добуток двох векторів »

Знайдемо спочатку координати відповідних векторів (див. задача13). Координати вектора  
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Скалярний добуток двох ненульових векторів називають число 
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, де 
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 кут між векторами. В координатах це обчислюється таким чином 
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.  Відповідно вектори мають координати 
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Псевдоскалярний (косий) добуток двох ненульових векторів називають число 
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 кут між векторами. В координатах це обчислюється таким чином 
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Задача 15  «Елементи трикутника»

Периметр – це є сума довжин сторін.
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, так само шукаємо довжини двох інших сторін.

Площу трикутник можна знайти за формулою Герона (див. задача 2), або половина псевдоскалярного добутку двох векторів.
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Позначимо a вектор 
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 і b вектор 
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Знайдемо скалярний (a, b) і псевдоскалярний [a, b] добутки (див. задача 14). 

Отже, 
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Тепер знайдемо кут між двома векторами. Нехай 
[image: image101.wmf]j

 кут між векторами a=(x1,y1) і b=(x2,y2). З скалярного добутку і косого добутку випливає формула 
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. Знаючи тангенс кута між векторами, ми легко знайдемо кут між прямими на яких лежать а і b: він дорівнює 
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. Щоб отримати сам кут між векторами, залишилось з’ясувати гострий він чи тупий. Це ми визначимо зі знаку скалярного добутку. Врахуємо ще, що знак орієнтованого кута співпадає із знаком косого добутку. Тоді отримаємо:
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Задача 16 «Кут до осі абсцис».

В курсі вищої алгебри показується, що якщо

D=x1*y2-x2*y1<0,

то кут, обумовлений точкою A більше, ніж кут, обумовлений точкою B; якщо D=0, то кути рівні, і якщо D>0, то кут, утворений OB, більше.

Наприклад:

A(-1,3), B(0,-2), x1*y2-x2*y1=2>0,

і отже, відрізок OA утворить менший кут з віссю OX (кут завжди відкладають проти годинникової стрілки).

Задача 17 «Рівняння прямої, яка проходить через дві різні точки, які задані своїми координатами»

Нехай на прямій задані дві точки Р1 з координатами (х1,у1) і Р2 з координатами (х2,у2). Відповідно вектор з початком т. P1 і кінцем в т. Р2 має координати (х2-х1,у2-у1). Якщо Р(х,у) – довільна точка нашої прямої, то координати вектора 
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 становлять (х-х1,у-у1). За допомогою косого добутку умова колінеарності векторів 
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 можна виразити таким чином: 
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, тобто 

(х-х1)(у2-у1)-(у-у1)(х2-х1)=0     
або

(у2-у1)х+(х1-х2)у+х1(у1-у2)+у1(х2-х1)=0

Остатню рівність запишемо так:

ax+by+c=0       
де а=у2-у1,

b=х1-х2,

с= х1(у1-у2)+у1(х2-х1).

Зауважимо, що при програмуванні формулу не можна використовувати у вигляді відношення: 
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, так як, по-перше, навіть якщо всі координати заданих точок цілі числа, помилки дійсної арифметики при дії ділення не дозволяє перевірити за допомогою даного відношення, належність деякої точки даній прямій, а, по-друге, програма буде зупинена при діленні на нуль.

Задача 18 «Рівняння прямої, перпендикулярної даній, і що проходить через задану точку»

Нехай задана точка Ро шуканої прямої має координати (хо,уо). Якщо Р(х,у)  –  довільна  точка  на цій прямій, то  координати   вектора 
[image: image114.wmf]Р
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 дорівнюють (х-хо,у-уо). Цей вектор перпендикулярний вектору 
[image: image115.wmf]2
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, де Р1(х1,у1) і Р2(х2,у2) – точки на даній прямі. Тоді скалярний добуток ортогональних векторів 
[image: image116.wmf])
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 можна виразити так:

(х2-х1)(х- хо)++(у2-у1)(у -уо)=0     
або

(х2-х1)х+(у2-у1)у+( х2-х1)хо+( у2-у1)уо=0

де а=х2-х1, 

b= у2-у1,

с= ( х2-х1)хо+( у2-у1)уо .

Задача 19 «Рівняння прямої, що паралельна даній, та знаходиться на відстані r»

Очевидно, що шуканих прямих дві. Вектор нормалі до даної прямої ортогональний і до кожної з паралельних прямих. Значить коефіцієнти а і b при х і у в рівнянні прямої для паралельних прямих такі самі, як і в заданій прямій. Залишається підібрати  значення третього коефіцієнта. Позначимо його для однієї прямої с1, для другої – с2. Для визначення цих коефіцієнтів достатньо знайти хоча б по одній точці на кожній із прямих.

Візьмемо довільну точку Р(х0, у0) на заданій прямій Проведемо через неї пряму, перпендикулярну даній. На паралельній прямі будемо шукати точку перетину (М(х1,у1)) з цим перпендикуляром (мал. 1). Нам відомий один вектор нормалі n=(а,b). Вектор 
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 колінеарний йому, а його довжина r. Для визначеності будемо рахувати, що, як і на малюнку, нормаль лежить з того ж  боку прямої, що і точка М. Тоді 
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. Значить координати точки М дорівнюють 
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. Підставимо їх у формулу (6), отримаємо 
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Рівняння однієї із прямих отримане. В якості вектора нормалі для другої прямої можна взяти вектор – 
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. В даному випадку отримаємо 
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Мал. 1

Задача 20 «Рівняння бісектриси кута»

Нехай вектор 
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 беруть початок в точці 
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. Знайдемо рівняння бісектриси кута Р1Р0Р2. Якщо ми поділимо кожен з векторів 
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 на його довжину, отримаємо при цьому вектори одиничної довжини. Вектор їх суми буде лежати на бісектрисі кута між ними (мал. 2). Координатами даного вектора будуть:
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Мал.. 2

З умови колінеарності вектора 
[image: image130.wmf]Р
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, де Р(х,у) – довільна точка на шуканій прямій, отримаємо рівняння бісектриси:
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Звідси легко отримати коефіцієнти а, b і с для запису рівняння знайденої прямої.

Задача 21 «Цілочисельні точки круга 1»

Потрібно перебрати всі точки площини з координатами 
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 і визначити ті, які задовольняють нерівність 
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 – рівняння кола з центром у початку координат. 

Задача 22 «Цілочисельні точки круга 2»

Потрібно перебрати всі точки площини з координатами 
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 і визначити ті, які задовольняють нерівність 
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 – рівняння кола з центром у О(x0,y0). 

Задача 23 «Дотична до кола»

Нехай коло з центром у т. Р0(х0,у0) і радіусом r. Потрібно знайти рівняння дотичної до кола, яка проходить через т. Р1(х1,у1). Тут можливі три випадки. Якщо 
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, то Р1 лежить на колі. Тоді у шуканій дотичній нам відома точка Р1 і нормаль
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, її рівняння легко записується (див. задача 18). У випадку 
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 точок дотику дві. Позначимо одну з них Р2, ми отримаємо прямокутний трикутник Р0Р2Р1 (мал. 3). Можна спробувати знайти шукане рівняння, в «лоб». Якщо (х2,у2) – координати точки дотику Р2, то за теоремою Піфагора обчислюється довжина відрізка Р1Р2 (Р0Р2= r, Р0Р1 обчислюється за відомими координатами). Друге співвідношення для координат х2 і у2 – з рівняння кола. Обидва рівняння квадратні. Розв’язання даної системи представляє собою серйозні труднощі. Спробуємо обійтись без квадратних рівнянь, використавши скалярний і косий добуток векторів.




Мал. 3

Ми будемо шукати а=х2-х1 і b=у2-у1 вектора 
[image: image143.wmf]2
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. Довжини сторін прямокутного трикутника Р0Р2Р1 легко знайти. Визначимо скалярний добуток векторів 
[image: image144.wmf]2

1

Р

Р

 і 
[image: image145.wmf]0

1

Р

Р

: 
[image: image146.wmf]2

2

1

0

1

2

1

0

1

2

1

cos

)

;

(

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

=

×

×

=

j

.

Геометричний зміст косого добутку 
[image: image147.wmf]]
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 - подвоєння площі трикутника Р0Р2Р1, взятої із знаком плюс для однієї з точок і з мінусом – для другої.
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Записуючи ці добутки в координатах отримаємо систему лінійних рівнянь відносно а і b:
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Таку систему розв’язати вже неважко. Далі за точкою Р1(х1,у1) і направляючим вектором 
[image: image150.wmf])
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 записуємо рівняння дотичної. Задача розв’язана. 

Задача 24 «Точка дотику прямої до кола»

Якщо нам потрібно ще знайти  і координати точки дотику, то це можна зробити, використавши координати т. Р1 і знайдені координати 
[image: image151.wmf]2
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 (див. задача 23).

Для розв’язування цієї задачі є метод, в якому не потрібно навіть розв’язувати систему лінійних рівнянь. Проведемо з вершини Р2 прямого кута висоту Р2Р3 (мал. 7). З подібності трикутників Р1Р2Р0 і Р1Р3Р2 знайдемо довжини відрізків Р1Р3 і Р3Р2:
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Тепер поступово знаходимо координати вектора 
[image: image154.wmf]3
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, точки Р3(х3,у3) і, на кінець використовуючи відомі координати вектора n=(y0-y1, x1-x0), перпендикулярного прямій Р1Р3, координати точки Р2: 
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Задача 25 «Точка і пряма»

В першу чергу нас цікавить належність даної точки Р(х,у) вказаному геометричному об’єкту, рівняння якого нам відоме. Щоб відповісти на це запитання для прямої, достатньо підставити координати заданої точки в рівняння прямої. Рівність нулю значення отриманого виразу (для дійсних координат або коефіцієнтів  рівняння перевірку на рівність нулю необхідно здійснювати з урахуванням похибки) означає, що точка належить даній прямі. Якщо значення виразу менше нуля, то точка належить одній півплощині, а більше нуля – іншій. 

Якщо пряма задана двома своїми точками (мал. 4), для розв’язування задачі достатньо обчислити значення косого добутку, а рівняння прямої записувати не потрібно (див. задача 4). 
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Мал. 4

Задача 26 «Точка і промінь»

Спочатку визначимо чи належить точка прямі P1,P2 (див. задача 25).
У випадку перевірки належності точки променю при 
[image: image157.wmf][
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 (Р1 – початок променя, Р2 будь-яка точка на промені) корисно знайти і скалярний добуток цих векторів (див задача 14). Якщо він менший нуля, Р1 лежить на прямій між Р2 і Р, звідси Р не належить променю. 

Задача 27 «Точка і відрізок»

Дивіться задачу 25 і 26.

Щоб в аналогічній ситуації впевнитись належності точки Р відрізку Р1Р2, необхідно обчислити ще і значення скалярного добутку 
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. Якщо воно невід’ємне, то точка Р лежить на відрізку.

Задача 28 «Відстань від точки до  прямої»

Нехай нам необхідно визначити, на якій відстані знаходиться задана точка до прямої. Формулу відстані від точки до прямої отримуємо із співвідношення двох способів обчислення площі трикутника: 
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 (див. мал. 5). Тобто відстань b від точки Р до прямої, заданої координатами точок Р1 і Р2, можна обчислити, як відношення модуля косого добутку векторів 
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 (див. задача 14) до довжини відрізка Р1Р2.

Мал. 5
Задача 29 «Відстань від точки до  променя»

Для променя спосіб знаходження відстані до прямої , як у попередній задачі, потрібно дещо відредагувати. Точка H (мал. 5) лежить на промені Р1Р2 в тому випадку, коли скалярний добуток 
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Тоді можна застосувати формулу відстані від точки до прямої. В противному випадку відстань до променя буде дорівнювати відстані від точки до початку променя.

Задача 30 «Відстань від точки до  відрізка»

Для відрізок спосіб знаходження відстані до прямої і променя, як у попередніх двох задачах, потрібно ще і виконання умови 
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. Тоді можна застосувати формулу відстані від точки до прямої. В противному випадку відстань до відрізка буде дорівнювати відстані від точки до найближчого кінця відрізка.

Задача 31 «Перпендикуляр і відрізок»

Нехай a,b і c - довжини відрізків XY, YZ і ZX відповідно. Якщо перпендикуляр P попадає на відрізок XY, то кути XYZ і YXZ по величині не перевершують 90о (обидва кути не тупі).

За теоремі косинусів

B2 = A2 + C2 - 2*A*C*cos YXZ

і

C2 = A2 + B2 - 2*A*B*cos XYZ

Якщо кути XYZ і YXZ не тупі, то cos YXZ і cos XYZ лежать у межах від 0 до 1, і доданки -2*B*C*cos YXZ і -2*A*B*cos XYZ у наведені вище формулах недодатні, тобто у випадку, коли перпендикуляр попадає на відрізок XY, повинні виконуватися одночасно дві нерівності

B2 <= A2 + C2

і

C2 <= A2 + B2,

Якщо хоча б одна нерівність порушується, то перпендикуляр попадає на продовження відрізка . Примітка :

Квадрат довжини відрізка, наприклад, XY, можна знайти по формулі

A = (x1-y1)2 + (x2-y2)2

Задача 32 «Взаємне розміщення двох точок відносно прямої»

В багатьох випадках потрібно з’ясувати, по одну чи різні сторони відносно прямої лежать дві точки Р1 і Р2, задані своїми координатами. Виберемо на прямій дві довільні точки, що не співпадають – Р3 і Р4 (ними  можуть бути якраз дві точки, що задають нашу пряму).

 Тоді, якщо косі добутки 
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 мають різні знаки, тобто 
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, то точки лежать по різні сторони прямої, якщо знаки співпадають – то по одну сторону, якщо одне із значень 0, то відповідна точка лежить на прямій. 

Задача 33 «Належність точки трикутнику»

Можна, звичайно, із точки Z провести відрізки до всіх трьох  вершин трикутника, і порівняти: якщо сума площ трьох трикутників ZAB, ZBC, ZCA дорівнює площі ABC, то точка всередині, інакше - зовні, але тому що всі обчислення в машині проводяться з обмеженою точністю, то перевірка на рівність ПРАКТИЧНО НІКОЛИ не дасть правильної відповіді. Ви майже завжди будете одержувати, що Z поза ABC, не дивлячись на дійсне розташування точки Z. Спробуємо вирішити задачу по-іншому:

Належність точки стороні перевіряється просто (див задача 27).

Якщо точка лежить в середині трикутника то одночасно повинні виконуватись такі три умови:

1. точка Z лежить по одну сторону з точкою C відносно прямої AB;

2. точка Z лежить по одну сторону з точкою A відносно прямої BC;

3. точка Z лежить по одну сторону з точкою B відносно прямої AC;

Розміщення двох точок відносно прямої дивись у задачі 32.

Задача 34 «Взаємне розміщення двох прямих 1»

Якщо прямі задані рівняннями а1х+b1у+с1=0 і а2х+b2у+с2=0, то зручно перейти до їх нормалей: n1=(а1, b1) і n2=(а2, b2). Тоді умова колінеарності нормалей (а значить, і паралельності прямих): [n1,n2]=a1b1-a2b2=0.

Задача 35 «Взаємне розміщення двох прямих 2»

Спочатку потрібно знайти рівняннями прямих за двома точками (див. задачу 17) а1х+b1у+с1=0 і а2х+b2у+с2=0. А далі як і у попередній задачі. 

Задача 36 «Взаємне розміщення  прямої і відрізка»

Перевірка наявності перетину прямої і відрізка нами фактично була показана при розв’язуванні задачі 32.

Задача 37 «Перетин  прямої і відрізка»

Позначимо F(x,y)=ax+b-y. Пряма ax+b=y розбиває площину на три частини: в одній F(x,y)>0, в інший F(x,y)<0 і на прямій ax+b=y F(x,y)=0 . Якщо ця пряма перетинає відрізок, то або кінці відрізка лежать у різних на півплощинах, або хоча б одина кінець відрізка лежить на прямій. Це рівносильне виконанню наступної нерівності F(x1,y1)*F(x2,y2)<=0. Таким чином ми за знаком функції визначаємо про те, чи мають пряма й відрізок спільну точку. 

Задача 38 «Точка перетину  прямої і відрізка»

Нехай пряма і відрізок перетинаються в одній точці. Знайдемо її. Позначимо кінці відрізка Р1(х1, у1) і Р2(х2, у2). Нехай Р3(х3, у3) і Р4(х4, у4) – дві точки на прямій, а М – шукана точка перетину (мал. 6). Опустимо з кінців відрізка перпендикуляри на пряму P1H1 і P2H2. Трикутники Р3Р1Р4 і Р3Р2Р4 мають спільні основи. Звідси випливає, що відношення їх площ дорівнює відношенню їх висот 
[image: image167.wmf]1

1

H

P

 і 
[image: image168.wmf]2

2

H

P

. Але площа (орієнтована) трикутника Р3Р1Р4 – це 
[image: image169.wmf]]

,

[

2

1

4

3

1

3

P

P

P

P

, аналогічно обчислюється площа Р3Р2Р4. Тобто 
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Мал. 6

Остатня рівність випливає з подібності трикутників P1H1M і P2H2M звідси отримуємо:
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В даній формулі враховано і те, що одна з площ може бути рівна нулю, і те, що вказані площі мають однакові знаки тоді, коли точки Р1 і Р2 лежать по одну сторону відносно прямої Р3Р4 (тобто коли вектор 
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 співнапрямлені). Ми знайшли у якому відношенні ділиться даний відрізок точкою М. З іншої сторони, 
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. Підставимо ці співвідношення в попередню формулу. Виразимо 
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(Тут ми використали властивість лінійності косого добутку: 
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), яке легко вставити, якщо записати цю рівність в координатах). Тепер, знаючи координати точки Р1 і вектора 
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, знаходимо точку М (див. задачу 13).

Таким чином, ми знайшли точку перетину прямої і відрізка.

Задача 39 «Точка перетину  двох прямих»

Для знаходження перетину двох прямих на одній з них вибираються дві довільні точки Р1 і Р2, на другій – Р3 і Р4 дивись у попередній задачі.

Задача 40 «Взаємне розміщення  двох відрізків»

Перевірити перетин двох відрізків (як правило нас найчастіше цікавить лише сам факт перетину) не складно, коли знову ж використати косий добуток. Нехай перший відрізок заданий точками Р1 і Р2, а другий – Р3 і Р4. відрізки перетинаються тоді, коли, по-перше, перетинаються прямокутники, які обмежують дані відрізки, по-друге, кінці кожного відрізка лежать по різні сторони прямої на якій лежить інший відрізок. Перша умова дозволяє не розглядати окремий випадок, коли відрізки лежать на одній прямі. Позначимо xmax1 і xmin1 максимальну і мінімальну з х-координат першого відрізка,  xmax2 і xmin2 – другого відрізка. Для у-координат аналогічно уmax1, уmin1, уmax2, уmin2. Тоді умову перетину формально можна записати:

1) xmax1
[image: image180.wmf]³

 xmin2, xmax2
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 xmin1,  уmax1
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 уmin2, уmax2
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 уmin1;

2) косі добутки 
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3) аналогічно 
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Задача 41 «Точка перетину  двох відрізків»

Перевіряємо чи відрізки перетинаються (див. попередня задача). Якщо факт перетину двох відрізків встановлено, то точка перетину шукається, як і в задачі 38. Для відрізків однієї прямої їх перетин (точку або відрізок) можна знайти шляхом розрахунку  значень двох скалярних добутків аналогічно задачі 27 або за допомогою порівняння координат кінців відрізка.

Задача 42 «відстань між відрізками»

Відстані між двома відрізками, які не перетинаються – це  мінімальна серед відстаней між всіма парами точок двох відрізків. Нескладно зрозуміти, що відстань дорівнює відстані від кінця одного з відрізків до другого відрізка, або відстань від кінця відрізка до прямої на якій лежить другий відрізок (див задача  28) Тому для розв’язування даної задачі достатньо обчислити відповідні відстані для кожної з чотирьох точок кінців відрізків і вибрати з них мінімальне.

Задача 43 «Взаємне розміщення  двох променів»

Для перевірки наявності перетину двох променів Р1Р2 і Р3Р4 потрібно розглянути взаємне розміщення двох прямих (див задачу 35). Якщо косий добуток 
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 рівний нулю, це означає, що промені лежать на паралельних прямих. Якщо це дві різні прямі, то вектори 
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 не колінеарні, значить, косий добуток  
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 не дорівнює нулю. В цьому випадку промені не перетинаються. 

Задача 44 «Як напрямлені промені, ялі лежать на одній прямій»

Коли промені лежать на одній прямі, то за допомогою знаку скалярного добутку 
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 можна зрозуміти, в одну чи різні сторони вони напрямлені. В першому випадку скалярний добуток буде додатнім, а в другому – від’ємний.

Задача 45 «Точка перетину  двох променів»

Якщо прямі Р1Р2 і Р3Р4 перетинаються в одній точці М (
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), то знайти цю точку можна, як і в задачі про перетин прямих. Пізніше потрібно перевірити, чи т. М належить кожному із променів: 
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Задача 46 «Взаємне розміщення кола і прямої»

Пряма може перетинати коло в двох точках, дотикатись до нього, або не мати спільних точок з колом. Дані випадки легко визначити. Потрібно знайти відстань від центру кола до даної прямої (за допомогою формули відстані від точки до прямої). Якщо дана відстань (позначимо її l) менша за радіус кола r, то пряма перетинає коло в двох точках, якщо рівна йому, то пряма дотикається до кола, а якщо більша за радіус, то спільних точок вони не мають. 

Задача 47«Відстань від прямої до кола»

Пряма може перетинати коло в двох точках, дотикатись до нього, або не мати спільних точок з колом (див. попередню задачу). У перших двох випадках відстань дорівнює нулю, в остатньому випадку вона рівна l- r. 
Задача 48 «Спільні точки прямої і кола»

Пряма може перетинати коло в двох точках, дотикатись до нього, або не мати спільних точок з колом. Дані випадки легко визначити. Потрібно знайти відстань від центру кола до даної прямої (за допомогою формули відстані від точки до прямої). Якщо дана відстань (позначимо її l) менша за радіус кола r, то пряма перетинає коло в двох точках, якщо рівна йому, то пряма дотикається до кола, а якщо більша за радіус, то спільних точок вони не мають. В остатньому випадку нас може цікавити відстань від прямої до кола. Вона рівна l- r.

Більш складнішою є задача пошуку спільних точок прямої і кола. Випадок дотичної був розглянутий нами в задачі 24. Нехай тепер пряма перетинає коло в двох точках. Координати цих точок можна знайти за наступним алгоритмом (мал. 7). Знайдемо вектор n нормалі до прямої. Відкладемо в напрямку цього вектора вектор 
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 довжини l. Обчислимо відстань 
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. Від т. А вздовж прямої відкладемо в обидва боки вектори довжини  
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. Їх кінці дадуть нам дві шукані точки Р3 і Р4. Кожний крок даного алгоритму розглядався нами окремо раніше. Зауважимо тільки те, що на першому кроці необхідно правильно вибрати один з двох можливих напрямків нормалі до прямої. Для цього достатньо перевірити, що скалярний добуток 
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Мал. 7

Задача 49 «Взаємне розміщення двох кіл»

Два різних кола також можуть перетинатися в двох точках, дотикатися одне до одного і не мати спільних точок. В остатньому випадку одне із кіл може лежати в середині іншого (назвемо такі кола вкладеними) або кожне із кіл лежить зовні іншого.

Перевірка перетину або дотику аналогічна попередній задачі здійснюється шляхом порівняння відстаней між центрами кіл (позначимо її l) з їх радіусами, якщо 
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[image: image201.wmf]2

1

r

r

l

-

<

, то кола спільних точок не мають. Друга умова показує, що одне коло лежить всередині іншого. При заміні знаку в будь-якій з цих двох нерівностей на рівність, ми отримаємо дотикання даних кіл (зовнішнє або внутрішнє дотикання). Якщо 
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, то кола мають дві точки перетину.

Задача 50 «Точки перетину двох кіл»

Кількість спільних точок шукає попередня задача.

Координати точки дотику кіл знайти дуже просто. Центри кіл О1(х1, у1) і О2(х2, у2) задають пряму на якій лежить і точка дотику Р (х3, у3). Будемо вважати, що т. О1 є центром кола з більшим радіусом. Тоді вектор 
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 співнапрямлений  з вектором 
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. Довжини обох векторів також відомі, тому шукані координати дорівнюють: 
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. Перевірте, якщо 
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 то у випадку вкладення кіл отримана формула потребує корекції.

Для пошуку координат двох точок перетину кіл використаємо механізм, вже описаний в задачі про дотичну до кола. Розглянемо трикутник О1О2Р (мал. 8). В трикутнику відомі всі три довжини сторін (r1>r2 і l). Проведемо в трикутнику висоту PH. В отриманому прямокутному трикутнику О1HР невідомі довжини катетів. Знайдемо О1H, записавши теорему косинусів для трикутника О1О2Р: 
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. Звідси, 
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,  точку H за відомою т. О1 і вектором 
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, вектор n=(у2-у1, х1-х2), перпендикулярний О1О2, вектор 
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, а також точку Р за відомою точкою H і вектором 
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Мал. 8

Зауважимо, що при розв’язувані задачі ми використовуємо «покрокові» алгоритми. А саме, аналізуючи малюнок, виділяємо ланцюжок об’єктів (вектори точки та ін.). Фактично ми послідовно встановлюємо параметри об’єктів виділених нами на малюнку. Ланцюжок обчислень повинен привести нас до відповіді, при цьому кожен крок дуже простий і повністю очевидний. Не виключено, що задача має і більш коротший аналітичний розв’язок (наприклад, розв’язування системи рівнянь). Але «покроковий» метод в силу своєї наочності, дозволяє контролювати кожний крок розв’язку, а саме ця властивість може відіграти важливу роль при перевірці алгоритму і налагодженні програми.

Задача 51 «Перевірка належності точки внутрішній області багатокутника»

Нехай М – деяка точка площини. Потрібно визначити її місцезнаходження відносно замкнутої ламаної. Розглянемо спочатку випадок опуклого багатокутника. Нехай  задані  координати  вершин багатокутника Р0,Р1,…,Рn-1 перераховані в порядку його обходу проти годинникової стрілки. При такому обході багатокутник лежить зліва від границі. Отже, якщо точка М лежить всередині багатокутника, то орієнтований кут  між векторами 
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 від’ємний. Тому нам достатньо обчислити величини косих добутків 
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, i=0,1,…,n-1; значення i+1 береться по модулю n. Якщо всі отримані при цьому значення менші нуля, то точка М внутрішня. Якщо ж одне з них рівне нулю, а всі інші менші нуля, тоді М належить границі багатокутника (переконайтесь, що просто рівність нулю одного із значень недостатньо). В протилежному випадку точка М лежить поза межами багатокутника.

Розглянемо тепер довільний багатокутник. Проведемо горизонтальний промінь з точки М, наприклад, вліво. Так, як багатокутник обмежений, то завжди легко взяти на промені точку Р(х,у), яка не належить йому. Далі підрахуємо кількість перетинів відрізка РМ з границею багатокутника. Якщо ця кількість рівна нулю, або парна, то точка М лежить за межами багатокутника, в протилежному випадку – всередині нього.

Кількість перетинів відрізка РМ з границею ми підрахуємо, розглянувши по черзі перетин відрізка РМ з кожною ланкою ламаної. При цьому можливі такі випадки.

1) Одна з ланок ламаної повністю лежить на відрізку РМ.

2) Ланка ламаної дотикається до відрізка РМ.

3) М лежить на одній із ланок ламаної.

В остатньому випадку М належить границі багатокутника, і підрахунку загального числа перетинів не потребує. Для двох перших випадків зробимо наступне: в першому випадку на перетин не будемо звертати увагу. В другому – додатково перевіримо «нижнім» чи «верхнім» кінцем ланки ламаної дотикається до відрізка РМ. Якщо точка дотику є «нижнім» кінцем ланки, то перетин ігнорується, а якщо «верхнім» - то зараховується. Враховуючи це, отримаємо, що дотик відрізка РМ до границі багатокутника в одних точках ігнорується, а в інших точках рахується двічі. Це не змінить парності числа перетинів, а тільки вона важлива при пошуку відповіді в даній задачі. Якщо ж відрізок дійсно перетинає ламану в її вершині, то, за нашою домовленістю, число перетинів якраз збільшиться на одиницю (перетин з верхнім ребром  зарахований не буде, а з нижнім – буде). Наприклад, на мал.12 кількість перетинів дорівнює чотирьом (дотик зараховано два рази), а для нижньої точки – трьом (дотик неврахований, а перетин у вершині ламаної врахований лише один раз).


Мал. 9

Задача 52 «Коло описане навколо трикутника»

Нехай трикутник заданий координатами своїх вершин. Для розв’язання задачі нам достатньо знайти координати центру кола, тоді його радіус R виразимо через координати центру і координати будь-якої з його вершин. Зауважимо, що задача знаходження радіусу такого кола є простою для трикутника Р1Р2Р3 і спирається на співставлення двох формул для площі трикутника: 
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, нагадаємо, що перший спосіб випливає з геометричного змісту косого добутку.

З курсу геометрії відомо, що центр описаного кола лежить на перетині серединних перпендикулярів проведених до сторін трикутника. Координати середини сторони трикутника є середнім арифметичним координат відповідних векторів. Тоді задача знаходження рівняння серединного перпендикуляра співпадає з задачею 18 і за формулою ми маємо: 
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) – координати точки 
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. Для знаходження центру шуканого кола достатньо записати ще один серединний перпендикуляр (наприклад, до відрізка Р1Р3) і знайти точку перетину цих двох прямих.

Задача 53 «Коло описане навколо правильного багатокутника»
Для правильного багатокутника розв’язування нічим не відрізняється від попередньої задачі про трикутник. Достатньо записати рівняння двох будь-яких не співпадаючих серединних перпендикулярів, що не співпадають. Бо саме перетин всіх серединних перпендикулярів до сторін багатокутника в одній точці дозволяє описати коло навколо правильного n-кутника. Але є кращий спосіб.  У випадку, якщо N – парне, центр правильного N-кутника – це середина проведеної діагоналі, наприклад з першої вершини в 
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, тобто координати центра кола є середнім арифметичним координат зазначених вершин. Якщо N – непарне, то центр лежить на прямій, яка з’єднує одну із вершин з серединою найбільш віддаленої сторони, на відстані 
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 від вершини, де а – довжина сторони правильного n-кутника.

Задача 54 «Центр одиничних мас правильного багатокутника»
Зауважимо, що в правильному багатокутнику центр описаного кола співпадає з центром одиничних мас, розміщених в його вершинах. Тому його розташування легко можна обчислити як у попередній задачі.

Задача 55 «Коло вписане в трикутник»

Як і в задачі 52, радіус r такого кола для трикутника легко знайти із співвідношення формул обчислення площі трикутника: 
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Центр вписаного в трикутник кола лежить на перетині бісектрис його кутів. Для знаходження його координат достатньо записати рівняння будь-яких двох бісектрис (див. задача 20) і знайти точку їх перетину.

Задача 56 «Коло вписане в правильний багатокутник»
Центр кола, вписаного в правильний багатокутник, співпадає з центром описаного кола (див задача 53), а його радіус рівний відстані від центру до будь-якої із сторін. Як і з описаним колом, шуканий радіус можна обчислити відразу, не шукаючи центру, за формулою: 
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Задача 57 «Коло, що «охоплює» N точок площини»
Ця задача полягає у відшуканні координат центру кола мінімально можливого радіусу, всередині якого знаходяться всі задані точки. Інколи дану задачу називають мінімаксимальною задачею «про культурний центр». В цій задачі потрібно за координатами будівель міста підібрати місце для будівництва культурного центру так, щоб відстань до максимально віддаленого від нього будинку була мінімальною. Для того щоб зрозуміти розв’язок даної задачі в загальному випадку, розглянемо спочатку «трикутний» варіант: N=3.

Навіть для трьох точок розв’язок залежить від їх взаємного розміщення. Нехай точки лежать на одній прямій або утворюють тупокутний трикутник. Тоді шукана точка лежить на середині відрізка, який з’єднує найбільш віддалені точки (на середині найбільшої сторони трикутника). Справді, відстань від цієї точки до будь-якої з перших двох зменшити неможливо, а третя точка знаходиться на меншій відстані від знайденої точки, тому вона лежить всередині кола, діаметр, якого утворює дві інші точки. А для гострокутного трикутника розв’язком буде центр описаного кола (зміщення шуканої точки в будь-якому напрямку призведе до збільшення відстані хоча б до однієї з точок). Спосіб його знаходження був показаний в задачі 3.1. Прямокутний трикутник є «граничним» для цих двох випадків, тобто для нього шукану точку можна шукати будь-яким із описаних способів (але перший спосіб є простішим).

Для довільного N також є два випадки. Якщо знайдеться такі дві точки, що коло, побудоване на відрізку, який з’єднує ці точки, як на діаметрі, містить в собі всі інші точки (тобто для них виконується нерівність 
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 – центр кола), то це коло – шукане (фактично це є випадок «тупокутного трикутника»). Якщо ж такої пари точок не знайдеться, то шукане коло буде проходити хоча б через три точки. Тому тепер потрібно перебрати всі трійки точок до тих пір, поки не знайдеться така трійка, що проходячи через них, коло охопить всередині себе всі інші точки (випадок «гострокутного трикутника»).

Задача 58 «Найбільше «порожнє» коло з центром всередині багатокутника, який містить N точок площин».
Фактично нам потрібно знайти коло з максимальним радіусом, яке не має всередині точок з початкової множини, центр якого лежить всередині або на границі заданої ламаної.

Тут можливі три випадки розміщення центру шуканого кола. Спочатку припустимо, що він лежить всередині ламаної. Тоді коло проходить обов’язково через три точки заданої множини, інакше, знайдеться «порожнє» коло і більшого радіусу. Тому переберемо всі не колінеарні трійки точок і для кожної трійки розглянемо коло, яке через них проходить. З цих кіл виберемо ті, центр яких лежить всередині ламаної і не містить в собі інших точок. Знайдемо серед них коло з найбільшим радіусом (позначимо його r1). У другому випадку центр шуканого кола лежить на ламаній, але не співпадає з її вершинами. Шукане коло тут визначається вже парою точок. Центри таких кіл лежать на перетині ламаної із серединним перпендикуляром до відрізка, який з’єднує дві точки (мал. 10). Позначимо максимальний радіус «порожніх» кіл даного виду r2. Тепер, якщо центр шуканого кола співпадає з однією із вершин ламаної, то його радіус буде визначатись відстанню найближчої до вершини точки (максимальний з даних радіусів позначимо r3). Відповіддю до нашої задачі буде радіус одного з трьох знайдених кіл, який є max(r1,r2,r3). Пошук розв’язку можна здійснити за O(NlogN) операцій.
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Мал. 10

Наш алгоритм має допустиму обчислювальну складність, але при його реалізації доводиться використовувати відразу декілька елементарних задач, розглянутих вище. Як правило, для школярів повне розв’язання є дуже складним. Тому цього покажемо наближений метод розв’язку даної задачі, трохи спростивши її. Припустимо, що ламана являє собою прямокутник, лівий нижній кут якого розташований в початку координат, координати правого верхнього (xr,yr) відповідають довжині і ширині прямокутника. Це спрощення не зменшує загальності, оскільки навколо кожного багатокутника можна описати прямокутник і розв’язати дану задачу для цього прямокутника. Центри кіл, які лежать за межами багатокутника, розглядати не потрібно.

Нехай ми хочемо знайти «порожнє» коло радіуса r. Тоді, щоб перевірити, чи ми зможемо це зробити, виконаємо наступну операцію: побудуємо кола радіуса r з центром в кожній з точок. Якщо ці кола покривають прямокутник повністю, то очевидно, що «порожнього» кола вказаного радіуса не існує. Будь-яка не покрита такими колами точка прямокутника може бути центром «порожнього» кола. Даний метод в геометрії називається методом «роздуття». 

Задача 59 «Найкоротша мережа доріг»
На відміну від подібної задачі побудови мінімального остова в теорії графів в даній задачі ми не обмежені відрізками прямих, які з’єднують задані точки. При необхідності ми можемо побудувати в довільних місцях площини нові точки перетину частин доріг (так, для чотирьох точок, розташованих у вершинах квадрата, система доріг, побудована з двох діагоналей цього квадрату, краща за любе основне дерево, але і вона не являється оптимальною, див. на мал. 11 розв’язання для прямокутника.
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Мал. 11

Розглянемо розв’язання задачі для N=3 (населені пункти лежать у вершинах трикутника АВС).

Неважко зрозуміти, що в цьому випадку задача зводиться до пошуку точки, сума відстаней від якої до всіх вершин трикутника мінімальна, і така точка повинна лежати всередині або на стороні трикутника АВС. Припустимо, що кожний з кутів трикутника АВС не більший за 120о. Нехай D – довільна точка. Розглянемо трикутник 
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, отриманий поворотом трикутника 
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 – і, отже, нам потрібно знайти таку т. 
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 мінімальна. Якщо в якості т. 
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 ми виберемо т. 
[image: image241.wmf]S

, див. на мал. 15 (
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, і зрозуміло, не більша довжини любої другої ламаної 
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 і є шукана точка. Вона називається «точкою Штейнера». Відмітимо, що 
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 переходить в промінь 
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 при повороті на 60о. Зрозуміло, що дві інші сторони трикутника повинно бути видно з точки 
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 під кутом 120о.

Мал. 12

З  проведеного  аналізу  слідує і  спосіб  побудови   точки  Штейнера (мал. 13). Спочатку шукаємо точки 
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 як вершини рівносторонніх трикутників 
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, побудованих за межами трикутника 
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. Пошук їх координат здійснюється за допомогою вектора нормалі відкладеного до середини відповідної сторони трикутника (шукана точка знаходиться на відстані 
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 від середини сторони початкового трикутника, де а – довжина відповідної сторони). Залишається визначити т. S перетину відрізків 
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Мал. 13

Для трикутників, у яких один з кутів більше 120о (в тому числі виродженого у відрізок), запропонована нами побудова не підходить. Дійсно, в такому трикутнику не має точки з якої всі три сторони було б видно під кутом 120о. В даному випадку розв’язком задачі буде система з двох найменших сторін трикутника. На мал. 14 показано розв’язок нашої задачі для чотирьох точок, розміщених у вершинах прямокутника. Для довільних N точок задача про найкоротшу мережу доріг не розв’язана. Тому пошук мінімальної транспортної мережі здійснюється з використанням комп’ютера. Але всі відомі на сьогодні алгоритми дозволяють побудувати розв’язок лише при невеликих значеннях N.

Задача 60 «Центр мас»
Центром мас такої системи матеріальних точок називається точка М, для якої 
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Простий випадок: точка перетину медіан в трикутнику є центром трьох рівних мас, розміщених у вершинах даного трикутника. Це випливає з теореми про медіани (мал. 14)
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Мал. 14

Повернемся до N точок. Нехай О – довільна точка площини. Використовуючи визначення точки М, отримаємо:
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В якості точки О можна взяти початок координат. Тоді знайдемо координати точки М:
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 – де (xi, yi) – координати Аі.

Задача 61 «Мережа»
Розмістимо в кожне місто масу k, і нехай М – центр мас отриманої системи рівних точкових мас. Якщо станцію встановити в точці Р, то вартість S всього кабелю обчислюється таким чином:
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Звичайно величина S мінімальна, коли 
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, тобто, коли станція знаходиться в центрі мас. Отже, координати шуканої точки шукаємо за формулою попередньої задачі: 
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. Крім того, можна уявити, що по якійсь причині коефіцієнт k залежить від місцевості і є різним для кожного міста. Наш розв’язок легко адаптувати до цього випадку: треба розмістити в кожне місто масу, яка рівна відповідному коефіцієнту. Але знову ж станцію потрібно ставити в центрі мас отриманої системи матеріальних точок.

Задача 62 «Визначення виду трикутник»

Якщо трикутник заданий координатами своїх вершин, то обчислювати довжини сторін і перевіряти існування трикутника не потрібно. В цьому випадку трикутник не існує тільки тоді, коли дані точки лежать на одній прямій. Це можна перевірити, обчисливши значення косого добутку 
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. Якщо він рівний нулю, то відповідні вектори колінеарні, тобто всі три точки лежать на одній прямій.

Як вияснити за координатами вершин трикутника, чи гострокутний він, чи прямокутний або чи тупокутний? Для цього достатньо знати, яким є найбільший його кут. Вид кута легко визначити за знаком скалярного добутку утворюючих його векторів: більше нуля для гострого кута, рівне нулю для прямого і менше нуля для тупого. Тому підрахуємо всі три скалярних добутки, перемножимо їх і за знаком добутку визначимо вид трикутника. Зверніть увагу, що значення самих кутів обчислювати не потрібно.

Задача 63 «Перевірка опуклості багатокутника»

Опуклість багатокутника з вершинами Р1,Р2,…,Рn, перерахованих в порядку його обходу, легко перевірити, якщо визначити знаки косих добутків 
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, i=1,..,n (тут Pn+1 є Р1, а Pn+2  –  Р2). В опуклого багатокутника знаки всіх добутків або не додатні, або не від’ємні (тобто знаки ненульових добутків співпадають). Якщо ми знаємо напрямок обходу, то знак косих добутків для опуклого багатокутника визначений: при обході за годинниковою стрілкою всі косі добутки не додатні, а проти годинникової стрілки не від’ємні.

Задача 64 «Ліві повороти»

Ланки ламаної можна представити у вигляді векторів. 

Це є задача: з якого боку вектора лежить точка?

визначення знаку псевдоскалярного (косого) добутку 
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Якщо 
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 то це лівий поворот, Якщо 
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Задача 65 «Штраф за праві повороти»

Дивись попередню задачу про ліві повороти.

Задача 66  «Тигр у загоні» 
Розвязком є задача 51 «Перевірка належності точки внутрішній області багатокутника»

Задача 67 «Площа багатокутника»
Нехай вершини Р1,Р2,…,Рn простого багатокутника перераховані за порядком обходу його границі. Нагадаємо, що для обчислення його орієнтованої площі потрібно додати орієнтовані площі трикутників ОР1Р2, ОР2Р3,…, ОРnР1, де О – довільна точка площини. Модуль отриманої величини і є шукана площа:
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· де вважається Рn+1=Р1. В якості точки О в деяких задачах буває доцільно вибрати одну з вершин багатокутника. Якщо ж за точку О взяти початок координат, то формула набуде іншого вигляду, також зручного для програмування:
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· де (хі, уі) – координати точки Рі.

Дана формула застосовується, як для опуклого і не опуклого багатокутників.

Задача 68 «Елементи багатокутника»

Знаходження площі дивіться попередню задачу. Периметр це сума довжин сторін 
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, а кути дивіться задачу 15.

Задача 69 «Побудова опуклої оболонки для множини з N точок площини»

Опуклою оболонкою деякої заданої множини точок називається перетин всіх опуклих множин, що містять задану множину. Для скінченої множини точок опуклою оболонкою буде завжди опуклий багатокутник, всі вершини якого є точками заданої множини.

Задача полягає в тому, щоб для заданої скінченої множини точок знайти вершини опуклої оболонки цієї множини. Будемо перераховувати вершини в порядку перегляду проти годинникової стрілки. Для ефективного розв’язування цієї задачі існує декілька різних алгоритмів. Наведемо найбільш просту реалізацію одного з них – алгоритму Джарвіса. Цей алгоритм інколи називають «загортання подарунка» (див. мал. 15).
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Мал. 15

Перерахунок точок шуканої межі опуклого багатокутника почнемо з правої нижньої точки Р1, яка належить межі опуклої оболонки. Позначимо її координати (х1, у1). Наступною при заданому обході  буде точка Р2(х2, у2). Вона має таку властивість, яку мають всі інші точки , що лежать зліва від вектора 
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 невід’ємний для будь-якої іншої точки М нашої множини. Для претендента на роль точки Р2  перевіримо виконання умови [
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] ? 0 зі всіма точками М. Якщо точок, що задовольняють цю умову, декілька, то вершиною шуканого багатокутника буде та з них, для якої довжина вектора   
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=(х2-х1, у2-у1) максимальна.

Аналогічно будемо шукати інші вершини. Припустимо, що вже знайдена і-та вершина Рі(хі, уі) опуклої оболонки. Для наступної точки Рі+1(хі+1, уі+1) косі добутки [
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] невід’ємні для всіх точок М. Якщо таких точок декілька, то вибираємо ту, для якої вектор 
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 має найбільшу довжину. Пошук такої точки можна здійснювати так: спочатку ми можемо вважати наступною, (і+1)-шою, будь-яку точку. Потім знаходимо значення [
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], де М- всі інші точки. Якщо для однієї з них даний вираз буде менше нуля, то вважатимемо її наступною і продовжимо перевірку інших точок (аналогічно алгоритму пошуку мінімального елемента в масиві). Якщо  значення виразу дорівнює нулю, то порівнюємо квадрати довжин векторів. В результаті за О(N) операцію ми знайдемо наступну вершину опуклої оболонки. Продовжуючи процес далі, ми повернемося до точки Р1. А це означає, що опукла оболонка побудована.

При розв’язуванні даної задачі у випадку цілочисельних координат ми повністю можемо уникнути використання дійсної арифметики, а тому, уникнути від втрати точності обчислень. В противному випадку в розв’язках можуть бути отримані «лишні» точки, близькі до межі опуклої оболонки , або не враховані деякі з «потрібних» точок. Складність даного алгоритму О(kN), де k – кількість точок опуклої оболонки, в гіршому випадку дорівнює N. 
Існує інший алгоритм розв’язання цієї задачі (алгоритм Грехема) з обчислювальною складністю О(NlogN), оснований на попередньому сортуванні точок даної множини за значенням кута в полярній системі координат з центром в одній із точок опуклої оболонки. Тобто найбільш складним буде сортування заданих точок. Сортування точок можна виконувати за знаком косого добутку [
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], де Р1 – будь-яка вершина опуклої оболонки (наприклад, права нижня точка). У відсортованому масиві точок всі дані добутки повинні бути невід’ємними. Точки з рівними кутами ([
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]=0) розміщуються в порядку збільшення довжин відповідних векторів 
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Вершини опуклої оболонки множини точок {Pi}: P1, P4, P5, P6, P9, P12. Номери всіх точок відповідають сортуванню за полярним кутом.

Далі перегляд Грехема використовує стек, в якому зберігаються точки, що є претендентами в опуклу оболонку. Спочатку в стек заносять першу  з відсортованих точок. Потім – сусідню з нею вершину опуклої оболонки. Якщо на першому із променів точок декілька, то ця точка променя Pi, найбільш віддалена від P1. Третя – точка  Pі+1. Нехай на вершині стека знаходиться точка Pk. Розглянемо наступну  в порядку збільшення  полярного кута точку заданої множини Pi. Поки частина ламаної Pk-1, Pk, Pi не є опуклим (див. задачу 4.2.), із стеку вилучається наступна точка Pk. Потім Pi заноситься до стеку. В момент закінчення перегляду всіх точок в стеці будуть знаходитись всі вершини опуклої оболонки. Так як будь-яка точка заноситься в стек  не більше одного разу, тому час перегляду складає О(N).

Задача 70  «Заєць» 
У даній задачі необхідно не тільки знайти опуклу оболонку множини точок, але й обчислити площу опуклого багатокутника із заданим набором вершин.
Знаходження опуклої оболонки дивіться задача 69, а визначення її площі задача 67.

Задача 71  «Перпендикуляр»

Нехай a,b і c - довжини відрізків XY, YZ і ZX відповідно. Якщо перпендикуляр P попадає на відрізок XY, то кути XYZ і YXZ по величині не перевищують 900 градусів (дані обидва кути не тупі).

За теоремою косинусів

B2 = A2 + C2 - 2*A*C*cos YXZ

і

C2 = A2 + B2 - 2*A*B*cos XYZ

Якщо кути XYZ і YXZ не тупі, то cos YXZ і cos XYZ лежать у межах від 0 до 1, і доданки -2*B*C*cos YXZ і -2*A*B*cos XYZ у наведених вище формулах недодатні, тобто у випадку, коли перпендикуляр попадає на відрізок XY, повинні виконуватися одночасно дві нерівності

B2 <= A2 + C2

і

C2 <= A2 + B2,

Якщо хоча б одна нерівність порушується, то перпендикуляр попадає на продовження відрізка . Примітка :

Квадрат довжини відрізка, наприклад, XY, можна знайти по формулі

A = (x1-y1)/2 + (x2-y2)/2

Задача 72  «Напрямок обходу опуклого багатокутника»

Знайдемо яку-небудь внутрішню точку A(x,y) опуклого багатокутника, наприклад, центр мас трьох послідовних точок на контурі: A(x,y)=((x1+x2+x3)/3;(y1+y2+y3)/3).

На контурі виберемо довільно дві послідовні вершини L1 і L2 і обчислимо кути, які утворять відрізки (A,L1) і (A,L2) з віссю OX. Якщо перший кут менше другого, то обхід проти годинникової стрілки, інакше – за годинниковою стрілкою. Для обчислення кутів можна використати функцію arctan(x) в Pascal.

Задача 73 «Напрямок обходу багатокутника»

Дана задача очевидним чином зводиться до попередньої задачі.

Якщо в умові задачі багатокутник не опуклий, то можна запропонувати наступний спосіб рішення: знаходимо точку з максимальною абсцисою, і, йдучи вздовж контуру, дивимося: якщо перше невертикальне ребро відхиляється проти годинникової стрілки, то це обхід проти годинникової стрілки, інакше - за.

Задача 74  «Відрізки та пряма»

Припустимо, ми знайшли таку пряму. Будемо рухати її в напрямку, перпендикулярному цій прямій (паралельним переносом) доти, поки вона не перетне який-небудь із кінців відрізка. За рахунок повороту прямої навколо цієї точки ми можемо домогтися того, що пряма буде проходити через 2 кінця відрізків і не перестане бути рішенням задачі.

Отже, ми повинні розглянути прямі, що проходять через всі можливі комбінації пар кінців відрізків. Всього треба перевірити (2*N-1)+(2*N-2)+...+1=N*(2*N-1) ліній і для кожної з них знайти число перетинів з відрізками. Та пряма, у якої це число максимальне, і є шукана.

При розв’язані виникає підзадача.

Визначити,  чи перетинається пряма ax+b=y і відрізок з кінцями (x1,y1), (x2,y2). Дана задача розв’язана вище.

Задача 75  «Опуклий багатокутник»

Припустимо, що ми побудували шуканий опуклий багатокутник. Якщо якась точка (з даного в умові набору S, що складає з k точок) лежить на стороні багатокутника, то ми вважаємо її новою вершиною цього багатокутника. Ми можемо вважати, що всі вершини даного багатокутника є точками набору S (якщо це не так, і між двома точками a і b набору S лежить одна, або деклька "сторонніх" вершин, то ми можемо їх відкинути й вважати, що a і b - дві послідовні вершини контуру. Багатокутник при цьому в нас залишається опуклим (відрізок [a,b] ділить фігуру на два опуклих багатокутники), а так як на контурі між a і b не лежало жодної точки з S, то багатокутник все ще задовольняє вимогам задачі).

Отже, розв’язком задачі ми отримали опуклу оболонку множини S (про побудову її див. задачу 69).

Якщо побудована опукла оболонка така, що кожна точка S є її вершиною (або лежить на стороні), то задача розв’язана, інакше розв’язку  не існує.

Задача 76  «Побудова багатокутника»

Будуємо опуклу оболонку з даної множини точок (див. задачу 69).

Якщо всі точки множини A лежать на контурі, то задача вирішена. Якщо ж ні, то шукаємо точку l з мінімальною відстанню до контуру - і нехай це мінімальна відстань до сторони фігури (u,v) (якщо таких точок декілька, то беремо кожну з них), підставляємо в контур точку l (замість контуру

... u,v ...

буде

... u,l,v, ...).

Для точок, що залишилися, повторюємо описану вище процедуру, поки остання не буде вставлена в контур.

Відстань від точки до сторони - це або довжина перпендикуляра, опущеного з точки на сторону (якщо проекція точки попадає на відрізок, див. задачу про перпендикуляр), або, у противному випадку, мінімальне з відстаней від точки до кінців сторін.

Відстань від точки z(u,v) до її проекції на пряму Ax+By+C=0 є
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Задача 77  «Осі симетрії»

У фігури в клітинку (уявіть собі, що в зошиті Ви замалювали на аркуші якусь кількість клітинок) можуть бути наступні осі симетрії - горизонтальна, вертикальна і під кутом 45 і -45 градусів (тобто 4 осі симетрії - як у квадрата). При будь-яких інших осях клітки аркуша при відображенні не перейдуть у клітки. Осі можуть проходити як через центр якоїсь клітки, так і по стороні. Наприклад, фігури

***

*** і ***

мають по 2 осі симетрії - горизонтальна й вертикальну, а фігура * - всі 4 осі симетрії.

Вводимо систему координат таким чином, що кожна зарисована клітка представляється точкою з цылочисельними координатами. 

Знаходимо ймовірний центр симетрії фігури(координати

((Xmax + Xmin)/2, (Ymax+Ymin)/2), де Xmax, Ymax, Xmin і Ymin відповідно максимальні й мінімальні іксові  й ігрекові координати точок у заданій нами системі координат:

Xmax = max{Xi} ; Ymax = max{Yi},

Xmin = min{Xi} ; Ymin = min{Yi} ).

Якщо у фігури є вісь симетрії, то вона проходить через цей ймовірний центр симетрії фігури

Розглядаємо 4 можливі осі симетрії, що проходять через цей центр. Визначаємо, чи є фігура симетричні щодо кожної з осей. (Для зручності цей центр можна вважати початком системи координат. При симетрії щодо горизонтальної (вертикальної) осі кожній клітці фігури (x,y) повинна відповідати клітка з такою ж іксовою й (ігрековою) координатою, але зі зворотною за знаком іншою координатою, тобто (x,-y) (відповідно, для вертикальної осі (-x,y)). При симетрії щодо осі з нахилом 45 (-45) градусів кожній клітці (x,y) фігури повинна відповідати клітинка з координатою (y,x) (відповідно (-y,-x)).

Задача 78  «Прямокутник»

Відрізки, що з'єднують точки розбиття R1 і R2, паралельні стороні AD. Будемо брати відрізки, що з'єднують послідовні точки розбивки R3 і R4 і шукати між цими двома послідовними відрізками чотирикутник з найбільшою площею. Чотирикутник розбиття Q з максимальною площею є чотирикутник з максимальною площею по всіх таких розбиттях прямокутників відрізками.

Нехай послідовні точок розбивки з однаковими номерами

на сторонах BC і AD є, відповідно f1,f2 і g1,g2.

Якщо f2-f1=g2-g1, то аналізовані чотирикутники є паралелепіпеди, і паралелепіпед з максимальною площею визначається максимальною довжиною відрізка в розбитті R1 (або, так само R2).

Якщо, для визначеності f2-f1 > g2-g1 (випадок зворотної нерівності розглядається аналогічно), то, позначаючи f2-f1=h1, g2-g1=h2, l=CD, h' і h" - відповідно висоти лівої й правої сторін чотирикутника, L2 - ширину його підстановки, z - точка перетину продовження верхньої й нижньої сторін чотирикутника, L1, L3 і x - відповідно відстані від лівої стінки прямокутника ABCD до чотирикутника, від правої стінки прямокутника ABCD до чотирикутника, від точки x до прямокутника ABCD, площа чотирикутника - s; одержуємо наступну схему і рівності:

Для кожної пари відрізків, обумовлених точками розбиття R3 і R4, знаходимо максимальну площу чотирикутника між цими двома відрізками.

Задача 79  «Мінімальна сума відстаней до точок»

Нехай координати точок x1, ..., xN не спадають (якщо це не так, то просто відсортуємо попередньо послідовність). 

Припустимо, що ми знайшли точку z, і вона лежить на інтервалі (x[i],x[i+1]). Праворуч від її i точок, ліворуч - N-i. Сума відстаней Smin буде такою:

Smin=(z-x[1])+ ... +(z-x[i])+(x[i+1]-z)+ ... +(x[N]-z).

Припустимо, що i>N-i і ми в межах інтервалу зміщуємо точку z вліво на якусь малу величину d (d<z-x[i]). Отримуємо нову суму S

S=(z-d-x[1])+ ... +(z-d-x[i])+(x[i+1]-(z-d))+ ... +(x[N]-(z-d))=Smin-d*i+d*(N-i).

А тому що, за припущенням i>N-i, то S<Smin !?

Ситуація, коли N-i>i, досліджується аналогічно - ми робимо зміщення на величину d<x[N+1] - z вправо, не виходячи при цьому за межі інтервалу, і знову ж одержуємо, що нова сума S<Smin. Випадок, коли z збігається з однієї із точок x[i] досліджується так само, як і вище, використовуючи малі зміщення.

Отже, для того, щоб точка z була шуканої, необхідно досить, щоб праворуч і ліворуч від неї лежало однакове число точок. Якщо N=2k, то точка z може будя-якою з точок відрізка [x[k],x[k+1]], якщо ж N=2k+1, то точка z=x[k+1].

Задача 80  «Мінімальна сума відстаней до точок на площині»
А) Єдиний спосіб знайти таку точку - це обчислити всі суми відстаней, а потім взяти серед них мінімальну. Відстань між точками x(x1,x2) і y(y1,y2) обчислюємо за  формулою 
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В) Z є центр мас системи з N точок

Zx=(x1+ ... +x)/N

Zy=(y1+ ... +y)/N

Задача 81  «Найбільша мінімальна відстань»
Переформулюємо задачу: На площині своїми координатами задаються N точок Pi(xi,yi). Побудувати коло мінімального радіуса із центром на осі абсцис так, щоб воно містило всередині себе й на своїй границі всі ці точки.

Скрізь надалі будемо позначати через C(P,Z) коло із центром у точці (P,O) і проходячу через точку Z=(Zx,Zy).

Очевидно, що на шуканому колі лежить щонайменше одна точка. Дійсно, у противному випадку ми можемо, не міняючи центра кола, зменшити його радіус, а це суперечить припущенню про те, що нами була побудоване коло мінімального радіуса.

Легко довести просте твердження: Якщо на шуканому колі лежить єдина точка, то центр кола є проекція цієї точки на вісь абсцис.

Наслідок. Якщо на шуканому колі лежить тільки одна точка, то це точка з максимальною по модулі ординатою. 

Відзначимо далі, що коло з центром на осі абсцис єдиним способом визначається двома лежачими на ньому точками (центр цієї кола - це точка перетину осі абсцис і серединного перпендикуляра до відрізка, що з'єднує ці дві точки).

У такий спосіб ми одержуємо наступний

Алгоритм:

Крок 1.Шукаємо точку (xi,yi) з максимальноб по модулі ординатою yi (якщо таких точок декілька, і в них різні абсциси, то перейти на Крок 2), і для кола C(xi,(xi,yi)) перевіряємо,  чи містить воно всі N точок. Якщо так, то задача розв’язана, якщо ні, то

Крок 2. Серед кіл, обумовлених усілякими парами точок (Pi, Pj), знаходимо ті, які містять всі точки, а потім вибираємо з них коло мінімального радіуса.
Задача 82  «Квадрат»

Це задача повного перебору. Зверніть увагу, що сторони квадрата можуть і не бути паралельні осям координат! Кожну з N точок ми послідовно розглядаємо в якості верхнього лівого кута квадрата, кожну із тих що залишилися N-1 - як нижню праву вершини й дивимося, чи є для них у цій множині з N точок, ті що відповідають верхньому правому й нижньому лівому куту. Якщо так, то підраховуємо, скільки точок лежать у даному квадраті.

Нехай координата лівого верхнього кута (x1,y1), нижнього правого (x2,y2), тоді координата перетинання діагоналей чотирикутника ((x1+x2)/2,(y1+y2)/2); координата верхнього правого кута 

((x1+x2)/2+[y1-(y1+y2)/2],(y1+y2)/2+[x1-(x1+x2)/2])= =((x1+x2+y1-y2)/2, (x1-x2+y1+y2)/2),

нижнього лівого - ((x1+x2-y1+y2)/2,(-x1+x2+y1+y2)/2)

(Побудуйте креслення й перевірте !).

Для (x1,y2) і (x2,y2) повинні виконуватися наступні нерівності: x1<=x2, y1>=y2 (інакше це будуть вже не ліві верхні й правий нижній кути квадрата).

Задача 83  «Прямокутники і точка»

На першому етапі на основі координат вершин прямокутників формуємо 4 масиви: масив Х-ових координат вершин прямокутника й пов'язаний з ним масив номерів прямокутників, вершина якого відповідає даної Х-ової координати; аналогічно формуються масиви для У-ових координат. При цьому координаті вершини ставиться у відповідність номер зі знаком "+", якщо вершина ліва нижня, і знак "-", якщо права верхня.

На другому етапі масиви координат сортуються в порядку неспадання (при цьому відповідність між координатами й вершинами зберігається), причому для однакових координат спочатку повинні розташовуватися номера лівих нижніх вершин (тобто зі знаком "+"), а потім номера правих верхніх. Це легко робиться, якщо розглядати номери як другі значення для сортування.

На наступних етапах проводиться перегляд необхідних точок (будуть розглянуті всі точки, що лежать на перетинах горизонтальних і вертикальних прямих, що проходять через вершини прямокутників) у такий спосіб. Формується масив активних прямокутників по У-ових координатах. Для цього, починаючи з мінімальної У-ової координати, доходимо до найближчої координати, у якої номер вершини має знак "-" або її координата відмінна від попередньої координати. При цьому номера всіх пройдених вершин активізуємо. Для цього в масиві АКТИВНА на відповідне місце ставимо 1 або 0 (спочатку всі елементи масиву рівні 0). 1 ставиться при проходженні вершини зі знаком "+", 0- зі знаком "-".

Після пошуку потрібної У-ової координати переглядаємо всі Х-ові координати за таким ж принципом, як при знаходженні максимального перетинання відрізків (тобто якщо зустрічаємо вершину зі знаком "+", та поточна кількість перетинань збільшуємо на 1, а якщо зустрічаємо вершину зі знаком "-", те зменшуємо на 1). При цьому

враховується, чи активна зустрінута вершина. Таким чином, зміна поточної кількості перетинань виконується тільки для активних вершин. Після обчислення максимального значення перетинання для поточної У-ової координати переходимо до чергового У-ової координаті. Описані дії виконуються, поки всі У-ові координати не будуть переглянуті.

Задача 84  «Квадратний торт»

Зрозуміло, що якщо є свічка з нульовими координатами або дві свічки лежать на прямій, що проходить через початок координат, по різні сторони від початку координат, то рішення не існує. Нехай таких свічок немає.

Проведемо лінію через центр і першу свічу (нехай це точка А). Якщо всі свічки виявилися по одну сторону лінії, то рішення побудоване. Припустимо, що існують свічки по різні сторони прямої. Визначимо напрямок прямої від центра до свічки, і нехай М - множина точок, що лежать праворуч від прямої. Визначимо серед них точку В, для якої кут АОВ максимальний і лежить у межах від 0 до 180 градусів. Це можна визначити через косинус кута АОВ ( більшому куту відповідає менший косинус). Провівши другу лінію ОВ, перевіряємо, чи лежать всі свічки по одну сторону від неї. Якщо так, то рішення знайдене. Якщо ні, то рішення немає.

Задача 85  «Квадрати»

Довжина сторони першого квадрата - 1, другого - 1, третього 2, четвертого - 3, і т.д. Видно, що довжини сторін є числа Фибоначчи, обумовлені наступної рекуррентним співвідношенням

u1=1, u2=1, u=uN-1+uN-2.

Будемо зберігати координати чотирикутника Ai - об'єднання квадратів з номерами від 1 до i.

Другий квадрат рисується праворуч від першого (A1),

третій - зверху від A2,

четвертий - ліворуч від A3, п'ятий - знизу від A4,

шостий - знову праворуч від A5 і т.д.

Як тільки точка P вперше попадає в Ai, ми роздруковуємо номер i.

Перевірка приналежності точки P чотирикутнику з паралельними осям сторонами:

Нехай лівий верхній кут (x1,y1), правий нижній (x2,y2). Точка P(Px,Py) належить чотирикутнику, якщо одночасно x1<=Px<=x2 і y2<=Py<=y1.

Задача 86  «Перетин двох опуклих багатокутників»

Проведемо через кожну вершину цих двох опуклих багатокутників паралельні осі Oy прямі. Ці прямі розбивають всю площину на сектори. Перетинання кожного сектора з опуклим багатокутником утворить трапецію. Тому всередині кожного сектора перетинанням двох опуклих багатокутників буде припинення двох чотирикутників. Збираємо всі ці перетинання в одну фігуру, вилучаэмо при цьому помилкові вершини, які виникають на границях між секторами.

Об'єднання робиться аналогічно.

Задача 87  «Відстань від точки до багатокутника»

Якщо проекція точки Z попадає на сторону багатокутника, а не на її продовження, то мінімальна відстань від точки Z до сторони є довжина проведеного перпендикуляра. Якщо ж проекція точки Z попадає на продовження сторони, то мінімальна відстань є мінімум з відстаней від Z до кінців цієї сторони.

Мінімальна відстань від точки Z до контуру є мінімум з відстаней від точки Z до кожної зі сторін.

Задача 88  «Найменший багатокутник»

Перевіряємо, чи лежить точка z на якому-небудь відрізку. Якщо ні, то проводимо відрізок, кінці якого точка z і, наприклад, вершина 1. Знаходимо найближчу до z точку перетинання цього відрізка й сторін багатокутників, на які розбивається площина. Нехай ця точка належить стороні ab. Для цієї сторони спочатку визначаємо напрямок обходу; потім шукаємо наступну, суміжну до біжучої, сторону bc контуру, що утворить мінімальний по величині кут з відрізком ba (кут відкладається від відрізка ab за годиниковою або проти годиникової стрілки залежно від того, за або проти годиникової стрілки обхід, порівняння кутів). Знаходимо замкнутий контур і визначаємо, чи перебуває точка z всередині нього або зовні. Якщо зовні, то видаляємо з фігури всі ребра цього контуру й повторюємо процес.

Приклад:

[image: image292.png]



Задача 89  «Подібність багатокутників»

Подібні багатокутники можуть бути дзеркально симетричні! Фігура на площині повністю характеризується матрицею відстаней С(i,j), С(i,j)=відстані від вершини i до вершини j. Для кожної з введених фігур будуємо свою матрицю відстаней і перевіряємо, чи можемо ми одержати з однієї матриці другу перестановкою рядків і стовпців і множенням всіх елементів матриці на те саме число.

Задача 90  «Паралельні прямі»

Пряма ax+by+c=0, що проходить через точки P(x1,y1) і S(x2,y2), повинна задовольняти рівності

a*x1+b*y1+c=0 (1)

a*x2+b*y2+c=0 (2)

Віднімаючи з (1) рівняння (2), одержуємо

b/a=(x1-x2)/(y1-y2).

Якщо прямі паралельні, то їхні коефіцієнти при x і y пропорційні.

Для кожних двох точок множини A знаходимо відношення коефіцієнтів b/a проходячої через ці точки прямої L. Знаходимо число прямих множини B з тим же відношенням коефіцієнтів (це - прямі, паралельні L).

Задача 91  «Розбиття багатокутника»

Нехай у фігурі вже проведені L діагоналей, і вони розбивають n-кутник на k частин. Проведемо ще одну, L+1 діагональ. Підрахуємо, скільки раніше проведених діагоналей перетинає у внутрішніх точках ця діагональ. Позначимо кількість перетинань через S. Проведення діагоналі

1) збільшує кількість розбитыв n-кутника на 1;

2) кожне перетинання цієї діагоналі з раніше проведеною діагоналлю також збільшує кількість розбитыв на 1 (за умовою жодны 3 діагоналі не перетинаються в одній точці).

Отже, після проведення діагоналі L+1 кількість частин K+S+1 (передбачається, що L+1 діагональ не збігається з жодною раніше проведеною).

Як визначити, чи перетинається діагональ, що з'єднує вершини i і j, з діагоналлю, заданої вершинами k і l? Вершини i і j розбивають контур багатокутника на 2 частині: множина A - вершини, що лежать на контурі між вершинами i і j, і множина B - вершини контуру між j і i (множини A і B не включають i і j). Якщо K належить одній із цих множин, а L - іншій, то діагоналі перетинаються, інакше - ні.

Задача 92  «Погляд людини» 
Вважаємо, що початок координат - це південно-східний кут будинку, і осі спрямовані паралельно стінам.

Спочатку треба перевірити, чи не потрапив після переміщень людина всередину будинку (перевірка коректності вхідних даних). Якщо ні, то у випадку, якщо людина перебуває в зоні x>=0, 0<=y<=5, то він бачить тільки східну стіну будинку; якщо в зоні x>=0,y>=5, то північну й східну стіни будинку й т.д.

Задача 93  «Трикутники»

Перебираємо всі можливі комбінації із трьох точок, що не лежать на одній прямій. Знаходимо, використовуючи алгоритм належності точки відрізку, шуканий трикутник.

Задача 94  «Тетраїдр»

Розглядаємо нумерацію граней як елементи масивів. Сортуємо кожний з масивів за допомогою деякого алгоритму (наприклад, за допомогою "бульбашки"), підраховуючи кількість обмінів (нехай KN і KM). Якщо відсортовані масиви збігаються й (KN-KM) кратне 2, то тетраедри збігаються. (Обмін двох граней можна трактувати як відбиття тетраедра в дзеркалі).

Задача 95  «Пліт і людина»

Нехай точка z - центр координат (якщо це не так, зробимо паралельне перенесення). Для того, щоб ланку плоту бути повністю видно, необхідно, щоб із точки z, де знаходиться людина, були видні обидві вершини ланки, і ще будь-яка його внутрішня точка. Будемо вважати, що вершина l ланки видна, якщо інтервал (z,l) не перетинає жодних ланок плоту, або ж якщо обидві кінцеві вершини пересічної ланки k лежать на [z,l], тобто людина дивиться вздовж ланки k.

Відсортуємо по неспаданю кути, утворені віссю OX з відрізками, один кінець з яких z, а другий пробігає всі вершини ланок (кути відкладають від точки z у напрямку проти годинникової стрілки стрілки). Одержуємо послідовність кутів a1,a2, ,,, ,an. Додаємо в цю послідовність кут an+1=a1. Із точки z у напрямку між прямими, що йдуть під кутами Li і Li+1 може бути видний шматок тільки однієї єдиної ланки.

З точки z під кутами (ai+ai+1)/2, i=1, ... ,n, проводимо промені й для кожного променя дивимося, яка ланка k і промінь перетинаються першими (якщо перше перетинання відбувається у вершині, то воно не розглядається). Тому у випадку, якщо в ланки k видні обидві вершини, то ланку видно повністю, якщо хоча б одна вершина невидима, то k видно частково.

Після аналізу точок перетину всіх n променів ті ланки, які не видні ні повністю, ні частково, одержують мітку невидимих.

Задача 96  «Дощ»

Почнемо з того, що додамо дві крайні точки. Координата X першої точки збіжиться з координатою x0, координата X останньою - з координатою xN. Координати Y додаткових точок задамо свідомо більше можливої висоти шаруючи води 100010000.
Запам’ятаємо координати Y і номери точок вершин і низин. Вершиною вважатимемо ту точку, для яких координати Y сусідніх точок зліва і справа менші. Природно за низину – ту точку, в якої координати Y сусідніх точок зліва і справа більші.
Крайні, штучно додані точки, зарахуємо до вершин.
Таким чином, в кожної низини буде дві сусідні вершини. Розрахуємо "об'єм" (площа) води такою, що спочатку потрапляє в низину як різницю координат X сусідніх вершин помножену на H.

При цьому, не звертаємо увагу на можливий надлишок води - наливаємо "з горою", потім розберемося з надлишками.

Кожній вершині і низині поставимо у відповідність трапеції, і розрахуємо їх площі. Координати трапецій для низин починаємо з розгляду найближчих точок зліва і справа. Природно перша трапеція - вироджена і є трикутником. Рухаємося доти, перебираючи координати сусідніх точок зліва і справа і розраховуючи площі трапецій, поки одна з точок не збіжиться з координатою однією з вершин.

Координати трапецій для вершин починаємо з розгляду найближчих точок зліва і справа, координати Y яких більше координати вершини. Рухаємося від знайдених точок вліво і вправо до тих пір, поки одна з точок не збіжиться з координатою однією з вершин.
Задача 97  «Ниточка»

Відмітимо, що ниточка замкнута, тобто радіус-вектор зробив повний оберт - кут в 2pi радіан. Нескладно знайти довжину ниточки, що обходить довкола капелюшків цвяхів, - 2pi*r, де r - радіус шляпки цвяха. Якби всі цвяхи були різні, то завдання було б складніше, а так нам залишилося лише знайти довжину ниточки, що сполучає різні капелюшки. У нашому випадку для цього досить додати відстані між центрами цвяхів(не забувши з'єднати останній цвях з першим). Це робиться дуже просто
d = sqrt(sqr(x1-x2)+ sqr(y1-y2)).
Задача 98   «Цілочисельні точки»

Для розв’язання  цієї задачі потрібно використати формулу Піка, яка виглядає таким чином: 

x = s - n div 2 + 1, де s – площа багатокутника, n – кількість цілочисельних точок на його сторонах.

Тобто, нам необхідно знати площу багатокутника. Нам відома формула S = 1/2 * |Σi=1n[OPi, OPi+1]|, або перетворення її і рахуючи координати точки O за (0; 0), отримуєм S = 1/2 * |(x1y2 - x2y1) + (x2y3 - x3y2) + ... + (xny1 - x1yn)|. Користуючись даною формулою і послідовно зчитуючи координати (потрібно не забувати про остатнього члена даної суми – зберегти координати першої точки), легко отримати площу – спочатку знайти суму всіх членів послідовності, пізніше взяти модуль і поділити на 2 (незабувши, що результат дійсне число).

На цьому ж кроці потрібно підрахувати кількість точок із цілочисельними координатами на сторонах багатокутника. Для цього потрібно підрахувати довжину проекцій кожної сторони на координатні осі. Кількість точок на стороні  - НСД довжин проекцій кожної сторони на координатні осі. НСД обчислюється за алгоритмом Евкліда. На кожному кроці заміняють більше з двох чисел на стачу від ділення (різницю від віднімання) більшого числа на менше, до цих пір поки одне із чисел не стане рівний нулю. Число, яке залишилось не рівне нулю буде найбільшим спільним дільником. При підрахунку точок слідує не забувати порахувати відрізок, який з’єднує остатню і першу точки багатокутника.

Тепер ми підрахували всі необхідні компоненти і осталось використати формулу Піка:  

x = s - n div 2 + 1.

Задача 99   «Лісова пожежа»
Незважаючи на те, що ширина кожної із смуг становить 100 км, непереглянута ділянка може бути як завгодно мала, тобто його розмір по кожнійій з координат може бути менш одного метра. Тому шуканий результат варто трактувати так: в околиці знайденої при рішенні точки повинна дійсно перебувати принаймні одна непереглянута точка, і кожна з координат цієї непереглянутої точки повинна відрізнятися не більше ніж на один метр від координат знайденої точки. Пошук такої точки можна здійснювати в такий спосіб. Розглянемо набір відрізків, що складається із чотирьох сторін квадрата й 2N відрізків, утворених у результаті перетинання границь смуг із квадратом. Знайдемо всі попарні перетинання цих 2N + 4 відрізків. Якщо непереглянута точка існує, то вона перебуває в околиці однієї зі знайдених точок перетинання.
Розглянемо 4 кути, утворені в результаті перетинання двох відрізків, позначивши точку їхнього перетинання A (якщо хоча б один з відрізків є стороною квадрата, то розглядати треба лише кути, що лежать усередині квадрата). Для кожного з кутів знайдемо точки перетинання їхніх бісектрис із найближчим відрізком, що не проходить через точкуку A, позначимо їх B1 , B2 , B3 , B4 (див. мал. 6). Тоді, для того щоб перевірити,  чи не є один з розглянутих кутів у деякому околі точки A непереглянутим з літаків, досить перевірити приналежність смугам середин відрізків [A; Bi ] , i = 1..4. Причому, якщо в точці A перетинаються більш ніж 2 відрізки, то знову ж досить розглядати лише попарні їхні перетинання, тому що якщо непокритий кут в околиці точки A існує, то він утворений у результаті перетинання будь-якої пари відрізків і запропонований вище спосіб аналізу кутів дозволить виявити точку, непокриту смугами. Якщо ж непереглянутих областей немає в околі ні однієї із точок перетинання відрізків, то їх немає взагалі.
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Задачу можна розвязати й чисельно. Перевіримо, чи не покриті всі 4 вершини квадрата однієї із смуг або чи не є одна з вершин квадрата непереглянутої з жодного літака. У кожному із цих двох випадків задача розвязана  (квадрат переглянутий повністю з одного літака в першому випадку й непереглянутій точці знайдена - у другому). У противному випадку ділимо вихідний квадрат на 4 частині (розділивши навпіл кожну зі сторін) і аналізуємо вершини кожного із цих чотирьох квадратів, і т.д. Причому квадрати, всі чотири вершин яких покриті однієї й тією же смугою, з подальшого розгляду виключаються. У результаті або буде знайдена непокрита точка, або розмір квадрата досягне величини, який можна зневажити в порівнянні з машинною точністю обчислень, і тоді його можна вважати переглянутим. Даний метод буде особливо ефективним, якщо виключити з розгляду торкання смуг, тобто вважати дві й більше дотичні смуги за ту саму смугу (що за умовою задачі є вірним).
Задача 100   «Підсвічування фонтана»

Спочатку спробуємо згадати всі геометричні міркування, які можуть нам згодитися  при розвязувані даної задачі. Головне міркування, що визначить хід рішення, полягає в тому, що кабель може дотикатися границь фонтана тільки у вершинах ламаної. У випадку якщо між двома вершинами можна прокласти прямолінійний відрізок кабелю, це стає очевидним (тому що найкоротша відстань між точками - це відрізок, що з'єднує їх). Більше складний випадок, виникає, коли неможливо з'єднати дві вершини, між якими виникають перешкоди (як на малюнку в прикладі умови). Але й тут кабель буде дотикатися границь фонтана тільки у вершинах ламаної (або йти уздовж відрізка границі фонтана). Такий випадок виникає тільки коли необхідно обігнути якусь перешкоду на шляху між вершинами, а його краще обгинати вздовж стінки. Тепер, знаючи, що кабель може змінювати напрямок тільки в кутах фонтана, ми можемо розвивати ідею рішення далі. Представимо вершини ламаної вершинами графа, а ті відрізки між вершинами, які повністю лежать на дні фонтана - його ребрами. При цьому граф буде зваженим і ваги ребер будуть дорівнюють відстаням між вершинами. Далі, нам необхідно зрозуміти,  чи існує таке ребро в графі взагалі (тобто чи проходить відрізок, що з'єднує дані вершини повністю по дну фонтана, або в деякий момент виходить за його межі). Для цього нам треба навчитися визначати,  чи перетинає даний відрізок ламану: якщо він її перетинає, то це автоматично означає, що він не проходить повністю по дну фонтана, і відповідного ребра в графі немає. Крім того, відрізок може не перетинати границь фонтана, але повністю проходити поза неї, у такому випадку він теж непридатний, і нам треба навчитися визначати й цей випадок. Нескладно помітити, що у випадку, якщо відрізок не перетинає ламаної, то досить перевірити приналежність багатокутнику лише однієї його точки, відмінної від кінців відрізка (наприклад, його середина). Після того, як побудований граф, ми можемо скористатися яким-небудь алгоритмом пошуку найкоротшого шляху в графі - результат, що вийшов, буде відповіддю на задачу.
Перейдемо до технічних деталей реалізації. Будемо перебирати все пари вершин, і визначати,  чи належить з'єднуючий їхній відрізок багатокутнику. Як написано вище, для цього нам треба довідатися,  чи перетинає відрізок ламану й, у випадку якщо перетинань немає,  чи буде його середина всередині ламаної. Щоб знайти перетинання відрізка з ламаної, необхідно перебрати всі її ланки й для кожного перевірити,  чи перетинається вона з відрізком. Тобто, нам досить визначати,  чи перетинаються два відрізки, причому важливо сам факт, а не координати точки перетинання. Для цього досить перевірити: якщо кінці першого відрізка лежать по різні сторони прямої, що містить другий відрізок, і, у свою чергу, кінці другого відрізка лежать по різні сторони від прямої, що містить перший, то відрізки перетинаються. Крім того, щоб коректно обробляти випадок, коли відрізки лежать на одній прямій, введемо додаткову умову: повинні перетинати прямокутники, що охоплюють відрізки (тобто відрізок є діагоналлю такого прямокутника, а його сторони паралельні осям координат). В обчислювальній геометрії існує поняття орієнтованої площі між векторами: по модулю вона дорівнює площі трикутника, утвореного векторами, а її знак збігається зі знаком орієнтованого кута між векторами (тобто залежить від порядку перерахування вершин). При цьому орієнтована площа трикутника буде дорівнювати S = (|a| * |b| * sin x) / 2, де a і b - вектори, що збігаються з двома сторонами трикутника, а x - орієнтований кут між ними (тобто кут між a та b). Нескладно зрозуміти, що для того, щоб точки C і D лежали по різні сторони прямої AB, необхідно, щоб площі трикутників ABC і ABD мали різні знаки (за властивостю синуса, що має знак, що збігається зі знаком аргументу). На площині подвоєна орієнтована площа (або, т.зв. "косий добуток") обчислюється як [a, b] = x1*y2 - x2*y1, де a = (x1, y1), b = (x2, y2). Тобто, ми можемо сформулювати умову перетинання двох відрізків у такий спосіб:
 [AB, AC]*[AB, AD] < 0 і [CD, CA]*[CD, CB] < 0 (косі добутки мають різний знак і їхній добуток відємний). Умова перетинання багатокутників, що охоплюють, запишеться в такий спосіб: Xmax1 >= Xmin2, Xmax2 >= Xmin1, Ymax1 >= Ymin2, Ymax2 >= Ymin1, де max і min - максимальне й мінімальне значення, відповідно, а цифри 1 і 2 означають приналежність до першого або другого вектора. Тепер перейдемо до визначення приналежності точки багатокутнику. Для цього проведемо промінь з точки в довільному напрямку (наприклад, ліворуч) і порахуємо кількість перетинань зі сторонами багатокутника. Якщо воно виявиться непарним, то точка лежить всередині багатокутника, якщо парним - замежами. Отже, якщо відрізок не перетинає границь багатокутника й лежить всередині нього, то ми можемо створити ребро в графі, що з'єднують відповідні вершини, при цьому вага ребра дорівнює довжині відрізка, що легко можна порахувати, користуючись теоремою Пифагора. Зберігати граф будемо в матриці суміжності, розміром n*n, тобто у випадку наявності ребра між вершинами з номерами i, j в елементі матриці dist[i][j] буде зберігатися його вага, а відсутність ребра будемо позначати особливим чином, наприклад, -1. У цьому випадку, всі відстані невідємні, так що -1 цілком підходить для ознаки відсутності ребра. Побудувавши граф, ми повинні обчислити довжину найкоротшого шляху від початкової вершини до кінцевої. Звичайно, для рішення цієї задачі використається алгоритм Дейкстры (складність алгоритму O(N2)), однак, у цьому випадку завдяки малій розмірності задачі, ми можемо заощадити свої сили й час і скористатися більше простим у написанні алгоритмом Флойда (який шукає найкоротший шлях від кожної вершини до кожної й має складність O(n3)). Суть алгоритму Флойда полягає в наступному: якщо шлях з вершини i у вершину j довший (або зовсім не існує), чим "обхідний" шлях через проміжну вершину k, тобто dist[i][j] > dist[i][k] + dist[k][j], то ми заміняємо вміст комірки dist[i][j] на більше короткий шлях (dist[i][j] = dist[i][k] + dist[j][k]). Перебираючи всі можливі пари вершин і всі проміжні вершини, за необхідності, заміняючи шляхи (не забуваємо про "неіснуючі" ребра, позначені -1), ми отримаємо повну таблицю найкоротших шляхів. При цьому важливий порядок проходження циклів: проміжна вершина (k) повинна перебиратися в самому зовнішньому циклі.
Після цього, нам досить просто вивести вміст елемента dist[k][l] у необхідному форматі й насолоджуватися результатом.
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