Поиск кратчайших путей между парами вершин
Алгоритм Флойда – Уоршела

Задача. Имеется ориентированный граф G = (V, E), каждой дуге (i, j) которого поставлено в соответствие неотрицательное число g[i][j]. Необходимо найти длины кратчайших путей между всеми парами вершин.
Предполагается, что граф не содержит циклов отрицательного веса, так как тогда ответа между некоторыми парами вершин может просто не существовать – он будет бесконечно малым.
Вход. Первая строка содержит количество вершин n в графе. Каждая следующая строка описывает ориентированное ребро графа и содержит номера вершин, которые оно соединяет, а также его вес. Вершины графа нумеруются числами от 1 до n.

Выход. Вывести таблицу res размером n на n, где res[i][j] содержит длину кратчайшего расстояния между вершинами i и j.
	Пример входа
	Пример выхода
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Задачу можно решать, последовательно используя алгоритм Дейкстры для каждой вершины, объявляя ее в качестве истока. Однако существует другое решение поставленной задачи, известное как алгоритм Флойда-Уоршела.

Пусть вершины графа последовательно пронумерованы числами от 1 до n. Если дуга (i, j) в графе отсутствует, то положим g[i][j] = +  (некоторое достаточно большое число, большее длины любого пути в графе). Тогда это ребро будет всегда не выгодно брать, и алгоритм сработает правильно. Каждому диагональному элементу матрицы расстояний g присвоим нулевое значение (длина кратчайшего пути от вершины до ее самой равно 0).

Над матрицей g совершаем n итераций. После k-ой итерации g[i][j] содержит длину наименьшего пути из i в j, который не проходит через вершины с номерами, большими k. Пусть мы находимся на k-ой фазе и хотим пересчитать матрицу g. Рассмотрим две вершины i и j. Рассмотрим два случая:

· Кратчайший путь из i в j, которому разрешено проходить через вершины {1, 2, …, k}, совпадает с кратчайшим путем, которому разрешено проходить через вершины {1, 2, …, k – 1}. В этом случае gk[i][j] = gk-1[i][j].
· Новый кратчайший путь становится лучше старого. Это означает, что новый кратчайший путь проходит через вершину k. Разобъем этот новый путь на две половинки: i → k и k → j. Каждая из этих половинок не заходит в вершину k и была вычислена еще на k – 1 - ой фазе. В этом случае gk[i][j] = gk-1[i][k] + gk-1[k][j].
Таким образом, на k-ой итерации для пересчета матрицы g используется формула

gk[i][j] = min ( gk-1[i][j], gk-1[i][k] + gk-1[k][j] )
Время работы алгоритма составляет O(n3).
Классическая реализация алгоритма Флойда - Уоршела

Перед считыванием данных в матрицу расстояний g присвоим каждому ее элементу максимальное значение 0x3F3F3F3F (это значение выбрано в качестве максимального чтобы при вычислении суммы g[i][k] + g[k][j] не происходило переполнение), а также обнулим диагональные элементы. Процедура floyd реализует алгоритм Флойда – Уоршела. После запуска процедуры floyd выводим на экран содержимое матрицы расстояний g. Вершины нумеруются с 1 до n. 
#include <stdio.h>

#include <memory.h>

int n, a, b, dist;

int i, j;

int g[10][10];

void floyd(void)

{

  int i, j, k;

  for(k = 1; k <= n; k++)

    for(i = 1; i <=n; i++)

      for(j = 1; j <= n; j++)

        if (g[i][k] + g[k][j] < g[i][j])  g[i][j] = g[i][k] + g[k][j];

}

void main(void)

{

  scanf("%d",&n);

  memset(g,0x3F,sizeof(g));

  for(i = 1; i <= n; i++) g[i][i] = 0;

  while(scanf("%d %d %d",&a, &b, &dist) == 3) g[a][b] = dist;

  floyd();

  for(i = 1; i <= n; i++)

  {

    for(j = 1; j <= n; j++)

      printf("%2d ",g[i][j]);

    printf("\n");

  }

}
Задачи:

Вальядолид 280 (Вершина), 10987 (Антифлойд).

e-olimp 974 (Флойд - 1), 975 (Флойд), 1101 (Нумерация путей), 2635 (Бикфордов шнур).
Вывод кратчайших путей
Для возможности вывода кратчайшего пути между двумя вершинами введем матрицу p, в которой элемент p[i][j] содержит вершину k, полученную при вычислении наименьшего значения g[i][j]. Если p[i][j] = 0, то кратчайший путь из i в j состоит из одной дуги (i, j). Изначально матрицу p следует обнулить.
Далее приведена модифицированная версия алгоритма Флойда - Уоршела, позволяющая восстанавливать кратчайшие пути.
void floyd(void)

{

  int i, j, k;

  for(k = 1; k <= n; k++)

    for(i = 1; i <= n; i++)

      for(j = 1; j <= n; j++)

        if (g[i][k] + g[k][j] < g[i][j]) 

        {

          g[i][j] = g[i][k] + g[k][j];

          p[i][j] = k;

        }

}

Для вывода на экран последовательности вершин, представляющих собой кратчайший путь от i до j, вызывается процедура PrintPath, приведенная ниже.

void Path(int i, int j)

{

   int k = p[i][j];

   if (!k) return;

   Path(i, k); printf("%d ",k); Path(k, j);

}

void PrintPath(int i, int j)

{

  printf("%d ",i); Path(i, j); printf("%d\n",j);

}
При вызове процедуры PrintPath(3, 2) для приведенного выше графа будет выведена следующая последовательность вершин: 3, 6, 4, 1, 2.

Поиск количества путей в графе

Утверждение. Если между i - ой и k - ой вершиной существует m[i][k] путей, а между k - ой и j - ой вершиной m[k][j] путей, то количество путей между i - ой и j - ой вершиной, проходящих через k - ую вершину, равно m[i][k] * m[k][j].

Пусть m – матрица смежности ациклического графа. После выполнения следующего кода ячейка m[i][j] будет содержать количество путей между i - ой и j - ой вершиной. Здесь v – количество вершин в графе. Причем даже в случае присутствия циклов, если между вершинами i и j существует конечное число путей, то оно будет занесено в m[i][j].
for(k = 0; k <= v; k++)

for(i = 0; i <= v; i++)

for(j = 0; j <= v; j++)

  m[i][j] += m[i][k] * m[k][j];

Рассмотрим случай произвольного графа (с циклами). Пусть между i - ой и j - ой вершиной существует бесконечное количество путей. В таком случае установим m[i][j] = –1.

for(k = 0; k <= v; k++)

if(m[k][k])

  for(i = 0; i <= v; i++)

     for(j = 0; j <= v; j++)

        if(m[i][k] && m[k][j]) m[i][j] = -1;

Между вершинами i и j существует бесконечное количество путей, если существует такая вершина k, что одновременно существуют пути из i в k, из k в k, из k в j. При этом вершины i, j, k могут совпадать.
Задачи:

Вальядолид 125 (Нумерация путей).
Теорема. Пусть m – матрица смежности графа. Тогда mk[i][j] содержит количество путей из i - ой вершины в j - ую, длины которых в точности равны k.
Доказательство. Матрица смежности m[i][j] содержит количество путей длины k = 1  между каждой парой вершин. Пусть значение mk[i][j] содержит количество путей длины k. Тогда очевидно, что 
mk+1[i][j] = 
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Приведенная формула представляет собой матричное равенство mk+1 = mk * m .
Бинарное возведение в степень k квадратной матрицы m размера n имеет асимптотику O(n3log2k).
Задачи:

Вальядолид 10543 (Путешествующий политик).
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