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ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ

Наибольший общий делитель. Наименьшее общее кратное

Каждый из нас в школе изучал, что такое наибольший общий делитель (далее НОД) двух чисел a и b. Конечно же, это наибольшее целое число d, на которое a и b делятся без остатка. Без труда каждый ученик может сказать, например, что НОД(12, 18) = 6. Но что если одно из чисел равно 0? А если a или b отрицательно? Над этим вопросом на школьных уроках, наверное, не каждый из нас задумывался. Для того чтобы ответить на поставленные вопросы, приведем определение – что же такое наибольший общий делитель.

Определение. Наибольшим общим делителем (далее НОД) двух целых чисел a и b, одновременно не равных нулю, называется такое наибольшее целое число d, на которое a и b делятся без остатка. Этот факт обозначается так: d = НОД(a, b). Если оба числа равны нулю, то положим НОД(0, 0) = 0.

Исходя из определения, имеют место следующие равенства:

НОД(a, b) = НОД(b, a),

НОД(a, b) = НОД(-a, b)

НОД(a, 0) = |a|

Почему, скажете вы, НОД(-12, 18) равен 6, а не -6? Ведь и -12, и 18 делятся нацело на 6 и на -6. Ответ прост: ведь НОД – это же наибольший общий делитель, а число 6 больше -6.
С понятием наибольшего общего делителя тесно связано понятие наименьшего общего кратного.
Определение. Наименьшим общим кратным (далее НОК) двух целых чисел a и b называется наименьшее положительное целое число, кратное как a, так и b.

Основная теорема арифметики утверждает, что любое натуральное число n можно представить в виде произведения простых чисел: 

n = 
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Такое разложение натурального числа называется каноническим. Из него следует, что если a = 
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, то

НОД(a, b) = 
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НОК(a, b) = 
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Пример. Рассмотрим числа a = 24 и b = 18. Разложим их на простые множители: 24 = 23 * 3, 18 = 2 * 32. Следовательно 

НОД(24, 18) = 2min(3,1) * 3min(1,2) = 21 * 31 = 6,

НОК(24, 18) = 2max(3,1) * 3max(1,2) = 23 * 32 = 8 * 9 = 72

Именно такой метод, с использованием канонического разложения чисел, мы изучали в школе для нахождения НОД и НОК. Однако этот метод не эффективен для реализации алгоритмов их вычисления.

Рассмотрим следующий очевидный факт. Если НОД(a, b) = d, то a и b делятся на d. Следовательно, их разница a – b также делится на d. Имеет место следующее рекуррентное соотношение для вычисления НОД:

НОД(a, b) = 
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Пример. Пусть a = 32, b = 12. Тогда

НОД(32, 12) = НОД(32 – 12, 12) = НОД(20, 12) = НОД(20 – 12, 12) = НОД(8, 12) =

НОД(8, 12 – 8) = НОД(8, 4) = НОД(8 – 4, 4) = НОД(4, 4) = НОД(4 – 4, 4) = НОД(0, 4) = 4

Приведенный метод вычисления не является оптимальным. Например, для нахождения НОД(1000000, 2) следует выполнить 500000 операций вычитания. Для ускорения вычисления НОД операцию вычитания заменим операцией взятия остатка от деления:

НОД(a, b) = 
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Пример. Пусть a = 78, b = 14. Тогда

НОД(78, 14) = НОД(78 mod 14, 14) = НОД(8, 14) = НОД(8, 14 mod 8) = НОД(8, 6) =

НОД(8 mod 6, 6) = НОД(2, 6) = НОД(2, 6 mod 2) = НОД(2, 0) = 2

Упростим приведенную выше рекуррентность, сократив количество условий до двух:

НОД(a, b) = 
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Если a < b, то НОД(a, b) = НОД(b, a mod b) = НОД(b, a), то есть аргументы функции переставляются. При последующих вызовах функции НОД первый аргумент всегда больше второго. Нулем может стать только второй аргумент b.

Пример. Пусть a = 14, b = 78. Тогда

НОД(14, 78) = НОД(78, 14) = НОД(14, 8) = НОД(8, 6) = НОД(6, 2) = НОД(2, 0) = 2

Реализуем на языке программирования Си функцию gcd (Greatest Common Divisor) вычисления НОД, используя последнюю рекуррентность. Знак % в Си обозначает операцию взятия остатка от деления.

int gcd(int a, int b)

{

  if (b == 0) return a;

  return gcd(b, a % b);

}
Напомним, что условный оператор в Си имеет следующий синтаксис:

if (<условное выражение >) <выражение 1>; else <выражение 2>;

Если <условное выражение> истинно, то выполняется <выражение 1>, иначе выполняется <выражение 2>.

Тернарный условный оператор имеет синтаксис:

<условное выражение > ? <выражение 1> : <выражение 2>;

и семантически немного отличается от оператора if..then..else. Если <условное выражение> истинно, то оператор возвращает значение, которое возвращает <выражение 1>, иначе возвращается значение выражения <выражение 2>.

Используя тернарный оператор, функцию gcd можно записать следующим образом:

int gcd(int a, int b)

{

  return (!b) ? a : gcd(b, a % b);

}

Теорема. Между НОД и НОК двух чисел имеет место соотношение:

a * b = НОД(a, b) * НОК(a, b)

Функция lcm (Lowest Common Multiple) вычисления НОК имеет вид:

int lcm(int a, int b)

{

  return a / gcd(a, b) * b;

}

Заметим, что при вычислении выражения a * b / gcd(a, b) может возникнуть переполнение, а при a / gcd(a, b) * b нет. Здесь подразумевается, что значения a, b и lcm(a, b) лежат в границах типа int.

Расширенный алгоритм Евклида

Алгоритм вычисления наибольшего общего делителя (НОД) был открыт древнегреческими математиками и известен как алгоритм “взаимного вычитания”. И хотя упоминание об этом алгоритме имеется еще у Аристотеля, впоследствии его стали называть алгоритмом Евклида. 

Напомним, что НОД двух чисел можно вычислить согласно следующей рекуррентности:
НОД(a, b) = 
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Алгоритм Евклида можно расширить для нахождения по заданным a и b таких целых x и y, что ax + by = d, где d – наибольший общий делитель a и b.
Теорема. Пусть для положительных целых чисел a и b (a > b) известны d = НОД(a, b) = НОД(b, a mod b), а также числа x’ и y’, для которых

d = x’ * b + y’ * (a mod b)
Тогда значения x и y, являющиеся решениями уравнения ax + by = d, находятся из соотношений

x = y’, y = x’ – y’ *  
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Через 
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 здесь обозначена целая часть числа x.

Доказательство. Поскольку a mod b = a – 
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d = x’ * b + y’ * (a – 
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 * b) = y’ * a + (x’ – y’ *  
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где обозначено x = y’, y = x’ – y’ *  
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Функция gcdext(int a, int b, int *d, int *x, int *y), приведенная ниже, по входным числам a и b находит d = НОД(a, b) и такие x, y что d = a * x + b * y. Для поиска неизвестных x и y необходимо рекурсивно запустить функцию gcdext(b, a mod b, d, x, y) и пересчитать значения x и y по выше приведенной формуле. Рекурсия заканчивается, когда b = 0. При b = 0 НОД(a, 0) = a и a = a * 1 + 0 * 0, поэтому полагаем x = 1, y = 0.

void gcdext(int a,int b, int *d, int *x, int *y)

{

  int s;

  if (b == 0)

  {

    *d = a; *x = 1; *y = 0;

    return;

  }

  gcdext(b,a % b,d,x,y);

  s = *y;

  *y = *x - (a / b) * (*y);

  *x = s;

}

Для ручного выполнения расширенного алгоритма Евклида удобно воспользоваться таблицей с четырьмя столбцами (как показано ниже в примере), соответствующих значениям a, b, x, y. Процесс вычисления разделим на три этапа:

а) Сначала вычислим НОД(a, b), используя первые два столбца таблицы и соотношение (1). В последней строке в колонке а будет находиться значение d = НОД(a, b). 

б) Занесем значения 1 и 0 соответственно в колонки x и y последней строки.

в) Будем заполнять последовательно строки для колонок x и y снизу вверх. Значения x и y в последнюю строку уже занесены на этапе б). Считая, что в текущей заполненной строке уже находятся значения (x’, y’), мы при помощи формул (2) будем пересчитывать и записывать значения (x, y) в соответствующие ячейки выше стоящей строки. 

Пример. Найдем решение уравнения 5x + 3y = 1. Вычисление НОД(5, 3) и нахождение соответствующих x, y произведем в таблице:

	a
	b
	x
	y

	5
	3
	-1
	2

	3
	2
	1
	-1

	2
	1
	0
	1

	1
	0
	1
	0



Порядок и направление вычислений указаны стрелками и буквами.

Из таблицы находим, что НОД(5, 3) = 5 * (-1) + 3 * 2 = 1, то есть x = -1, y = 2.

Рассмотрим, например, как получены значения (x, y) для первой строки. Со второй строки берем значения (x’, y’) = (1, -1). По формулам (2) получим:

x = y’ = -1,

y = x’ – y’ *  
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Линейные сравнения. Линейным сравнением называется уравнение вида ax = b (mod n). Оно имеет решение тогда и только тогда, когда b делится на d = НОД(a, n). Если d > 1, то уравнение можно упростить, заменив его на a’x = b’ (mod n’), где a’ = a / d, b’ = b / d, n’ = n / d. После такого преобразования числа a’ и n’ являются взаимно простыми.

Алгоритм решения уравнения a’x = b’ (mod n’) со взаимно простыми a’ и n’ состоит из двух частей:

1. Решаем уравнение a’x = 1 (mod n’). Для этого при помощи расширенного алгоритма Евклида ищем решение (x0, y0) уравнения a’x + n’y = 1. Взяв по модулю n’ последнее равенство,  получим a’x0 = 1 (mod n’).

2. Умножим на b’ равенство a’x0 = 1 (mod n’). Получим a’(b’x0) = b’ (mod n’), откуда решением исходного уравнения a’x = b’ (mod n’) будет x = b’x0 (mod n’).

Лемма. Если НОД(k, m) = 1, то равенство ak = bk (mod m) эквивалентно a = b (mod m).

Доказательство. Из ak = bk (mod m) следует, что (a – b) * k делится на m. Но поскольку k и m взаимно просты, то a – b делится на m, то есть a = b (mod m).

Пример. Решить уравнение 18x = 6 (mod 8). 

Значение d = НОД(18, 8) = 2 является делителем 6, поэтому решение существует. После упрощения получим уравнение 9x = 3 (mod 4). Что согласно лемме эквивалентно 3x = 1 (mod 4). Решая уравнение 3x + 4y = 1 с помощью расширенного алгоритма Евклида, получим x = -1, y = 1. Откуда x = -1 (mod 4) = 3. То есть x = 3 будет как решением уравнения 3x = 1 (mod 4), так и 18x = 6 (mod 8).

Диофантовые уравнения. Диофантовым уравнением называется уравнение вида 

P(x1, x2, ..., xn) = 0, 

где P(x1, ..., xn) – многочлен с целыми коэффициентами.
В этой главе рассмотрим алгоритм нахождения решения линейного диофантового уравнения с двумя неизвестными вида a * x + b * y = c (далее для простоты будем опускать знаки умножения и писать просто ax + by = c).

Теорема. Уравнение ax + by = c имеет решение в целых числах тогда и только тогда, когда c делится на НОД(a, b).
Теорема. Если пара (x0, y0) является решением уравнения ax + by = c, то все множество его решений (x, y) описывается формулой:

x = x0 + kb,

y = y0 – ka,
где k  Z. Очевидно, что если ax0 + by0 = c, то a(x0 + kb) + b(y0 – ka) = c для любого целого k.

Для нахождения частичного решения (x0, y0) уравнения ax + by = c следует сначала найти решение (x’, y’) уравнения ax + by = d (d – наибольший общий делитель a и b) при помощи расширенного алгоритма Евклида, после чего умножить его на c / d. То есть 

x0 = x’ * c / d,

y0 = y’ * c / d
Пример. Найти множество решений уравнения 5x + 3y = 7.

1. Уравнение имеет решение, так как 7 делится на НОД(5, 3) = 1.

2. Находим решение уравнения 5x’ + 3y’ = 1 при помощи расширенного алгоритма Евклида: (x’, y’) = (-1, 2).

3. Находим решение (x0, y0) исходного диофантового уравнения:

x0 = -1 * 7 / 1 = -7,

y0 = 2 * 7 / 1 = 14

Согласно теореме 2 множество решений исходного диофантового уравнения имеет вид:

(x, y) = (-7 + 3k, 14 – 5k)

Простые числа. Решето Эратосфена

Определение. Натуральное число называется простым, если оно имеет только два делителя – единицу и самого себя. Натуральное число, имеющее больше двух делителей, называется составным.

Представление числа n в виде 
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, где pi – простые, называется разложением числа n на простые множители.

Основная теорема арифметики. Каждое натуральное число однозначно представляется в виде произведения простых чисел с точностью до перестановки множителей. 

Теорема. Число 1 не является ни простым, ни составным. 

Доказательство. Единица не является составным, так как не имеет даже двух делителей. Пусть единица – простое число. Тогда число 6 имеет более одного разложения в виде произведения простых чисел: 6 = 2 * 3, 6 = 1 * 2 * 3, что противоречит основной теореме арифметики.

Теорема Евклида. Простых чисел бесконечно много.

Доказательство. Предположим, что всего существует n простых чисел: p1, p2, …, pn. Но тогда число N = p1p2 * …* pn + 1 не делится ни на одно из pi, 1  i  n, и таким образом не является составным. Противоречие.

Упражнение. Последовательность an определена рекурсивно: 

a1 = 2, an+1 = 
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Доказать, что ai и aj, i  j являются взаимно простыми.

Доказательство. Можно доказать, что an+1 = a1a2…an + 1. Из теоремы Евклида следует, что ai и aj являются взаимно простыми.

Упражнение. Числа Ферма Fn (n  0) имеют вид: 

Fn = 
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Доказать, что Fi и Fj, i  j являются взаимно простыми.

Доказательство. Для чисел Ферма имеет место соотношение: Fn+1 = F0F1F2…Fn + 2. Из теоремы Евклида следует, что Fi и Fj являются взаимно простыми.

Функция распределения простых чисел. Обозначим через  (N) количество простых чисел, меньших или равных N. Например, (1) = 0, (2) = 1, (20) = 8, (107) = 664579.

Закон Гаусса о распределении простых чисел. Значение (N)  асимптотически равно 

(N)  N / log(N)

Следствие. Вероятность выбранного наугад числа x в промежутке от 1 до N равно 

P(x – простое, 1  x  N) = (N / log(N)) / N = 1 / log(N)

Теорема Дирихле об арифметической прогрессии. Каждая арифметическая последовательность a + kd (k = 0, 1, 2, …), где k и a являются взаимно простыми числами, содержит бесконечно много простых чисел.

Теорема. Количество арифметических прогрессий длины k из простых чисел, меньших N, асимптотически равно 
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Доказательство. Рассмотрим все возможные арифметические прогрессии из простых чисел длины k: x, x + d, x + 2d, …, x + (k – 1)d. Каждая такая последовательность определяется первым членом x и разностью d, которые могут принимать любые значения от 1 до N. Таким образом, количество всевозможных прогрессий равно N2.

Вероятность того, что выбранное наугад число x  {1, …, N} простое, равно 1 / log(N). Вероятность того, что все числа последовательности x, x + d, x + 2d, …, x + (k – 1)d будут простыми, равно
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Поскольку число всевозможных прогрессий равно N2, то количество арифметических прогрессий длины k из простых чисел, меньших N, асимптотически равно 

N2 * 
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Решето Эратосфена. Для поиска простых чисел используют технику решета Эратосфена. Из натурального ряда удаляют сначала числа, большие 2 и кратные 2, потом числа, большие 3 и кратные 3 и так далее для каждого простого числа. После описанных действий в ряду останутся только простые числа. 

Описанную процедуру проведем в массиве primes[MAX]. Сначала считаем все числа от 1 до MAX простыми (заполняем все ячейки массива primes значениями 1). Потом двигаемся по массиву слева направо и для каждого простого числа i, не большего 
[image: image26.wmf][

]

MAX

, отмечаем все числа вида  i * i, i * (i + 1), i * (i + 2), … составными.

В результате выполнения процедуры gen_primes() получим

primes[i] = 
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void gen_primes(void)

{

  int i, j;

  for(i = 0; i < MAX; i++) primes[i] = 1;

  //primes[0] = primes[1] = 0;

  for(i = 2; i * i <= MAX; i++)

    if (primes[i])

      for(j = i * i; j < MAX; j += i) primes[j] = 0;

}

Теорема. Время работы алгоритма составляет O(n log log n).

Доказательство. Рассмотрим для простоты оценки сложности вариант реализации решета Эратосфена с просеиванием значения от 2 до MAX: 

for(i = 2; i <= MAX; i++)

Для каждого простого p ≤ n во внутреннем цикле выполняется n / p действий. Следовательно необходимо оценить величину
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Количество простых чисел, не больших n, приблизительно равно 
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, k-ое простое число приблизительно равно k ln k. Выше указанную сумму (без множителя n) перепишем в виде
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Первое слагаемое выделили из суммы, так как при k = 1 выражние k ln k превращается в 0. Оценим указанную сумму при помощи интеграла:
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Таким образом 
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При реализации, когда просеиввание проходит от 2 до 
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  for(i = 2; i * i <= MAX; i++)

количество операций заметно уменьшится. Однако ассимптотика в таком случае составит O(n log log 
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), что одно и то же с O(n log log n).

Разложение числа на простые множители. Если натуральное число n составное, то оно имеет делитель, не больший 
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. Перебираем все числа от 2 до [
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], ищем среди них делители числа n. Процедура factor(int n) выводит разложение числа n на простые множители. Число n может содержать только один делитель, больший 
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void factor(int n)

{

  for(int i = 2; i * i <= n; i++)

  {

    while(n % i == 0)

    {

      printf("%d ",i);

      n /= i;

    }

  }

  if (n > 1) printf("%d",n);

  printf("\n");

}

Битовое решето Эратосфена. Рассмотрим реализацию решета Эратосфена, в котором информация о простоте числа содержится в одном бите. Очевидно, что все четные числа (кроме 2) не простые, поэтому выбросим их из рассмотрения. Заведем символный массив a, в котором a[i] будет содежать информацию о простоте нечетных чисел от 16 * i + 1 до 16 * i + 15. Элемент a[i] состоит из 8 бит. j -ый бит (нулевой бит самый младший, седьмой бит самый старший) a[i] равен 1, если число  простое. Например, содержимое начальных элементов будет следующим:

   // a[0] = 01101110:  (15), 13, 11, (9), 7, 5, 3, (1)
   // a[1] = 11001011:  31, 29, (27), (25), 23, (21), 19, 17

   // a[2] = 10110100:  47, (45), 43, 41, (39), 37, (35), (33)

   // a[3] = 01100100:  (63), 61, 59, (57), (55), 53, (51), (49)

Например, второй бит a[3] содержит информацию о простоте числа 16 * 3 + 2 * 2 + 1 = 53. Поскольку число 53 простое, то этот бит должен равняться 1.

Теперь необходимо научиться определять заданному натуральному нечетному числу n простое ли оно, используя массив а. Очевидно, что соответствующий бит находится в байте a[n / 16]. Осталось вычислить его номер в этом байте. Поскольку n = 16 * i + 2 * j + 1, то n mod 16 = (2 * j + 1) mod 16. Учитывая, что n mod 16 = n & 15 (& - побитовое ‘и’) и 0 ≤ j ≤ 7 (то есть 2 * j + 1 < 16), то n & 15 = 2 * j + 1, откуда j = (n & 15 – 1) / 2. Поскольку n нечетно, то значения (n & 15 – 1) / 2 и (n & 15) / 2 одинаковы (деление на 2 целочисленное). То есть j = (n & 15) / 2 = (n / 2) & 7 = (n >> 1) & 7. Операция

a[n >> 4] & (1 << j) или a[n >> 4] & (1 << ((n >> 1) & 7))

извлекает j – ый бит из байта a[n / 16] = a[n >> 4].

Остается реализовать двойной цикл решета Эратосфена. Во внешнем цикле (i от 1 до MAXSQRT) подразумевается перебор нечетных чисел вида 2 * i + 1. Доступ до бита, соответствующего числу 2 * i + 1, совершается так:

a[(2 * i + 1) >> 4] & (1 << (((2 * i + 1) >> 1) & 7))

или то же самое что

a[i >> 3] & (1 << ((i >> 1) & 7))

Такие упрощения возможны, так как (2 * i + 1) >> 1 и (2 * i) >> 1 дают одинаковый результат, равный i >> 1.

Если все байты массива а записать рядом в виде … a[3]a[2]a[1]a[0], то можно считать, что внешний цикл (по i) проходит по битам справа налево начиная с первого (не нулевого, которому соответствует число 1) и так далее по возрастанию. Первому биту соответствует число 3, второму 5 и так далее.

Если число 2 * i + 1 простое, то во вложенном цикле следует установить нули в битах, соответствующих числам (2 * i + 1) * (2 * i + 1), (2 * i + 1) * (2 * i + 1) + 2 * i + 1, (2 * i + 1) * (2 * i + 1) + 2 * (2 * i + 1), … . Информация о числе (2 * i + 1) * (2 * i + 1) = 4i2 + 4i + 1 находится в 2 * i * (i + 1) = 2i2 + 2i - ом бите. Это так, потому что 2 * (2i2 + 2i) + 1 = 4i2 + 4i + 1. Запускаем вложенный цикл по j от 2 * i * (i + 1) до MAXSIEVEHALF.
#include <stdio.h>

#include <memory.h>

#define MAXSIEVE 100000000 // генерация простых чисел до 100 миллионов

#define MAXSIEVEHALF (MAXSIEVE/2)

#define MAXSQRT 5000 // sqrt(MAXSIEVE)/2

char a[MAXSIEVE/16+2];

#define isprime(n) (a[(n)>>4] & (1<<(((n)>>1)&7))) // n нечетное

int i, j;

void main(void)

{

  memset(a,255,sizeof(a));

  a[0] = 0xFE; // отмечаем 1 как НЕ простоее

  for(i = 1; i < MAXSQRT; i++)

    if (a[i >> 3] & (1 << (i & 7)))

      for(j = 2 * i * (i+1); j < MAXSIEVEHALF; j += i+i+1)

        a[j >> 3] &= ~(1 << (j & 7));

  for(i = 3; i < 100; i += 2)

    if (isprime(i)) printf("%d is prime\n",i);

}

Теория чисел

Определение. Пусть a и b – целые числа. Говорят, что a равно b по модулю n, если a – b делится на n. Этот факт обозначается так: a  b (mod n).

Определение. Пусть n – целое положительное число. Обозначим через Ct класс, в который объединены все целые числа, которые при делении на n дают один и тот же остаток t. Все целые числа разобьются на n классов C0, C1, ..., Cn-1, которые называются классами вычетов по модулю n.

Определение. Два числа называются сравнимыми по модулю n, если они принадлежат одному классу вычетов по модулю n.

Определение. Если с каждой системы вычетов по модулю n взять по одному представителю, то полученную систему чисел называют полной системой вычетов по модулю n. 

Если полную систему вычетов строить из наименьших неотрицательных вычетов, то она примет вид: 0, 1, 2, ..., n – 1. Ее будем обозначать через Zn. Арифметические операции над элементами этого множества совершаются по модулю n. Полная система вычетов образует группу с операцией сложения.

Первая теорема про вычеты линейной формы. Если в  линейной форме ax + b число x пробегает все значения с полной системы вычетов по модулю n при НОД(a, n) = 1 и произвольном b, то ax + b принимает все значения полной системы вычетов по модулю n.

Доказательство. Если вместо x в форме ax + b подставить n разных значений, то получим также n разных значений. Докажем от противного. Пусть x1 и x2 не сравнимы по модулю n, но ax1 + b  ax2 + b (mod n). Тогда ax1  ax2 (mod n). Поскольку НОД(a, n) = 1, то x1  x2 (mod n). Получили противоречие.

Пример. Пусть n = 6, a = 5, b = 1, при этом НСД(a, n) = 1. Подставим в форму 5 * x + 1 значения x из полной системы вычетов Z6 = {0, 1, 2, ..., 5}. В правом столбике таблицы все числа разные.

	x
	5 * x + 1 (mod 6)

	0
	1

	1
	0

	2
	5

	3
	4

	4
	3

	5
	2


Определение. Выберем из каждой системы вычетов Ct (t = 0, 1, ..., n – 1, НОД (t, n) = 1) по одному представителю. Полученную систему чисел называют сведенной системой вычетов по модулю n и обозначают Zn*. Сведенная система вычетов образует группу с операцией умножения. Если p простое, то Zp* = {1, 2, ..., p - 1}.

Функция Эйлера. Количество чисел, меньших n и взаимно простых с n, равно функции Эйлера (n). Она имеет следующие свойства:

1. Если p простое число, то  (p) = p – 1 и (pa) = pa * (1 – 1/p) для любого a. 

2. Если m и n взаимно простые, то (m * n) = (m) * (n). 

3. Если n  = 
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, то функция Эйлера вычисляется по формуле:

(n) = n * (1 – 1/p1) * (1 – 1/p2) * ... *  (1 – 1/pk)

Пример.  (20) =  (22 * 5) = 20 * (1 – 1/2) * (1 – 1/5) = 20 * 1/2 * 4/5 = 8.

Функция вычисления  (n) имеет вид:

int euler(int n)

{

  int i, result = n;

  for(i = 2; i * i <= n; i++)

  {

    if (n % i == 0) result -= result / i;

    while (n % i == 0) n /= i;

  }

  if (n > 1) result -= result / n;

  return result;

}

Функция FillEuler заполняет массив fi так что fi[i] =  (i), i < MAX.
void FillEuler(void)

{

Изначально положим значение fi[i] равным i.

  for(i = 2; i < MAX; i++) fi[i] = i;
Каждое четное число i имеет простой делитель p = 2. Для ускорения работы функции обработаем его отдельно. Для каждого четного i положим fi[i] = fi[i] * (1 – 1 / 2) = fi[i] / 2.
  for(i = 2; i < MAX; i+=2) fi[i] /= 2;
Перебираем все возможные нечетные делители i = 3, 5, 7, … .

  for(i = 3; i < MAX; i+=2)

    if(fi[i] == i)

Если fi[i] = i, то число i является простым. Число i является простым делителем для всякого j, представимого в виде k * i для каждого натурального k.
      for(j = i; j < MAX; j += i)
Если i является простым делителем j, то положим fi(j) = fi(j) * (1 – 1/i).
        fi[j] -= fi[j]/i;

}
Рассмотрим множество всех правильных дробей со знаменателем 12:
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После приведения они будут иметь вид:
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Сгруппируем дроби по их знаменателю:
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Среди знаменателей встречается каждый делитель d числа 12 вместе со всеми  (d) своими числителями. Все знаменатели являются делителями числа 12. Следовательно

 (1) +  (2) +  (3) +  (4) +  (6) +  (12) = 12
Если начать с ряда несократимых дробей 0 / m, 1 / m, …, (m – 1) / m, то можно получить равенство:
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Порядком группы Zn* будем называть количество элементов в ней и обозначать |Zn*|. При этом |Zn*| = (n).

Вторая теорема про вычеты линейной формы. Если в линейной форме a * x число x принимает все значения со сведенной системы вычетов по модулю n при НОД(a, n) = 1, то a * x принимает все значения сведенной системы вычетов по модулю n.

Доказательство. Подставим вместо переменной x в линейную форму a * x (n) чисел. Получим (n) разных чисел, поскольку они принадлежат по модулю n разным классам (утверждение следует из первой теоремы про вычеты линейной формы для b = 0). Поскольку x – вычет сведенной системы, то НОД(x, n) = 1. Поскольку НОД(a, n) = 1, то НОД(a * x, n) = 1, то есть числа a * x взаимно просты с n.

Пример. Рассмотрим множество чисел {1, 3, 7, 9}, которая является сведенной системой вычетов для n = 10. Пусть a = 7, НСД (7, 10) = 1. Тогда имеют место соотношения:

7 * 1 (mod 10)  7 (mod 10)  7

7 * 3 (mod 10)  21 (mod 10)  1

7 * 7 (mod 10)  49 (mod 10)  9

7 * 9 (mod 10)  63 (mod 10)  3

Определение. Обращением числа a по модулю n (обозначается a-1) называется такое число x Zn, что ax  1 (mod n).

Обратное число a-1 по модулю n существует тогда и только тогда, когда НОД(a, n) = 1. Если НОД(a, n) = k > 1, то для произвольного элемента x  Zn выражение ax (mod n) будет делиться на k и никогда не будет равняться 1.

Вычисление обратного элемента. Пусть необходимо найти a-1 (mod n). Используя расширенный алгоритм Евклида, найдем НОД(a, n) = d и такие значения x и y, что ax + ny = d. Если d > 1, то обратного значения не существует. Иначе a-1 (mod n) = x, так как ax (mod n)  ax + ny (mod n)  d = 1.

Делением числа a на число b по модулю n называется умножение a на b-1 при условии существования b-1.

Теорема Эйлера. Если a и n взаимно простые, то a(n)  1 (mod n).

Доказательство. Воспользуемся второй теоремой про вычеты линейной формы. Пусть r1, ..., rk, k = (n) – наименьшие положительные вычеты сведенной системы по модулю n. Тогда наименьшими положительными вычетами чисел a * ri будут r1’ , ..., rk’, которые в совокупности также образуют сведенную систему. 
Таким образом

ar1  r1’ (mod n), ar2  r2’ (mod n), … , ark  rk’ (mod n)

Пермножим равенства: ak * r1 *  ... * rk  r1’ *  ... * rk’ (mod n). Поскольку произведения r1 *  ... * rk и r1’ *  ... * rk’ равны и взаимно просты по модулю, то разделив равенство на это произведение, получим ak  1 (mod n). По предположению k = (n), значит a(n)  1 (mod n).

Теорема Ферма. (Частный случай теоремы Эйлера).

Если p простое, a  Zp*, то ap-1  1 (mod p).

Следствие. Если перемножить равенство ap-1  1 (mod p) на a, то получим 

ap  a (mod p)

Следствие. 
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Доказательство. Пусть b = 
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Система двух линейных сравнений. Решим систему
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где n1 и n2 взаимно просты.

Решение. Поскольку n1 и n2 взаимно просты, то существуют такие p и q, что

pn1 + qn2 = 1

Возьмем неравенство по модулю n2: pn1 + qn2 = 1 (mod n2), pn1 = 1 (mod n2), откуда

p = 
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Аналогично q = 
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 и равенство pn1 + qn2 = 1 перепишется в виде 

n1 * 
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Умножим равенство на х:

x * n1 * 
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В первом слагаемом x заменим на 
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или то же самое что

x = a1  * n2 * 
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Пример. Решим систему сравнений: 
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x = a1  * n2 * 
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 = 1 * 7 * 3 + 3 * 5 * 3 = 21 + 45 = 66,

x mod (5 * 7) = 66 mod (35) = 31

Ответ: x = 31 mod 35.
Китайская теорема про остатки. Пусть n1, n2, …, nk  – попарно взаимно простые числа. Тогда система сравнений

x  a1 (mod n1)

x  a2 (mod n2)

. . . . . .. . .. . . . 

x  ak (mod nk)

имеет единственное решение по модулю n = n1 * n2 *  … * nk.

Алгоритм Гаусса решения системы линейных сравнений. Пусть имеется приведенная выше система сравнений. Значение x вычисляется по формуле

x = 
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mod n, где Ni = n / ni, Mi = 
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Пример. Решим систему сравнений: 
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Имеем:  n = 7 * 11 = 77, N1 = 77 / 7 = 11, N2 = 77 / 11 = 7, 

M1 = 
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mod n =  (3*11*2 + 5*7*8) mod 77 = (66 + 280) mod 77 = 346 mod 77 = 38.

Пример. Решим систему сравнений: 
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	n = 7 * 11 * 13 = 1001

	N1 = 1001 / 7 = 143
	M1 = 143-1 (mod 7) = 3-1 (mod 7) = 5

	N2 = 1001 / 11 = 91
	M2 = 91-1 (mod 11) = 3-1 (mod 11) = 4

	N3 = 1001 / 13 = 77
	M3 = 77-1 (mod 13) = 12-1 (mod 13) = 12
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mod n =  (6 * 143 * 5 + 8 * 91 * 4 + 2 * 77 * 12) mod 1001

= (4290 + 2912 + 1848) mod 1001 = 9050 mod 1001 = 41
Теорема о количестве делиителей. Если n  = 
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d(n) = (a1 + 1) * (a2 + 1) * … * (ak + 1)

делителей.

Доказательство. Обозначим через Ai множество делителей {1, pi, 
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}. Любой делитель числа n можно получить перемножая числа x1 * x2 * … * xk, где xi  Ai. Поскольку |Ai| = ai + 1, то количество вариантов получить разные произведения x1 * x2 * … * xk равно (a1 + 1) * (a2 + 1) * … * (ak + 1), что и требовалось доказать.

Функция вычисления d(n) имеет вид:

int d(int n)

{

  int c, i, res = 1;

  for(i = 2; i * i <= n; i++)

  {

    if (n % i == 0)

    {

      c = 0;

      while(n % i == 0) n /= i, c++;

      res *= (c + 1);

    }

  }

  if (n > 1) res *= 2;

  return res;

}

Теорема о сумме делителей. Если n  = 
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Указанную сумму можно записать также в виде

σ(n) = 
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Теорема Вильсона. Если p – простое число, то (p – 1)! –1 (mod p).

Доказательство. При p = 2 утверждение верно. Пусть x – некоторое число из множества {1, 2, …, p – 1}. Тогда существует единственный элемент x’ из  того же множества , что xx’  1 (mod p). Числа x и x’ равны тогда и только тогда, когда x = 1 или x = p – 1. Действительно, сравнение x2  1 (mod p) эквивалентно (x – 1)(x + 1) = 1 (mod p), откуда x  1 (mod p) или x  -1 (mod p). Из последних сравнений соответственно имеем x = 1 или x = p – 1. То есть все числа из множества {2, …, p – 2} можно разбить на пары (x, x’), для которых xx’  1 (mod p). Следовательно 2 * 3 * … * (p – 2)  1 (mod p). Умножая его на сравнение 1 * (p – 1)  -1 (mod p), получим 1 * 2 * 3 * … * (p – 2) * (p – 1)  -1 (mod p), то есть теорему Вильсона.

Предположим, что p составное, то есть p = qr (1 < q < p). Тогда q входит в качестве сомножителя в произведение 1 * 2 * … * (p – 1), и сравнение (p – 1)! + 1  0 (mod q) не разрешимо. Тем более будет неразрешимым и сравнение (p – 1)! + 1  0 (mod p).

Функция Мебиуса

Определение функции Мебиуса. Методы вычисления функции Мебиуса. Решето Мебиуса. 

Числа, свободные от квадратов. Решето Мебиуса за линейное время. Свертка Дирихле. 

Формула обращения Мебиуса. 
Функция Мебиуса µ(n) – это мультипликативная арифметическая функция, определенная для всех натуральных чисел n, и принимающая значения из множества {-1, 0, 1} в зависимости от характера разложения числа n на простые множители. 

Функция Мебиуса определяется следующим образом:

µ(n) = 1, если n не делится на квадрат простого числа и разложение на простые множители состоит из четного числа сомножителей;

µ(n) = –1, если n не делится на квадрат простого числа и разложение на простые множители состоит из нечетного числа сомножителей;

µ(n) = 0, если n делится на квадрат простого числа.

Принято считать, что µ(1) = 1. Если n является произведением k различных простых чисел, то µ(n) = (-1)k. Значения функции Мебиуса для малых значений n приведены ниже:

	n
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	µ(n)
	1
	-1
	-1
	0
	-1
	1
	-1
	0
	0
	1


Мультипликативность функции Мебиуса состоит в том, что µ(ab) = µ(a)µ(b), если a и b взаимно простые числа.
Пусть a = p1p2…pk и b = q1q2…ql, где pi и qj простые. Поскольку a и b взаимно простые, то pi ≠ qj (1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l). Тогда ab = p1p2…pk q1q2…ql, и µ(ab) = (-1)k + l = (-1)k(-1)l = µ(a)µ(b).

Если a или b не свободно от квадратов, то ab обязательно делится на квадрат простого числа. При этом µ(ab) = 0 и µ(a)µ(b) = 0.
Теорема. Сумма значений функции Мебиуса по всем делителям целого числа n, не равного 1, равна нулю:
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Доказательство. 

Пусть p – простое число. Тогда 
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Пусть n = pk (k > 1). Тогда
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Пусть p и q – простые числа. Тогда
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Пусть p, q, r – простые числа. 
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Заметим, что сумма 
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Пусть n  = 
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, где x, y, z – натуральные числа. При расписании суммы 
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 ненулевыми будут только слагаемые вида µ(piqjrk), где 0 ≤ i, j, k ≤ 1 (всего 8 слагаемых). Таким образом
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 = µ(1) + µ(p) + µ(q) + µ(r) + µ(pq) + µ(pr) + µ(qr) + µ(pqr)

Кортежем степеней слагаемого µ(piqjrk) назовем набор (i, j, k). Разобьем слагаемые на группы в зависимости от количества единиц в кортеже степеней. Например, две единицы имеются лишь в кортежах (1, 1, 0), (1, 0, 1) и (0, 1, 1), которым соответствуют слагаемые µ(pq), µ(pr) и µ(qr). Если кортеж состоит из четного числа единиц, то ему соответствует делитель, равный произведению четного числа различных простых чисел. А функция Мебиуса от такого делителя равна 1.

	число единиц

в кортежах
	кортежи
	слагаемые
	сумма 

слагаемых

	0
	(0, 0, 0)
	µ(1)
	1

	1
	(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)
	µ(p), µ(q), µ(r)
	-3

	2
	(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)
	µ(pq), µ(pr), µ(qr)
	3

	3
	(1, 1, 1)
	µ(pqr)
	-1


Заметим, что имеет место соотношение:
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Пусть n  = 
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, 0 ≤ bi ≤ ai. Тогда учитывая что некоторые значения µ(d) равны 0, получим:
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Ненулевыми будут только слагаемые 
[image: image153.wmf](

)

k

b

k

b

b

p

p

p

...

2

1

2

1

m

, в которых степени удовлетворяют неравенству 0 ≤ bi ≤ 1 для всех 1 ≤ i ≤ k. Вместо всех 2k последовательностей рассмотрим сначала все последовательности, в которых 0 единиц, потом 1 единица, …, k единиц. Кортежей (b1, b2, …, bk), у которых будет в точности l единиц, имеется 
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так как слагаемых величины (-1)l будет ровно 
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Указанную сумму можно расписать и так:
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Запишем выше приведенную формулу в виде:
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Если уже известны значения µ(i) (1 ≤ i ≤ n – 1), то µ(n) можно вычислить по этой формуле. Например:

µ(6) = -µ(1) – µ(2) – µ(3) = -1 + 1 + 1 = 1

µ(12) = -µ(1) – µ(2) – µ(3) – µ(4) – µ(6) = -1 + 1 + 1 – 0 – 1 = 0

Пусть необходимо вычислить функцию Мебиуса для всех значений от 1 до MAX. Заметим, например, что значение -µ(3) будет слагаемым при нахождении µ(6), µ(9), µ(12), … . 

Напишем решето, которое заполнит ячейки массива mu так, что mu[i] = µ(i). Изначально обнулим массив mu. Далее вычтем каждое ненулевое значение µ(i) из µ(j), где i делит j.

#define MAX 100

int mu[MAX] = {0};

void calc_Mobius(void)

{

  mu[1] = 1;

  for(int i = 1; i <= MAX; i++)

    if (mu[i])

      for(int j = i + i; j <= MAX; j += i)

        mu[j] -= mu[i];

}

Пример. Вычислим 
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. Указанная сумма равна 

µ(1) + µ(2) + µ(3) + µ(4) + µ(5) + µ(6) + µ(10) + µ(12) + µ(15) + µ(20) + µ(30) + µ(60)

Значения функции Мебиуса на делителях числа 60 приведем в следующей таблице:

	n
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	10
	12
	15
	20
	30
	60

	µ(n)
	1
	-1
	-1
	0
	-1
	1
	1
	0
	1
	0
	-1
	0


Простым подсчетом убеждаемся, что 
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Вычислим сумму иначе. Так как 
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Рассмотрим кортеж (b1, b2, b3). Ни одной единицы будет в кортеже (0, 0, 0), что соответствует делителю 1 числа 60. Одна единица будет в кортежах (1, 0, 0), (0, 1,0), (0, 0, 1), соответствующих делителям 2, 3 и 5. Две единицы будут в кортежах (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), соответствующих делителям 6, 10 и 15. Три единицы присутствуют в кортеже (1, 1, 1), которому соответствует делитель 30. Последняя сумма равна
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Подсчитаем количество натуральных чисел, не больших n, свободных от квадратов, используя формулу включения-исключения. Пусть 2 = p1 < p2 < … < pk – множество всех простых чисел, не больших 
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. Тогда по формуле включений-исключений искомое количество чисел равно

Q(n) = n – 
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Пример. Пусть n = 30. Имеется три простых числа, не больших 
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: p1 = 2, p2 = 3 и p3 = 5. По формуле

Q(30) = 30 – 
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  = 30 – 7 – 3 – 1 = 19
Если первое слагаемое n рассматривать как n / 12, то можно утверждать, что сумма Q(n) состоит из слагаемых вида 
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 соответствующие суммы равны нулю). Причем слагаемое 
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 имеет знак плюс, если i является произведением четного количества разных простых чисел, и знак минус, если i является произведением нечетного количества разных простых чисел. Однако отметим, что в первом случае µ(i) = 1, а во втором µ(i) = -1. Поэтому значение Q(n) можно переписать через функцию Мебиуса:

Q(n) = 
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При n = 30 имеем: 

Q(30) = µ(1) 
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Учитывая, что если i свободно от квадратов, то 
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Функция Мебиуса связана с функцией Мертенса M(n) соотношением:

M(n) = 
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Решето Мебиуса за линейное время
Рассмотрим задачу вычисления функции Мебиуса для µ(i) для всех значений i таких что 1 ≤ i < MAX. Запустим сначала решето Эратосфена, которое для каждого значения i занесет в ячейку lp[i] наименьший простой (lowest prime) делитель числа i. При этом нам придется построить массив primes всех простых чисел от 2 до MAX (длина этого массива равна cnt, не больше LMAX).
#define MAX 10000010

#define LMAX 700000

int cnt = 0;

int lp[MAX+1] = {0}, primes[LMAX], mu[MAX] = {0};

Перебираем текущее число i от 2 до MAX: 

· Если lp[i] = 0, то число i простое, так как до этого для него не обнаружилось других делителей. Устанавливаем  lp[i] = i и добавляем i в конец массива primes.

· Если lp[i] ≠ 0, то число i составное, и его минимальный простой делитель содержится в lp[i]. 
В обоих случаях следует провести расстановку значений в массиве lp. Причем это следуеет делать так, чтобы у каждого числа значение lp было установлено не более одного раза (тогда мы и получим линейную сложность алгоритма).
Лемма. Для любого натурального i имеется единственное его представление в виде

i = lp[i] * x,
где число x не имеет делителей, меньших lp[i] (то есть lp[i] ≤ lp[x]).
Рассмотрим числа вида xj = i * pj, где pj – все простые числа, не превосходяшие lp[i] (именно для этого нам необходимо хранить список простых чисел). Для всех чисел такого вида установим lp[xj] = pj.
void LinearEratosfen(void)

{

  int i, j;

  for (i = 2; i <= MAX; ++i) 

  {

    if (lp[i] == 0) 

    {

      lp[i] = i;

      primes[cnt++] = i;

    }

    for (j = 0; j < cnt && primes[j] <= lp[i] && i * primes[j] <= MAX; j++)

      lp[i * primes[j]] = primes[j];

  }

}

	i
	lp[i]
	простые числа primes[j], 
не большие lp[i]
	i * primes[j]

	2
	2
	2
	4

	3
	3
	2, 3
	6, 9

	4
	2
	2
	8

	5
	5
	2, 3, 5
	10, 15,25

	6
	2
	2
	12

	7
	7
	2, 3, 5, 7
	14, 21, 35, 49

	8
	2
	2
	16

	9
	3
	2, 3
	18, 27


Например, в теле цикла при i = 7 будет установлено:
lp[14] = 2, lp[21] = 3, lp[35] = 5, lp[49] = 7
По массиву lp можно за линейное время постоить массив mu значений функции Мебиуса. Пусть на данный момент мы находим значение µ(i) при условии, что все значения µ(j)  (1 ≤ j < i) уже вычислены. 
Положим q = i / lp[i]. Если q делится на lp[i], то i не является свободным от квадратов и µ(i) = 0 (изначально массив mu обнулен, поэтому присваивание 0 мы нигде в коде не делаем). Иначе число i в разложении на простые множители содержит на один простой множитель больше, чем число q. Откуда µ(i) = -µ(q).
void calc_Mobius(void)

{

  int i, q;

  mu[1] = 1;

  for(i = 2; i < MAX; i++)

  {

    q = i / lp[i];

    if (q % lp[i] != 0) mu[i] = -mu[q];

  }

}

Свертка Дирихле

Определение. Арифметической называется функция f: N → C, определенная на множестве натуральных чисел и принимающая значения во множестве комплексных чисел.
Пример. Следующие функции являются арифметическими:

· π(n) – количество простых чисел, не больших n.

· d(n) – количество натуральных делителей числа n.

· σ(n) – сумма натуральных делителей числа n.
Например, σ(6) = 1 + 2 + 3 + 6 = 12.
Свертка Дирихле – это бинарная операция, определенная для арифметических функций. Для двух функций f и g она определяется следующим образом:
(f • g) = 
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Свертка Дирихле ассоциативна, так как

f • (g • h) (n) = (f • g) • h (n) = 
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Определим функцию II равенствами: II(1) = 1, II(n) = 0 при n > 1. Тогда 

f • II = II • f = f
Определим также функцию I равенством: I(n) = 1 при n  N. Тогда
f • I = 
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Лемма. I • µ = µ • I = II.
Доказательство. µ • I (1) = µ(1) *  I(1) = 1. Одако при n > 1 µ • I (n) = 
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Обращение Мебиуса

Теорема. (Первая формула обращения Мебиуса). Пусть f – арифметическая функция и  

g(n) =
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Тогда 

f(n) = 
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Доказательство. Подставим значение g(n) =
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. Тогда получим:
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В последней сумме выделим слагаемое с d = n:
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Во втором слагаемом значение d не равно n. Внутренняя сумма представляет собой сумму по всем делителям числа n / d, не равного единице. Она равна нулю согласно выше приведенной теореме. Поэтому вся двойная сумма равна нулю.

Формулу обращения Мебиуса можно также вывести через свертку Дирихле. Поскольку g(n) =
[image: image223.wmf]å
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Рассмотрим свертку:
g • µ = (f • I) • µ = f • (I • µ) =  f • II = f
Тогда 

f (n) = g • µ (n) = 
[image: image224.wmf]å
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Пример. Покажем на примере, что приведенная в доказательстве перестановка порядка суммирования корректна. Пусть n = 12. Его делителями будут d  {1, 2, 3, 4, 6, 12}.

При d = 1 значение m перебирает делители 12 / 1 = 12: m  {1, 2, 3, 4, 6, 12}.

При d = 2 значение m перебирает делители 12 / 2 = 6: m  {1, 2, 3, 6}.

При d = 3 значение m перебирает делители 12 / 3 = 4: m  {1, 2, 4}.

При d = 4 значение m перебирает делители 12 / 4 = 3: m  {1, 3}.

При d = 6 значение m перебирает делители 12 / 6 = 2: m  {1, 2}.

При d = 12 значение m перебирает делители 12 / 12 = 1: m  {1}.

Распишем сумму: 
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µ(1) ( f(1) + f(2) + f(3) + f(4) + f(6) + f(12) ) +

µ(2) ( f(1) + f(2) + f(3) + f(6) ) +

µ(3) ( f(1) + f(2) + f(4) ) + µ(4) ( f(1) + f(2) + f(3) ) + 

µ(6) ( f(1) + f(2) ) + µ(12) ( f(1) ) = 

f(1) (µ(1) + µ(2) + µ(3) + µ(4) + µ(6) + µ(12) ) +

f(2) (µ(1) + µ(2) + µ(3) + µ(4) + µ(6) ) +

f(3) (µ(1) + µ(2) + µ(4) ) + f(4) (µ(1) + µ(2) + µ(3) ) +

f(6) (µ(1) + µ(2) ) + f(12) (µ(1) ) = 
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Пример. Известно, что 
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Например,  (12) = μ(1) * 12 + μ(2) * 6 + μ(3) * 4 + μ(4) * 3 + μ(6) * 2 + μ(12) * 1 = 

12 – 6 – 4 + 0 + 2 + 0 = 4.

Пример. Пусть f(x) = 
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, g(x) = 1 для всякого действительного x ≥ 1. Тогда из соотношения 

f(x) = 
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по формуле обращения получим
g(x) = 
[image: image231.wmf](

)

å

Î

£

£

Z

d

x

d

d

x

f

d

1

)

/

(

m


Учитывая, что g(x) = 1, а 
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Распишем указанную сумму, например для x = 7:
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УПРАЖНЕНИЯ
1. Вычислить суммы: 
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2. Пусть σm(n) = 
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3. Доказать, что 
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4. Доказать, что 
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5. Доказать, что 
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Доказательство. Пусть n = 
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Левая часть равна
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Дискретное преобразование Фурье

Каждый многочлен P(x) = a0 + a1x+ a2x2 + …. + anxn однозначно задается набором из n + 1 коэффициента a0, a1, a2, …, an. 
Для однозначного задания многочлена степени n достаточно знать его значения в n + 1 точке: (x1, y1), (x2, y2), …, (xn+1, yn+1).
Между набором (a0, a1, a2, …, an) и {(x1, y1), (x2, y2), …, (xn+1, yn+1)} существует взаимно однозначное соответствие.
Задача. Дано многочлен P(x)и набор абсцисс x1, …, xn+1. Найти значения yi многочлена в точках xi.

Решение. Очевидно, что yi = P(xi), 
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Задача. Построить многочлен Pk(x), для которого

Pk(xi) = 0 при 1 ≤ i ≤ n + 1, i ≠ k и  Pk(xk) = 1.
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Решение. Требуемым многочленом будет
Pk(x) = 
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Задача. Задан набор точек (xi, yi). Найти коэффициенты многочлена P(x), для которого yi = P(xi).

Решение. Решением является интерполяционный многочлен Лагранжа

P(x) = 
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Пример. Построить многочлен, проходящий через три точки (0; 3), (1; 2), (2; 3).
Интерполяционный многочлен Лагранжа имеет вид:

P(x) = 3 * P1(x) + 2 * P2(x) + 3 * P3(x) = 
= 3 * 
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Многочлен n-го степеня можно задавать:

(I) Коэффициентами a0, a1, a2, …, an.
(II) Значениями в  n + 1 точке (xi, yi), 
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Необходимо уметь эффективно преобразовывать многочлен из одной формы в другую и наоборот за O(nlog2n). В форме (II) многочлены можно перемножить за O(n), так как для этого достаточно перемножить соответствующие значения yi.
Таким образом мы сможем умножать многочлены за O(nlog2n), а не классически за O(n2).
Вычисление значений полинома в n точках
Пусть P(x) = a0 + a1x+ a2x2 + …. + an-1xn-1, n – четное.

Задача. За какое время можно вычислить значение полинома в точке P(x0)?
Решение. Можно воспользоваться схемой Горнера за O(n).
Задача. Необходимо вычислить значение многочлена P(x) n-ой степени в n разных точках. Это можно совершить за O(n2). Но оказывается, что можно подобрать каким-то специальным образом эти n точек, чтобы все значения многочлена в них можно было бы вычислить за O(nlog2n). Рассмотрим следующее множество точек (два набора по n/2 точек):
x0, x1, x2, …, 
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-x0, -x1, -x2, …, -
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Распишем многочлен P(x) следующим образом: 

P(x) = a0 + a1x+ a2x2 + …. + an-1xn-1 = 

(a0 + a2x2 + a4x4 + …. + an-2xn-2)  + x ∙ (a1 + a3x2 + a5x4 + …. + an-1xn-2) = 

= P0(x2) + x ∙ P1(x2),
где P0(x) и P1(x) – некоторые многочлены, степени которых в 2 раза меньше степени P(x).
Тогда значения многочлена P(x) в точках xk и - xk равны (формулы (*)):
P(xk) = P0(
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) + xk ∙ P1(
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P(-xk) = P0(
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) – xk ∙ P1(
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Как же получить выигрыш во времени? Следует выбрать не просто произвольные n точек, а n точек, разбитых на пары (xk, - xk). В каждой паре числа должны различаться знаком. Значения многочленов P0(x) и P1(x) следует вычислять не во всех n точках, а только в n/2 точках 
[image: image281.wmf]2
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 (0 ≤ k < n).
Временная оценка. Пусть T(n) – время, за которое можно вычислить значения многочлена P(x) в указанных n точках. Для этого необходимо решить две подзадачи – вычислить значения многочленов P0(x) и P1(x) в n/2 точках. На что потратится времени 2T(n/2). Далее произведем сборку: по формулам (*) пересчитаем за O(n) значения многочлена P(x) в n точках. Итого
T(n) = 2T(n / 2) + O(n),
Что дает решение T(n) = O(nlog2n).
Вопрос: почему это все не работает, если например взять точки (1, -1), (2, -2), …, (n, -n), где n – степень двойки?
Ответ: потому что сначала точки обладают указаным свойством – они разбиты на пары. Но уже после первого же рекурсивного вызова, когда например следует вычислить значение многочлена P0(x) в точках (12, 22, …, n2), этот набор точек уже не обладает свойством разбития на пары (xk, - xk).
Вопрос: каким должен быть набор точек {
xk, - xk}, 0 ≤ k < n, чтобы и набор 
[image: image282.wmf]2
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 (0 ≤ k < n) также можно было бы разбить на пары (положительное число, отрицательное число)?
Пусть, например, у нас было 8 точек, разбитых на пары. Возвели их в квадрат, получили 4 числа, разбитые на пары. Возвели эти 4 числа в квадрат, получили 2 числа, разбитые на пары. И наконец возводим в квадрат эти два числа, и получаем одно и то же число. Пусть этим последним единственным числом является 1. 

Рассмотрим обратный процесс построения пар:
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Вторая строка содержит все квадратные корни из 1. Третья строка содержит все корни четвертой степни из 1. Следующая строка будет содержать все корни восьмой степни из 1, и так далее.
Комплексные числа

Любое комплексное число z имеет представление в алгебраической a + bi и тригонометрической r (cosφ + isinφ) форме.

Умножение комплексных чисел. Если  z1 = r1 (cosφ + isinφ) и z2 = r2 (cosψ + isinψ), то
z1 z2 = r1 r2 (cos(φ + ψ) + isin(φ + ψ))
Разложение ez в ряд Маклорена:

ez = 1 + z + 
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Формула Эйлера:

eiφ = cosφ + isinφ
Так, например e2πi = cos2π + isin2π = 1.
Формула Муавра. Если z =  r (cosφ + isinφ), то zn =  rn (cosnφ + isinnφ).
Вычисление корней n-го степеня:
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Пример. 
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Пусть ε, ε2, …, εn-1, εn = 1 – корни n-ой степени из 1. 

Тогда ε = 
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Пусть P(x) = a0 + a1x+ a2x2 + …. + an-1xn-1 = 
[image: image305.wmf]å

-

=

1

0

n

j

j

j

x

a


Входные данные: a0, a1, a2, …, an-1.
Выходные данные: b0, b1, b2, …, bn-1, где bk = P(εk) = 
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Определение. Переобразование (a0, a1, a2, …, an-1) в (b0, b1, b2, …, bn-1) называется дискретным преобразованием Фурье (Discrete Fourier Transform). Соответствующее обратное преобразование называется обратным преобразованием Фурье. Обозначать этот факт будем следующим образом:
DFT(a0, a1, a2, …, an-1) = (b0, b1, b2, …, bn-1)
DFT-1(b0, b1, b2, …, bn-1) = (a0, a1, a2, …, an-1)
Быстрым преобразованием Фурье называется алгоритм выполнения дискретного преобразования Фурье за время O(nlog2n).

Пример. Рассмотрим многочлен P(x) = 1 + 2x – x2 + 3x3. (a0, a1, a2, a3) = (1, 2, -1, 3). Найдем коэффициенты (b0, b1, b2, b3), где bk = P(εk), 0 ≤ k ≤ 3, ε – примитивный корень 4 степени из 1 (в данном случае ε = i).
Непосредственное вычисление
b0 = P(ε0) = P(1) = 1 + 2 – 1 + 3 = 5,
b1 = P(ε1) = P(i) = 1 + 2i – i2 + 3i3 = 1 + 2i + 1 – 3i = 2 – i,
b2 = P(ε2) = P(-1) = 1 – 2 – 1 – 3 = -5,
b3 = P(ε3) = P(-i) = 1 – 2i – i2 + 3i = 2 + i.
Таким образом (b0, b1, b2, b3) = (5, 2 – i, -5, 2 + i) или то же самое что
DFT(1, 2, -1, 3) = (5, 2 – i, -5, 2 + i)

Вычисление по формулам bk = P(εk) = 
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+ a3i = 1 – 2i + 1 + 3i =  2 + i
Обратное преобразование Фурье

Построим такой многочлен P0(z), что P0(ε0) = 1, а P0(εk) = 0 при 
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Таким многочленом будет P0(z) = 
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. Докажем это.
P0(ε0) = P0(1) = 
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Например, при k = 1: Q0(ε) = 1 + ε + ε2 + … + εn-1 = 0, так как сумма всех корней из единицы равна нулю. Далее:
Q0(εk) = 1 + εk + ε2k + … + ε(n-1)k = εnk + εk + ε2k + … + ε(n-1)k =

= εk (1 + εk + ε2k + … + ε(n-1)k) = εk Q0(εk),

Откуда Q0(εk) (1 – εk)  = 0. Учитывая, что εk ≠ 1, имеем Q0(εk) = 0.
Построим такой многочлен Pk(z), что Pk(εk) = 1, а Pk(εj) = 0 при 0 ≤ j ≤ n – 1, j ≠ k. Таким многочленом будет Pk(z) = 
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Входные данные: b0, b1, b2, …, bn-1, где bk = P(εk) = 
[image: image337.wmf]å
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Выходные данные: a0, a1, a2, …, an-1.
Построим интерполяционный многочлен Лагранжа:
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Учитывая, что Q0(z) = 
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Из равенства 
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или aj = 
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Обратное преобразование Фурье задается формулами: aj = 
[image: image352.wmf]å
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Пример. Рассмотрим многочлен P(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3. 
Пусть bk = P(εk), 0 ≤ k ≤ 3, ε = i (примитивный корень 
[image: image353.wmf]4

1

).
Входные данные: (b0, b1, b2, b3) = (5, 2 – i, -5, 2 + i).
Найти: (a0, a1, a2, a3)

Решение. Отметим, что ε = i, ε2 = -1, ε3 = - i, ε4 = 1. 

А также  ε-1 = ε3 = 1/i = -i, ε-2 = ε2 = -1, ε-3 = ε = i.
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Искомый многочлен имеет вид: P(x) = 1 + 2x – x2 + 3x3. Или то же самое что
DFT-1(5, 2 – i, -5, 2 + i) = (1, 2, -1, 3) 

Матрица Вандермонда

Пусть многочлен P(x) = a0 + a1x+ a2x2 + …. + an-1xn-1 проходит через n точек (xi, yi), 
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Умножение k-ой строки матрицы на столбец коэффициентов многочлена дают равенство: 
yk = a0 + a1xk + a2xk2 + …. + an-1xkn-1,
что говорит о том, что многочлен P(x) проходит через точку (xk, yk).

Пример. Многочлен P(x) = 3 – 2x + x2 проходит через три точки (0; 3), (1; 2), (2; 3). Тогда имеет место соотношение:
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Пример. Рассмотрим многочлен P(x) = 1 + 2x – x2 + 3x3. (a0, a1, a2, a3) = (1, 2, -1, 3). Найдем коэффициенты (b0, b1, b2, b3), где bk = P(εk), 0 ≤ k ≤ 3, ε – примитивный корень 4 степени из 1 (в данном случае ε = i).
Построим матрицу Вандермонда, в которой x0 = 1, x1 = ε, x2 = ε2, x3 = ε3. И умножим его на столбец коэффициентов многочлена.
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Лемма. Пусть ε – примитивный корень n-ой степени из 1. Пусть M(ε) – матрица  Вандермонда. Тогда обратная матрица Вандермонда определяется так: 

(M(ε))-1 = 
[image: image376.wmf]n
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Доказательство. Пронумеруем строки и столбцы матрицы Вандермонда от 0 до n – 1. Тогда M[i][j] = εij, а M-1[i][j] = ε-ij. Рассмотрим произведение матриц и вычислим, что находится в ее ячейках.
(M(ε) * (M(ε-1))) [i][j] = 
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Если i = j, то каждое слагаемое суммы равно ε0 = 1 и общая сумма равна n.
Если i = j, то εi-j ≠ 1. Воспользуемся формулой суммы геометрической прогрессии:
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Пример. Пусть ε – примитивный корень четвертой степени из 1. Тогда
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Пример. Вычислим DFT -1(5, 2 – i, -5, 2 + i):
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Рекурсивная реализация за O(n log2n)
Пусть n – четное число. Рассмотрим многочлен P(x) = a0 + a1x+ a2x2 + …. + an-1xn-1. Выделим отдельно члены с четными и нечетными степенями:
P(x) = P0(x2) + x ∙ P1(x2),

где P0(x) = a0 + a2x+ a4x2 + …. + 
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, P1(x) = a1 + a3x+ a5x2 + …. + 
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Если положить, что bk = P(εk), 0 ≤ k ≤ n – 1, то

bk = P(εk) = P0(ε2k) + εk ∙ P1(ε2k)
Пример. Пусть P(x) = 1 + 2x – x2 + 3x3. Положим P0(x) = 1 – x, P1(x) = 2 + 3x, тогда
P(x) = P0(x2) + x∙P1(x2) = 1 – x2 + x∙(2 + 3x2) = 1 + 2x – x2 + 3x3
Указанное разложение P(x) на многочлены P0(x) и P1(x) можно отобразить в виде:
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Преобразование Фурье состоит в вычислении значения многочлена P(x) в точках ε0, ε1, …, εn-1. Для этого поступим следующим образом:

· вычислим значения многочленов P0(x) и P1(x) в точках (ε0)2, (ε1)2, …, (εn-1)2.

· скомбинируем результаты

Отметим, что набор (ε0)2, (ε1)2, (ε2)2,…, (εn-1)2 состоит только из n/2 корней из единицы, то есть из чисел ε0, ε2, ε4,…, εn-2.
Пример. Рассмотрим все корни восьмой степени из единицы: (ε0, ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, ε6, ε7). Поскольку ε = 
[image: image393.wmf]8

1

 – примитивный корень, то ε8 = 1. Набор из квадратов этих корней имеет вид:

(ε0, ε2, ε4, ε6, ε8, ε10, ε12, ε14) = (ε0, ε2, ε4, ε6, ε0, ε2, ε4, ε6)
Если ε – примитивный корень восьмой степени из единицы, то ε2 – примитивный корень четвертой степени из единицы, а набор (ε0, ε2, ε4, ε6) представляет собой все корни четвертой степени из единицы.

Преобразование Фурье для вектора длины 1 равно этому же вектору. Так как если P(x) = a0, то P(ε0) = a0. То есть DFT(a0) = (a0) и DFT-1(a0) = (a0).
Вычисление DFT(a0, a1, a2, …, an-1) (n – четное)
Пусть 
DFT(a0, a2, a4, …, an-2) = (
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DFT(a1, a3, a5, …, an-1) = (
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где 
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Тогда для нахождения bk = P(εk) = P0(ε2k) + εk∙P1(ε2k) = 
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 (0 ≤ k ≤ n – 1) индексы в равенстве следует брать по модулю n/2. Получим при 0 ≤ k < n/2:
bk = 
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Преобразование бабочки
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Пример. Пусть P(x) = 1 – x.
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DFT(1) = (1) = (
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DFT(-1) = (-1) = (
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Сборка. Поскольку n = 2, то ε = 
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b0 = 
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b1 = b0+1 = 
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DFT(1, -1) = (0, 2).

Пример. Пусть P(x) = 2 + 3x. 

Вычислим преобразование Фурье через матрицу Вандермонда (n = 2, ε = 
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 = -1):
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DFT(2, 3) = (5, -1).

Пример. Пусть P(x) = 1 + 2x – x2 + 3x3. 
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Дано: DFT(1, -1) = (0, 2) = (
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           DFT(2, 3) = (5, -1) = (
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Сборка. Поскольку n = 4, то ε = 
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k = 0: b0 = 
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k = 1: b1 = 
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          b3 = b1+2 = 
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Имеем:DFT(1, 2, -1, 3) = (5, 2 – i, -5, 2 + i).
Бабочки Фурье
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В последней строке записано бинарное представление чисел 0, 1, 2, …, 7 в реверсном (обратном) порядке. 
Преобразование Фурье (псевдокод)

Вход: массив а и его размер n.
Выход: b = DFT(a, n).

Recursive_DFT (a, n)

{
  // DFT массива из одного элемента равно этому же массиву
  if (n = 1) return a; 
      // устанавливаем значение примитивного корня из 1 степени n
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;

  // переменная, которая будет последовательно 
  // принимать значения ε0, ε1,…, εn/2-1.

  w = 1;

  // строим массивы
    a0 = (a0, a2, a4, …, an-2);

    a1 = (a1, a3, a5, …, an-1);

  // выполняем преобразование Фурье на массивах a0 и a1. 
    b0 = Recursive_DFT (a0, n / 2);

    b1 = Recursive_DFT (a1, n / 2);

      // сборка

  for k = 0 to n/2-1 do

  {

    bk = 
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    bk+n/2 = 
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 ;

        w = w ∙ ε;
  }

  return b;

}
Рассмотрим еще раз формулы прямого и обратного преобразования Фурье:

Прямое преобразование Фурье:    bk  =   
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Обратное преобразование Фурье: aj = 
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Эти две задачи почти ничем не отличаются, поэтому коэффициенты aj можно находить таким же алгоритмом, как и прямое DFT, только вместо εk везде надо использовать ε-k, а каждый элемент результата разделить на n.

Группы и задачи на раскраску

Определение. Группой G называется множество элементов с определенной для каждой пары элементов операцией (которую будем обозначать через *), для которой имеют место следующие свойства:

1) замкнутость:  a, b  G a * b G.

2) ассоциативность: для всех a, b, c G a * (b * c) = (a * b) * c
3) существование единицы: существует такой элемент e  G, что a * e = e * a = a.

4) существование обратного элемента: для произвольного a  G существует такой элемент b 

 G, что a * b = e.

Определение. Если группа имеет конечное количество элементов, то она называется конечной, а количество элементов – порядком группы.

Определение. Если в группе G для произвольных элементов a, b  G имеет место равенство a * b = b * a, то группа G называется коммутативной или абелевой.

Примеры групп:

1. G1 = <{n | n  Z}, + > – множество целых чисел с операцией сложения.

2. G2 = <{2*n | n  Z}, + > – множество парных целых чисел с операцией сложения.

3. G3 = <{-1, 1}, * >.

4. G4 = <Zn* , * >, где Zn* – множество всех натуральных чисел, меньших n и взаимно простых с n.

Смежные классы

Определение. Пусть H = {e, h1, h2, …, hn-1} – подгруппа группы G. Множество gH = {ge, gh1, gh2, …, ghn-1}, образованное умножением элементов H слева на элемент g G, называется левым смежным классом группы G по подгруппе H.

Теорема. Пусть H – подгруппа группы G. Тогда h  H имеет место hH = H.

Доказательство. Пусть H = {e, h1, h2, …, hn-1}. Поскольку подгруппа H замкнута, то hk  H hhk H, то есть hH H. С другой стороны hk  H  = ehk = (h h-1) hk = h (h-1 hk) hH (h-1 hk H), откуда H hH. Таким образом h  H hH = H.

Пример. Рассмотрим группу G = <Z11*, *>. Ее подгруппой будет H = {3n | n = 
[image: image449.wmf]5

 

1,

} = {3, 9, 5, 4, 1}. Выберем h = 9 и построим левый смежный класс hH:

9H = {9 * 3, 9 * 9, 5 * 9, 4 * 9, 1 * 9} = {5, 4, 1, 3, 9} = H

Теорема. Пусть H – подгруппа группы G. Если g1H g2H , то g1H =g2H, где g1, g2 G.

Доказательство. Пусть t g1H g2H, тогда h1, h2 H такие что t = g1h1 = g2h2. Рассмотрим левый смежный класс tH = (g1h1)H = (g2h2)H = g1(h1H) = g2(h2H), откуда g1H = g2H.

Теорема. Пусть H – подгруппа группы G. Тогда g  G |gH| = |H|.

Доказательство. Для доказательства достаточно показать, что все элементы в gH разные. Пусть h1 h2 H такие, что gh1 = gh2. Тогда g-1(gh1) = g-1(gh2) или (g-1g)h1 = (g-1g) h2, откуда h1 h2. Что противоречит предположению.

Теорема. Группа G распадается на левые смежные классы, непересекающиеся по подгруппе H, то есть G = g1H  g2H  …  gsH, где все g1, g2, …, gs – разные, giH gjH = если gi gj.

Доказательство. Пусть G = {gk1, gk2, …, gkm}. Очевидно, что G = gk1H  gk2H  …  gkmH. Убрав из равенства совпадающие левые смежные классы, находим искомое разложение группы: G = g1H  g2H  …  gsH.

Пример. Рассмотрим группу G = Z11* и ее подгруппу H = {3n | n = 
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1,

} = {3, 9, 5, 4, 1}. Если построить все возможные левые смежные классы hH, h  Z11*, то можно заметить что

H = 3H = 4H = 5H = 9H = {3, 9, 5, 4, 1},

2H = 6H = 7H = 8H = 10H = {6, 7, 10, 8, 2}

Отсюда можно записать, что группа G распадается на левые смежные классы H и 2H, или 5H и 10H:

G = H  2H или G = 5H  10H

Теорема. Количество генераторов цикличной группы G = {g, g2, g3, …, gn = e} равен (n).

Доказательство. Пусть r  {1, 2, …, n – 1}, НОД(r, n) = 1. Если предположить, что наступит (gr)k = grk = e для некоторого k < n, то r * k = n * t для некоторого t, так как n – порядок g. Поскольку НОД(r, n) = 1, то n делит k, что противоречит неравенству k < n. Поэтому |gr| = n.

Пусть НОД(r, n) = s > 1, то есть r = s * p, n = s * q, где НОД(p, q) = 1. Тогда (gr)q = (gsp)q = gspq = (gsq)p = (gn)p = ep = e и порядок |gr| = q < n.

Теорема Лагранжа. Порядок конечной группы G кратен порядку произвольной из ее подгрупп H:

|G| = |H| * |G : H|,

где |G : H| – целое число, которое называется индексом подгруппы H в группе G.

Доказательство. G = g1H  g2H  …  gsH, где все g1, g2, …, gs – разные, giH gjH = если gi gj. Тогда |G| = |g1H| + |g2H| + … + |gsH| = s * |H|, откуда |G : H| = s.

Симметрическая группа подстановок

Пусть S – конечное множество из m элементов. 

Определение. Множество всех взаимно однозначных отображений множества S на себя называется симметрической группой Sm степени m. 

Допустим далее, что S состоит из элементов {1, 2, …, m}. Каждое отображение : S  S называется подстановкой или перестановкой и записывается

= 
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где i= (i) – образ элемента i.

Определение. Произведением подстановок называется композиция отображений ()(i) = ((i)).

Например, для подстановок  = 
[image: image452.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

1

2

3

3

2

1

 и  = 
[image: image453.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

3

1

2

3

2

1

 имеем: 

 = 
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Пример показывает, что симметрическая группа Sm не является абелевой (некоммутативна).

Перестановкой, обратной к = 
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-1 = 
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для которой верно равенство -1 = -1  = e.

Далее вместо = 
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 будем писать = (, ,… , m).

Определение. Подстановка , которая заменяет элементы i1, i2, …, ik так что (i1) = i2, (i2) = i3, …, (ik) = i1, называется циклом длины k и обозначается (i1, i2, …, ik).

Определение. Два цикла называются независимыми, если они не содержат общих элементов.

Теорема. Каждую подстановку можно разложить единственным образом в произведение независимых циклов.

Например, перестановку (3, 2, 4, 5, 1, 6) можно разложить в виде (1, 3, 4, 5)(2)(6), а перестановку (3, 2, 1, 5, 4, 6) – в виде (1, 3)(2)(4, 5)(6).

Цикловой индекс группы

Пусть G – группа, действующая на множестве S = {1, 2, …, m}. Рассмотрим разложение g  G на независимые циклы

g = 
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 = (b1)(b2)…(bk1) (bi1)(bi2)…(bk2) … (bj1)(bj2)…(bkm), где

k1 – количество циклов длины 1,

k2 – количество циклов длины 2,

...

km – количество циклов длины m.

Набор (k1, k2, …, km) называется характеристикой элемента g, где 1 * k1 + 2 * k2 + … + m * km = m.

Определение. Цикловым индексом Z(G, x1, …, xm) группы G, действующей на множестве S, называется полином от переменных x1, …, xm, который определяется формулой

Z(G, x1, …, xm) = 
[image: image460.wmf]å
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где (k1, k2, …, km) – характеристики элемента g.

Пример. Рассмотрим равносторонний треугольник, который вращается вокруг своего центра в своей плоскости. Введем группу перестановок вершин треугольника G = {e, a, a2}, где 

e = (1, 2, 3) – тождественная перестановка,

a = (2, 3, 1) – поворот по часовой стрелке на 120.

a2 = (3, 1, 2) – поворот по часовой стрелке на 240.


[image: image461.emf]1
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Группа имеет 3 элемента, построим характеристику для каждого из них:

e = (1)(2)(3) имеет характеристику (3, 0, 0). Соответствует слагаемое 
[image: image462.wmf]3
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.

a = (231) имеет характеристику (0, 0, 1). Соответствует слагаемое x3.

a2 = (312) имеет характеристику (0, 0, 1). Соответствует слагаемое x3.

Цикловой индекс группы имеет вид:

Z(G, x1, x2, x3) = 
[image: image463.wmf]3
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Пример. Пусть G – множество всех подстановок вершин куба, которые могут быть получены его вращениями. Куб имеет 8 вершин.

Существует 24 вращения куба, которые можно разбить на 5 частей:

1. тождественное e = (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8), имеет характеристику (8, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0). Соответствует слагаемое 
[image: image465.wmf]8
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2. три поворота на 180 вокруг прямых, соединяющих центры противоположных граней. 


Приведенный поворот характеризуется перестановкой a = (3, 4, 1, 2, 7, 8, 5, 6) = (1, 3)(2, 4)(5, 7)(6, 8), имеющей характеристику (0, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0). Соответствует слагаемое 
[image: image466.wmf]4
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. Все три поворота имеют одинаковую характеристику, поэтому вместе внесут в цикловой индекс слагаемое 3
[image: image467.wmf]4
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3. шесть поворотов на 90 вокруг прямых, соединяющих центры противоположных граней.

Приведенный поворот характеризуется перестановкой a = (4, 1, 2, 3, 8, 5, 6, 7) = (1, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8), имеющей характеристику (0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0). Соответствует слагаемое 
[image: image468.wmf]2
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. Все шесть поворотов имеют одинаковую характеристику, поэтому вместе внесут в цикловой индекс слагаемое 6
[image: image469.wmf]2
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4. шесть поворотов на 180 вокруг прямых, соединяющих середины противоположных ребер.

Приведенный поворот характеризуется перестановкой a = (2, 1, 5, 6, 3, 4, 8, 7) = (1, 2)(3, 5)(4, 6)(7, 8), имеющей характеристику (0, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0). Соответствует слагаемое 
[image: image470.wmf]4
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. Все шесть поворотов имеют одинаковую характеристику, поэтому вместе внесут в цикловой индекс слагаемое 6
[image: image471.wmf]4
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5. восемь поворотов на 120 вокруг прямых, соединяющих противоположные вершины.

Приведенный поворот характеризуется перестановкой a = (1, 5, 6, 2, 4, 8, 7, 3) = (1)(7)(2, 5, 4)(3, 6, 8), имеющей характеристику (2, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0). Соответствует слагаемое 
[image: image472.wmf]2
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. Все восемь поворотов имеют одинаковую характеристику, поэтому вместе внесут в цикловой индекс слагаемое 8
[image: image473.wmf]2
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Просуммировав слагаемые, получим цикловой индекс группы:

Z = 
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Пример. Пусть G – множество всех подстановок ребер куба, которые могут быть получены его вращениями. Куб имеет 12 ребер. Цикловой индекс группы равен

Z = 
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Пример. Пусть G – множество всех подстановок граней куба, которые могут быть получены его вращениями. Куб имеет 6 граней. Цикловой индекс группы равен

Z = 
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Теорема Пойа

Обозначим через w(r) вес элемента r  R (R – некоторое конечное множество).

Теорема Пойа. Количество классов эквивалентности группы G равно

Z(G, 
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Если веса взять равными 1, то количество классов эквивалентности равно

Z(G, |R|, |R|, |R|, … )

Пример. Вершины равностороннего треугольника можно покрасить в два цвета: белый и черный. Два треугольника считаются разными, если их нельзя совместить поворотом. Сколько разных треугольников можно получить?

Цикловой индекс группы поворотов треугольника равен

Z(G, x1, x2, x3) = 
[image: image494.wmf]3
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В нашем случае множеством R является множество цветов {w, b}. Пусть белый цвет имеет вес w, а черный – b. Тогда количество классов эквивалентности равно

Z(G, w + b, w2 + b2, w3 + b3) = 
[image: image496.wmf]3

1

((w + b)3 + 2 (w3 + b3)) = w3 + w2b + wb2 + b3.

Каждое из 4 слагаемых характеризует класс эквивалентности:

· w3 – три вершины покрашены в белый цвет;

· w2b – две вершины покрашены в белый цвет, одна – в черный;

· wb2 – одна вершина покрашена в белый цвет, две – в черный;

· b3 – три вершины покрашены в черный цвет;

Выбрав все веса равными 1, получим: |R| = 2 (количество цветов). Количество классов эквивалентности равно

Z(G, 2, 2, 2) = 
[image: image497.wmf]3
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Если добавить условие, что два треугольника считаются разными, если их нельзя совместить не только поворотом, но и симметрией относительно прямой, проходящей через вершину и середину противоположного ребра, то добавятся еще перестановки

im1 = (1, 3, 2) – прямая проходит через вершину 1;
im2 = (3, 2, 1) – прямая проходит через вершину 2;
im3 = (2, 1, 3) – прямая проходит через вершину 3;
Цикловой индекс группы примет вид:

Z(G, x1, x2, x3) = 
[image: image498.wmf]6
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Тогда

Z(G, w + b, w2 + b2, w3 + b3) = 
[image: image500.wmf]6
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((w + b)3 + 3(w + b) (w2 + b2) + 2 (w3 + b3)) = 

= w3 + w2b + wb2 + b3
Пример. Сколькими способами можно покрасить куб двумя цветами так, чтобы 4 грани были покрашены в красный цвет, а 2 – в синий. Два куба считаются одинаково покрашенными, если их можно совместить поворотами.

Цикловой индекс группы вращений для граней куба равен

Z = 
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R = {r, b}. Количество классов эквивалентности равно

Z = 
[image: image507.wmf]24
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((r + b)6 + 3(r + b)2(r2 + b2)2 + 6(r + b)2(r4 + b4) + 6(r2 + b2)3 + 8(r3 + b3)2)

Покраска 4 граней красным, а 2 синим соответствует слагаемому при r4b2. Коэффициент при нем равен

(15 + 9 + 6 + 18 + 0) / 24 = 2

Следовательно покраску можно совершить 2 способами.

Пример. Сколькими способами можно покрасить грани куба n красками? Два покрашенные куба считаются разными, если их нельзя совместить поворотами.

Цикловой индекс группы вращений для граней куба равен

Z = 
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Подставим |R| = n (имеем n красок):

Z(G, n, n, n, n, n, n) = 
[image: image514.wmf]24
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Пример. Сколькими способами можно покрасить вершины куба n красками? Два покрашенные куба считаются разными, если их нельзя совместить поворотами.

Цикловой индекс группы вращений для граней куба равен

Z = 
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Подставим |R| = n (имеем n красок):

Z(G, n, n, n, n, n, n) = 
[image: image521.wmf]24
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(n8 + 9n4 + 6n2 + 8n2n2) = 
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Пример. Ожерелье состоит из бусинок трех цветов. Ожерелье должно содержать 5 бусинок. Сколько разных ожерелий можно составить? Два ожерелья считаются разными, если их нельзя совместить.

Составим группу поворотов ожерелья G = (e, a, a2, a3, a4), где 

e  = (1)(2)(3)(4)(5) – тождественное преобразование, имеет характеристику (5, 0, 0, 0, 0). Соответствует слагаемое 
[image: image523.wmf]5
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a  = (2, 3, 4, 5, 1) – поворот на одну бусинку, имеет характеристику (0, 0, 0, 0, 1). Повороты a2, a3, a4 имеют ту же самую характеристику. Этим четырем поворотам соответствует слагаемое 4
[image: image524.wmf]5
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Цикловой индекс группы:

Z(G, x1, x2, x3, x4, x5) = 
[image: image525.wmf]5
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Имеем 3 цвета, поэтому |R| = 3. Количество различных ожерелий равно

Z(G, 3, 3, 3, 3, 3) = 
[image: image528.wmf]5
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Пример. Ожерелье состоит из бусинок k цветов. Ожерелье должно содержать p (p – простое число) бусинок. Сколько разных ожерелий можно составить? Два ожерелья считаются разными, если их нельзя совместить.

Группа поворотов ожерелий имеет вид: G = (e, a, a2, ... , ap-1).

e  = (1)(2)...(p) – тождественное преобразование, имеет характеристику (p, 0, 0, 0, 0). Соответствует слагаемое 
[image: image529.wmf]p
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a  = (2, 3, …, p, 1) – поворот на одну бусинку, имеет характеристику (0, 0, …0, 1). Повороты a2, …, ap-1 имеют такую же самую характеристику (поскольку p простое). Этим (p – 1) поворотам соответствует слагаемое (p – 1)
[image: image530.wmf]p
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Цикловой индекс группы:

Z(G, x1, x2, …, xp) = 
[image: image531.wmf]p
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Имеем k цветов, значит |R| = k. Количество разных ожерелий равно

Z(G, k, …, k) = 
[image: image534.wmf]p
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 (kp + (p – 1) * k) 

Пример. Пусть ожерелье состоит из 6 бусинок (число 6 – составное). рассмотрим все возможные преобразования – циклические сдвиги

	
	перестановка
	разбиение на циклы
	характеристика
	слагаемое

	π 0
	(1, 2, 3, 4, 5, 6)
	(1) (2) (3) (4) (5) (6)
	(6, 0, 0, 0, 0, 0)
	
[image: image535.wmf]6

1

x



	π 1
	(2, 3, 4, 5, 6, 1)
	(1, 2, 3, 4, 5, 6)
	(0, 0, 0, 0, 0, 1)
	x6

	π 2
	(3, 4, 5, 6, 1, 2)
	(1, 3, 5) (2, 4, 6)
	(0, 0, 2, 0, 0, 0)
	
[image: image536.wmf]2
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	π 3
	(4, 5, 6, 1, 2, 3)
	(1, 4) (2, 5) (3, 6)
	(0, 3, 0, 0, 0, 0)
	
[image: image537.wmf]3
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	π 4
	(5, 6, 1, 2, 3, 4)
	(1, 3, 5) (2, 4, 6)
	(0, 0, 2, 0, 0, 0)
	
[image: image538.wmf]2
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	π 5
	(6, 1, 2, 3, 4, 5)
	(1, 2, 3, 4, 5, 6)
	(0, 0, 0, 0, 0, 1)
	x6


Цикловой индекс группы:

Z(G, x1, x2, x3, x4, x5, x6) = 
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Перестановка π i имеет в точности ci = НОД (i, 6) циклов, каждый из которых имеет длину li =  6 / НОД (i, 6). В цикловой индекс группы для каждого i входит слагаемое 
[image: image543.wmf]i
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Если бусинки разрешено красить k цветами, то число различных ожерелий равно 
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Выражение gcd(i, n) при 1 ≤ i ≤ n принимает только те значения, которые являются делителями числа n. Также существует много таких различных i, для которых gcd(i, n) будут одинаковыми. Для каждого делителя d слагаемое 
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 = kd в сумме учтется несколько раз. Перейдем от суммы по всем i к сумме по всем делителям: 
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где Cd – это количество таких i, что  gcd(i, n) = d. Любое такое i имеет вид i = dj, и равенство gcd(dj, n) = d эквивалентно gcd(j, n/d) = 1. Откуда количество таких j равно φ(n / d). Сумма примет следующий вид:
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Цикловой индекс циклической группы (разрешены только вращения):

Z(G, x1, …, xn) = 
[image: image550.wmf]å
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Пример. При n = 6 формула примет в вид: 
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Если использовать при подсчете ожерелий цикловой индекс группы

Z(G, x1, x2, x3, x4, x5, x6) = 
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то ответ будет равным 
[image: image559.wmf]6
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(k6 + k3 + 2k2 + 2k).

Пример. Бусинки красного, синего и зеленого цвета собраны вместе и образуют циклическое ожерелье из 5 бусинок. Если пренебречь повторениями, полученными в результате поворота вокруг центра и отражениями относительно осей симметрии, сколько различных ожерелий можно образовать?

Тождественная перестановка (1, 2, 3, 4, 5) = (1) (2) (3) (4) (5), слагаемое 
[image: image560.wmf]5
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Циклические повороты (2, 3, 4, 5, 1), (3, 4, 5, 1, 2), (4, 5, 1, 2, 3), (5, 1, 2, 3, 4), слагаемое 4x5 (учитываем что число 5 простое)

Отражения относительно осей симметрии: (1, 5, 4, 3, 2) = (1) (2, 5) (3, 4), слагаемое 5x1
[image: image561.wmf]2
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, так как имеется пять осей симметрии.
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Всего имеется 10 преобразований, цикловой индекс группы равен
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Если имеется три цвета, то разных ожерелий имеется 
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Бусинки k цветов собраны вместе и образуют циклическое ожерелье из n бусинок. Если пренебречь повторениями, полученными в результате поворота вокруг центра и отражениями относительно осей симметрии, сколько различных ожерелий можно образовать?

1. Пусть n нечетно. Правильный многоугольник с n вершинами имеет n осей симметрии, каждая из которых проходит через вершину и середину противоположного ребра. Например, отражение относительно оси симметрии, проходящей через вершину номер 1, задается перестановкой

(1, n, 2, n – 1, 3, …, 
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) = (1) (2, n) (3, n – 1) … (
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Она имеет один цикл длины 1 и (n – 1) / 2 циклов длины 2. Перестановка обладает характеристикой (1, (n – 1) / 2, 0, …, 0). С учетом всех n осей симметрии, в цикловом индексе группы будет присутствовать слагаемое

n ∙ x1 ∙ 
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Цикловой индекс группы с учетом вращений и отражений относительно осей симметрии для нечетного n имеет вид:

Z(G, x1, …, xn) = 
[image: image575.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

å

2

1

2

1

1

)

,

gcd(

2

1

n

n

i

n

i

x

nx

k

n

 = 
[image: image576.wmf](

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

å

2

1

2

1

|

/

2

1

n

n

d

d

n

d

x

nx

x

d

n

j


2. Пусть n четно. Правильный многоугольник с n вершинами имеет:

· n/2 осей симметрии, проходящих через противоположные вершины. Перестановка имеет два цикла длины 1 (вершины, через которые проходят оси симметрии, остаются неподвижными) и (n – 2) / 2 циклов длины 2. В цикловом индексе группы присутствует слагаемое 
[image: image577.wmf]2
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· n/2 осей симметрии, проходящих через середины противоположных ребер. Перестановка имеет n / 2 циклов длины 2. В цикловом индексе группы присутствует слагаемое 
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Цикловой индекс группы с учетом вращений и отражений относительно осей симметрии для четного n имеет вид:

Z(G, x1, …, xn) = 
[image: image579.wmf](
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Пример. Пусть G – множество всех подстановок вершин тетраэдра, которые могут быть получены его вращениями. Тетраэдр имеет 4 вершины.

Существует 12 вращений тетраэдра, которые можно разбить на 3 категории:

1. тождественное e = (1)(2)(3)(4), имеет характеристику (4, 0, 0, 0). Соответствует слагаемое 
[image: image580.wmf]4
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2. восемь поворотов на 120 вокруг прямых, соединяющих вершину и середину противоположной грани.

Приведенный поворот характеризуется перестановкой a = (3, 1, 2, 4) = (1, 2, 3)(4), имеющей характеристику (1, 0, 1, 0). Соответствует слагаемое x1x3. Все восемь поворотов имеют одинаковую характеристику, поэтому вместе внесут в цикловой индекс слагаемое 8x1x3.

3. три поворота на 180 вокруг прямых, проходящих через середины противоположных ребер.

Приведенный поворот характеризуется перестановкой a = (4, 3, 2, 1) = (1, 4)(2, 3), которая имеет характеристику (0, 2, 0, 0). Соответствует слагаемое 
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. Все три поворота имеют одинаковую характеристику, поэтому вместе внесут в цикловой индекс слагаемое 3
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Просуммировав слагаемые, получим цикловой индекс группы

Z = 
[image: image583.wmf]12
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Пример. Пусть G – множество всех подстановок ребер тетраэдра, которые могут быть получены его вращениями. Тетраэдр имеет 6 ребер. Цикловой индекс группы равен

Z = 
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Пример. Пусть G – множество всех подстановок граней тетраэдра, которые могут быть получены его вращениями. Тетраэдр имеет 4 грани. Цикловой индекс группы равен

Z = 
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Схема шифрования RSA

Первый алгоритм кодирования с открытым ключом (Public Key Encryption, далее PKE) был предложен Витфилдом Диффи и Мартином Хелманом в Стэндфордском университете. Они, а также независимо от них Ральф Меркле, разработали основные понятия алгоритма в 1976 году. Преимущество PKE заключается в отсутствии необходимости секретной передачи ключа. PKE базируется на неразрешимости проблемы разложения натурального числа на простые множители.

Схема шифрования RSA была предложена в 1978 году и названа именами трех его изобретателей: Рона Ривеста (Ron Rivest), Ади Шамира (Adi Shamir) и Леонарда Адлемана (Leonard Adleman). RSA относится к классу алгоритмов кодирования с открытым ключом.

В 80-х годах криптосистема в основном использовалась для обеспечения секретности и достоверности цифровых данных. В современном мире RSA используется в web - серверах и браузерах для хранения секретности передаваемых данных по сети.

Схема RSA базируется на вычислении выражений со степенями. Открытый текст шифруется блоками, длина каждого из которых меньше некоторого числа n.

Алгоритм генерации ключа

A должен сгенерировать открытый и секретный ключи:

1. Сгенерировать два больших простых числа p и q приблизительно одинаковой длины;

2. Вычислить n = p * q, (n) = (p – 1) * (q – 1);

3. Выбрать натуральное e, 1 < e < (n), взаимно простое с (n);

4. Используя расширенный алгоритм Евклида, решить уравнение

d * e 1 (mod (n)).

Открытый ключ: (n, e). Секретный ключ: d.

Схема шифрования RSA

B шифрует сообщение m и посылает его A.

1. Шифрование. В совершает следующие действия:

а) получить открытый ключ (n, e) от А;

б) представить сообщение в виде натурального числа m из промежутка [1..n];

в) вычислить c = me mod n;

г) послать шифротекст c к А.

2. Дешифрование. Для получения сообщения m из шифротекста c А совершает следующие действия:

а) используя секретный ключ d, вычислить m = cd mod n.

Теорема. Шифр c декодируется правильно.

Поскольку p и q – простые числа, то  (p * q) =  (n) = (p – 1) * (q – 1), где  – функция Эйлера. Из условия выбора ключа d имеем: d * e mod (n) = 1, або d * e = (n) * k + 1 для некоторого натурального k.

cd mod n = (me)d mod n = m (e * d) mod n = m  (n) * k + 1 mod n = (m  (n) mod n) k * m = 1 k * m = m, поскольку по теореме Эйлера m (n) mod n = 1.

Определение. RSA системой называют функцию RSAn,e(x) = xe mod n и обратную ей     RSA-1n,e(y) = yd mod n, где e – кодирующая, а d – декодирующая экспонента, x, y Zn*.

Пример. Построим RSA систему и проведем операции кодирования и декодирования сообщения.

1. Выберем два простых числа: p = 17, q = 19;

2. Вычислим n = 17 * 19 = 323, (n) = (p – 1) * (q – 1) = 16 * 18 = 288;

3. Выберем e = 7 (НОД(e, (n)) = 1) и решим уравнение 7 * d  1 (mod 288), откуда d =  247.

Построена RSA система: p = 17, q = 19, n = 323, e = 7, d =  247.

Открытый ключ: n = 323, e = 7, секретный ключ: d =  247.

1. m = 4.     Кодирование: 47 mod 323 = 234. Декодирование: 234247 mod 323 = 4.

2. m = 123. Кодирование: 1237 mod 323 = 251. Декодирование: 251247 mod 323 = 123.

Теорема. Пусть n = p * q – RSA модуль (p, q – простые, нечетные). Тогда

НОД(n – 1,(n)) 

НОД(p – 1, q – 1)

Доказательство.  (n) = (p – 1) * (q – 1) = p * q – p – q + 1 = (n – 1) – (p – 1) – (q – 1), откуда (n – 1) – (n) = (p – 1) + (q – 1).

НОД(n – 1,(n)) = НОД((n – 1) – (n),(n)) = НОД((p – 1) + (q – 1),(n)) = НОД(a + b, a * b), где обозначено a = p – 1, b = q – 1.

Покажем, что НОД(a + b, a * b) 

НОД(a, b). Обозначим d = НОД(a, b). Тогда a 

 d, b 

d, откуда a + b 

d і a * b 

d, то есть НОД(a + b, a * b) 

d.

Следствие. Если НОД(n – 1,(n)) = 2, то НОД(p – 1, q – 1) = 2.

Пример. Для RSA системы p = 17, q = 19, n = 323, e = 7, d =  247 имеем:

НОД(n – 1,(n)) = НОД(322, 288) = 2, НОД(p – 1, q – 1) = НОД(16, 18) = 2

Условие теоремы имеет место, поскольку 2 

 2.

Прямая атака

Одной из первых атак на RSA систему была попытка разложить модуль n на множители. Если злодей сможет это сделать, то он легко вычислит (n) и легко найдет секретный ключ d по формуле d = e-1 mod (n). Но проблема факторизации больших натуральных чисел в настоящее время еще не решена. Кроме того, если можно разложить на множители n – 1, и эти множители не больше некоторого числа m, то факторизацию числа n можно провести за время не больше m3.

Циклическая атака

По известному шифру c (c = me mod n) злодей, имея открытый ключ e и n, желает найти сообщение m. Он начинает строить последовательность чисел

c, ce, 
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Поскольку вычисления совершаются в группе Zn*, то элементы последовательности находятся в границах от 0 до n – 1. То есть существует такое натуральное k, что с = 
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. Учитывая, что c = me mod n, имеем: me = 
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Таким образом для нахождения сообщения m по его шифру c необходимо построить последовательность c, ce, 
[image: image598.wmf]2

e

c

, [image: image599.wmf]3

e

c

, …, [image: image600.wmf]1

-

k

e

c

, 
[image: image601.wmf]k

e

c

 = c, и взять ее предпоследний член.
Пример. Решить уравнение: m7 mod 323 = 251.

Имеем: e = 7, n = 323, c = 251. Процесс вычисления отобразим в таблице:

	k
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	0
	251

	1
	310

	2
	47

	3
	4

	4
	234

	5
	123

	6
	251


Из таблицы имеем: c =  [image: image603.wmf]6

e

c

 = 251. Поскольку me = 
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Атака методом ослепления

Допустим, А имеет секретный ключ RSA системы, а Z – злодей, который перехватил шифр c и хочет декодировать его. При этом А отказывается выдать Z исходный текст m. Тогда Z выбирает некоторое значение b  Zn*, вычисляет c’ = be * c и просит А дешифровать его.  А соглашается дешифровать c’ своим секретным ключом d, поскольку содержание сообщения c’ ему ни про что не говорит и выглядит невинным. Получив m’ = c’d mod n, злодей Z вычисляет m = m’ / b и получает искомое m. Шифром m действительно является c, поскольку me = m’e / be = c’de / be = c’ / be = c.

Такая атака возможна, поскольку А не знает полной информации про шифр c’, который дает ему злодей Z.

Пример. Пусть А имеет RSA систему: p =17, q = 19, n = 323, e = 7, d = 247.

Злодей Z перехватил шифр c = 234 и хочет найти такое m, что m7 = 234 mod 323.

1. Z выбирает b = 10  Z323*, вычисляет c’ = 107 * 234 mod 323 = 14 и просит А дешифровать его. 

2. A вычисляет m’ = 14247 mod 323 = 40 и передает его Z.

3. Z находит искомое сообщение вычисляя 

m = 40 / 10 = 40 * 10-1 = 40 * 97 = 4 mod 323.

Таким образом 47 = 234 mod 323.

Ускорение дешифрования

При помощи китайской теоремы про остатки можно ускорить процесс дешифрования, зная секретные простые числа p и q.

Алгоритм. А имеет декодирующую экспоненту d, а также p и q (n = p * q). А получает от В шифр с и должен выполнить операцию cd (mod n).

1. Вычислить dp = d mod (p – 1), dq = d mod (q – 1)

2. Вычислить mp = 
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3. Решить систему линейных сравнений
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Решением системы будет декодированное сообщение m = cd (mod n).

Пример. Пусть RSA система имеет вид: p = 17, q = 19, n = 323, e = 7, d = 247.

Для решения уравнения m7 mod 323 = 251 (c = 251) вычислим 251247 mod 323:

1. dp = 247 mod 16 = 7, dq = 247 mod 18 = 13;

2., mp = 2517 mod 17 = 4, mq = 25113 mod 19 = 9;

3. Построим систему линейных сравнений


[image: image609.wmf]î

í

ì

=

=

)

19

  

(mod

 

9

)

17

  

(mod

 

4

m

m


Решая систему методом Гаусса, получим m = 123. Отсюда 1237 mod 323 = 251.

Малая кодирующая экспонента

Пример. Выберем сообщение m = 13 и зашифруем его тремя разными RSA системами.

1. p = 5, q = 17, n = 85, e = 3, d = 57, m3 mod 85 = 72;

2. p = 11, q = 23, n = 253, e = 3, d = 169, m3 mod 253 = 173;

3. p = 17, q = 23, n = 391, e = 3, d = 261, m3 mod 391 = 242;

Для нахождения сообщения m по открытым ключам (ni, ei ) и перехваченным шифрам ci составим систему сравнений
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Одним из ее решений будет x = 2197 = 133. То есть искомым сообщением будет m = 13.

Открытые сообщения

Определение. Сообщение m будем называть открытым, если его шифр равен самому сообщению, то есть me = m (mod n).

Например, сообщения m = 0 и m = 1 всегда являются открытыми для любых значений e и m.

Утверждение. Количество открытых сообщений в RSA системе равно 

(1 + НОД(e – 1, p – 1)) * (1 + НОД(e – 1, q – 1))

Поскольку значения e – 1, p – 1 и q – 1 четные, то НОД(e – 1, p – 1)  2, НОД(e – 1, q – 1)  2. Следовательно количество открытых сообщений всегда не меньше 9.

УСЛОВИЯ ЗАДАЧ

55. Подарки к 8 Марта

На праздник 8-го Марта ребята решили сделать подарок девушкам. Готовя подарки, они быстро разложили в подарки по открытке, мягкой игрушке. А когда начали раскладывать мандарины, то попали в затруднительное положение. Сначала они разложили мандарины по m штук в каждый пакет (а в другие пакеты – яблоки), не вышло: на один из пакетов пришелся m – 1 мандарин. Когда попробовали положить по m – 1 мандарину, то осталось m – 2 мандарина. Когда попробовали положить по m – 2 мандарина, то осталось m – 3, и т.д. Когда попробовали положить по 2 мандарина, то оставался 1 мандарин. Какое же количество мандарин купили ребята?

Вход. Количество мандарин m (1 < m ≤ 1000), которое хотели ребята вначале положить в подарок.

Выход. Наименьшее возможное количество мандарин, которое купили ребята в подарок девушкам.

Пример входа

4

Пример выхода

11

135. НОК

Найти наименьшее общее кратное (НОК) n натуральных чисел.

Вход. В первой строке задано количество чисел n (1 < n < 21). Во второй строке находится n натуральных чисел, не превышающих 100 и разделенных пробелом.

Выход. НОК заданных чисел.

Пример входа

2

2 3

Пример выхода

6

136. Отрезок

Задан отрезок, концы которого имеют целочисленные координаты. Подсчитайте количество точек отрезка, имеющих целочисленные координаты.

Вход. Четыре числа – координаты x1, y1, x2, y2 концов отрезка. Все входные данные не превышают по модулю 2۰109.

Выход. Искомое количество точек.

Пример входа

0 0 3 3

Пример выхода

4

414. Уравнение

Дано целое положительное число n. Сколько решений в целых положительных числах имеет уравнение:
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Вход. Целое число n (1 ≤ n ≤ 109).

Выход. Количество решений данного уравнения в натуральных числах.

Пример входа

2

Пример выхода

3

563. Простое уравнение

Петя нашёл в книге простое математическое уравнение: a*x + b*y = 1.

Его интересуют только целочисленные решения этого уравнения и только те, в которых x ≥ 0. Помогите Пете их найти.

Вход. В первой строке задано количество примеров t, которые нужно решить Пете (0 < t < 21), а в последующих t строках по два числа через пробел: a и b (0 ≤ a, b ≤ 231).

Выход. Для каждого примера выведите в отдельной строке одно решение уравнения: минимально возможное неотрицательное значение x и соответствующее для него целое значение y, или, в случае отсутствия решения, "No Solution".

Пример входа

3

77 51

10 44

34 79

7 11

Пример выхода

2 -3

No Solution

7 -3
8 -5
1155. Задача Евклида

Со времен Евклида известно, что для любых положительных a и b существуют такие целые x и y, что ax + by = d, где d – наибольший общий делитель a и b. По заданным a и b найти x, y, d.

Вход. Каждая строка содержит два натуральных числа a и b, разделенных пробелом (a, b  109).

Выход. Для каждой пары a и b в отдельной строке вывести три целых числа x, y и d, разделенных пробелом. Если искомых значений x и y несколько, то следует выводить такую пару, для которой |x| + |y| минимально. Если и таких пар несколько, то вывести ту пару, в которой x минимально.
Пример входа

4 6

17 17

Пример выхода

-1 1 2

0 1 17

1181. Монетный завод

Канадский королевский монетный двор получил заказ на изготовление столиков для кофе, ножки которых представляют собой купы монет. Каждый стол имеет четыре ножки, в каждой ножке используются монеты одинакового номинала, но при этом все номиналы в четырех ножках различны. Например, одна ножка может состоять из 25 центовых монет, другая из одноцентовых, еще одна ножка из двухцентовых монет. Высоты всех ножек должны быть одинаковыми.

Много монет доступно для изготовления таких ножек, включая памятные и иностранные. Вам известны имеющиеся в наличии номиналы монет и желаемая высота стола. Какую ближайшую к желаемой длину могут иметь сконструированные ножки, если каждая из них должна строится из уникального номинала монет?

Вход. Состоит из нескольких тестов. Каждый тест начинается следующими целыми числами: количество имеющихся номиналов монет n (4 ≤ n ≤ 100) и количество столов t (1 ≤ t ≤ 10), которое следует сделать. Далее следуют n строк; каждая из них характеризует толщину номинала монет в сотых миллиметра. Каждая из следующих t строк описывает высоту желаемого стола (также в сотых миллиметра). Последняя строка содержит 0 0 и означает конец входных данных.

Выход. Для каждого стола вывести два целых числа: наибольшую длину ножек, не превосходящую желаемую высоту, и наименьшую длину ножек, не меньшую желаемой высоты.

Пример входа

4 2

50

100

200

400

1000

2000

0 0

Пример выхода

800 1200

2000 2000

1182. Простое деление

Результатом целочисленного деления делимого n и делителя d является частное q и остаток r. q является числом, которое максимизирует q·d, то есть q·d ≤ n и r = n – q·d.

Для каждого набора чисел существует такое целое d, что если каждое число из этого набора поделить на d,  то получатся равные остатки.

Вход. Каждая строка содержит последовательность из ненулевого количества 32-битовых знаковых целых чисел, разделенных пробелом. Последнее число в каждой строке равно 0 и не принадлежит самой последовательности. Последовательность содержит не меньше 2 и не больше 1000 чисел; не все числа в последовательности равны между собой. Последняя строка содержит 0 и не обрабатывается.

Выход. Для каждого теста вывести наибольшее целое число, которое если поделить на каждое число последовательности, то получится один и тот же остаток.

Пример входа

701 1059 1417 2312 0

14 23 17 32 122 0

14 -22 17 -31 -124 0

0

Пример выхода

179

3

3

1183. Коробки

Есть две коробки. В первой находится a шаров, во второй b (0 < a + b < 2147483648). Шары разрешается перекладывать из одной коробки в другую. Причем перекладывать в любую из коробок можно только столько шаров, сколько в ней находится. Необходимо определить, можно ли все шары сложить в одну коробку.

Вход. Каждая строка содержит два целых числа a и b, разделенных пробелом.

Выход. Для каждого теста в отдельной строке вывести количество перекладываний, необходимое для того чтобы все шары находились в одной коробке, или -1, если это сделать невозможно.

Пример входа

2 6

8 12

7 9

Пример выхода

2

-1

4

1185. Астрономия

Вокруг звезды вращается n планет. Тангенциальная скорость планет постоянна. Направление вращений планет одинаково. Парадом планет называется момент времени, в который все планеты располагаются на одной прямой. Необходимо вычислить промежуток времени между последовательными парадами планет.

Вход. Первая строка содержит количество планет n (2  n  1000). Вторая строка содержит n чисел – периоды вращения планет ti (1  ti  10000). Не все ti одинаковы.

Выход. Вывести время между последовательными парадами планет в виде несократимой дроби, разделяя числитель и знаменатель пробелом.

Пример входа

3

2 6 3

Пример выхода

3 1

[image: image612.png]



1229. НОД Экстрим 2
По заданному n вычислить значение G, где

G = 
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Через НОД(i, j) обозначен наибольший общий делитель чисел i и j.

Вход. Состоит из не более чем 20000 строк. Каждая строка содержит целое число n (1 < n < 4000001). Значение n описано выше в условии задачи. Последняя строка содержит n = 0 и не обрабатывается.

Выход. Для каждого входного значения n в отдельной строке вывести соответствующее значение G. Значение G помещается в 64-битовое знаковое целое число.

Пример входа

10

100             

200000

0

Пример выхода

67

13015

143295493160

1246. Наименьшая сумма НОК

НОК (наименьшее общее кратное) множества целых чисел определяется как наименьшее число, которое делится на каждое число из этого множества. Интересно заметить, что любое натуральное число может быть выражено как НОК некоторого множества натуральных чисел. Например, 12 можно представить как НОК чисел 1, 12, или 12, 12, или 3, 4, или 4, 6, или 1, 2, 3, 4 и так далее.

В задаче задано натуральное число n. Необходимо найти множество, содержащее как минимум два числа, НОК чисел которого равно n. Поскольку таких множеств может быть бесконечное количество, Вам следует найти такое, для которого сумма его элементов минимальна. Мы будем предельно счастливы, если Вы также напечатаете и указанную сумму. Например, для n = 12 необходимо вывести 4 + 3 = 7, так как НОК чисел 4 и 3 равно 12, а 7 - наименьшее возможное значение суммы чисел множества.

Вход. Состоят из не более чем 100 тестов. Каждый тест состоит из натурального числа n (1 ≤ n ≤ 231 – 1). Последний тест содержит n = 0 и не обрабатывается. Входные данные содержат не более 100 тестов.

Выход. Для каждого теста в отдельной строке вывести его номер в формате "Case #: " (# - номер теста). После чего следует вывести наименьшее значение суммы элементов искомого множества.

Пример входа

12

10

5

0

Пример выхода

Case 1: 7

Case 2: 7

Case 3: 6

1302. Почти простые числа

Натуральное число называется почти простым, если оно не простое и имеет только один простой делитель. Найти количество почти простых чисел в заданном интервале натуральных чисел.

Вход. Первая строка содержит количество тестов n (n 600). Каждая следующая строка является отдельным тестом и содержит два числа low и high (0 < low  high < 1012).

Выход. Для каждого теста вывести в отдельной строке количество почти простых чисел в промежутке [low.. high] включительно.

Пример входа

3

1 10

1 20

1 5

Пример выхода

3

4

1
1561. Атака на RSA

Проблема RSA состоит в следующем: дано положительное целое число n, которое является произведением двух различных простых нечетных чисел p и q, положительное целое e такое что НОД(e, (p − 1) · (q − 1)) = 1, а также целое c. Необходимо найти такое положительное целое m, что me = c (mod n).

Вход. Первая строка содержит количество тестов k (k ≤ 2000). Каждая следующая строка является отдельным тестом и содержит три числа e, n и c (e, n, c ≤ 32000, n = p · q; p, q – различные нечётные простые, НОД(e, (p − 1) · (q − 1)) = 1, e < (p − 1) · (q − 1)).

Выход. Для каждого теста в отдельной строке вывести значение m.

Пример входа

3

9 187 129

11 221 56

7 391 204

Пример выхода

7

23

17

1562. Модулярные уравнения

Законы модулярной арифметики являются лучшим оружием в нашем арсенале. Мы, подражатели ученых, часто используем эти законы для управления миром. Например, если мы хотим вычислить

23513714 – 24514732,

то это можно сделать в один миг. Однако для этого следует решить уравнения в модулярной арифметике, и многие из нас могут прийти в замешательство. Но не бойтесь; мы не будем устрашать Вас ужасной системой модулярных уравнений, мы дадим Вам простую задачку. По заданным интервалам трех целых чисел a (amin ≤ a ≤ amax), b (bmin ≤ b ≤ bmax) и m (mmin ≤ m ≤ mmax) Вам следует найти количество таких троек (a, b, m), которые удовлетворяют уравнению:

(a + b) mod m = (a – b) mod m
Рассмотрим пример.

1 ≤ a ≤ 2, 2 ≤ b ≤ 4, 3 ≤ m ≤ 5

(1 + 2) mod 4 = 3 = (1 – 2) mod 4

(1 + 3) mod 3 = 1 = (1 – 3) mod 3

(1 + 4) mod 4 = 1 = (1 – 4) mod 4

(2 + 2) mod 4 = 0 = (2 – 2) mod 4

(2 + 3) mod 3 = 2 = (2 – 3) mod 3

(2 + 4) mod 4 = 2 = (2 – 4) mod 4

Вход. Первая строка содержит количество тестов t (1 ≤ t ≤ 20). Каждая из следующих t строк является отдельным тестом и содержит три пары целых чисел amin, amax, bmin, bmax и mmin, mmax. Известно, что -1000 ≤ amin ≤ amax ≤ 1000, -1000 ≤ bmin ≤ bmax ≤ 1000, 1 ≤ mmin ≤ mmax ≤ 1000.

Выход. Для каждого теста вывести в отдельной строке его номер и количество троек (a, b, m), удовлетворяющих модулярному уравнению.

Пример входа

3

1 2 2 4 3 5

-100 100 200 350 1 1000

5 9 10 12 2 9

Пример выхода

Case 1: 6

Case 2: 318384

Case 3: 45

1563. Послать таблицу

Джимми необходимо вычислить функцию Answer(x, y), где x и y целые числа в промежутке от 1 до n. Если ему известно Answer(x, y), то он легко может найти Answer(k*x, k*y), где k – любое целое, выполнив простейшие вычисления над Answer(x, y) и k.

Например, если n = 4, то Джимми изначально достаточно знать 11 из 16 возможных входных комбинаций: Answer(1, 1), Answer(1, 2), Answer(2, 1), Answer(1, 3), Answer(2, 3), Answer(3, 2), Answer(3, 1), Answer(1, 4), Answer(3, 4), Answer(4, 3) и Answer(4, 1). Остальные 5 значений он может без труда вычислить из уже имеющихся (Answer(2, 2), Answer(3, 3) и Answer(4, 4) из Answer(1, 1), Answer(2, 4) из Answer(1, 2) и Answer(4, 2) из Answer(2, 1)). Отметим, что функция Answer не симметрична, поэтому Answer(3, 2) не может быть выведено из Answer(2, 3).

Вход. Состоит из не более чем 600 строк. Каждая строка содержит целое число n от 1 до 50000 включительно. Последняя строка содержит ноль и не обрабатывается.

Выход. Для каждого входного значения n в отдельной строке вывести минимальное количество значений функций, которое следует знать Джимми для вычисления всех n2 значений Answer(x, y).

Пример входа

2

5

0

Пример выхода

3

19

1564. Теория чисел

Математики – любопытная порода людей. Особенно в области теории чисел. Они проводят большую часть своего времени, думая о различных свойствах чисел. Альберт Мейер, специалист по теории чисел, пытается открыть для себя интересную последовательность натуральных чисел. Он считает, что последовательность i1, i2, i3,... in, в которой in равно количеству таких чисел m, что 1 ≤ m ≤ n, НОД(m, n) ≠ 1 и НОД(m, n) ≠ m, является довольно интересной. Через НОД здесь обозначен "Наибольший Общий Делитель". Он обратился к Вам как к опытному программисту с просьбой вычислить несколько чисел этой последовательности.

Вход. Состоят из нескольких натуральных чисел n (0 < n < 231). Входные данные заканчиваются символом конца файла.

Выход. Для каждого входного значения n вывести в отдельной строке количество таких чисел m, что 1 ≤ m ≤ n, НОД(m, n) ≠ 1 и НОД(m, n) ≠ m.

Пример входа

1

2

6

2147000000

Пример выхода

0

0

1

1340599805

1565. Игра с пол-потолком

Теорема. Для двух целых чисел x и k всегда существуют такие целые p и q, что 

x = p
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Это довольно известная теорема, но мы не просим Вас её доказывать. Мы хотим Вас попросить сделать кое-что попроще! Зная значения целых x и k, Вы должны найти такие целые p и q, которые удовлетворяют заданному уравнению.

Вход. Первая строка содержит количество тестов T (1 ≤ T ≤ 1000). Каждая из следующих T строк содержит два положительных целых числа x и k. Известно, что x и k не больше 108.

Выход. Для каждого теста выведите в отдельной строке два целых числа p и q, разделенные одним пробелом. Если существует несколько пар чисел p и q, удовлетворяющих условию, то следует вывести любые. Известно, что значения p
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 являются 64-битными целыми числами.

Пример входа

3

5 2

40 2

24444 6

Пример выхода

1 1

1 1

0 6

1566. Пирог Жоры

Жора на праздник пригласил гостей, p из которых прибыли вовремя, а a задержались. Для того чтобы занять гостей, он попытался поиграть с ними в командные игры, но быстро обнаружил, что р гостей невозможно разделить на любое количество одинаковых по размеру групп, состоящих из более чем одного человека.

К счастью, у него оказался запасной план – торт, которым он хотел поделиться с друзьями. Торт имеет форму квадрата, и Жора настаивал на том, чтобы разрезать его на равные квадратные кусочки. Он хочет зарезервировать один кусочек для каждого из отсутствующих друзей, а остальные разделить поровну между р прибывших гостей. Себе кусочка он не оставляет. Сможет ли Жора таким образом поделить торт?

Вход. Состоит из нескольких тестов. Каждый тест состоит из одной строки, содержащей неотрицательное число a и положительное число p, удовлетворяющие выше описанным условиям. Оба числа a и p являются 32-битовыми знаковыми целыми числами. Последняя строка содержит "-1 -1" и не обрабатывается.

Выход. Для каждого теста в отдельной строке вывести "Yes" если торт можно поделить указанным образом и "No" иначе.

Пример входа

1 3

1024 17

2 101

0 1

-1 -1

Пример выхода

Yes

Yes

No

Yes
1980. Юстас-Алексу

После блестяще проведенной операции Штирлиц смог определить численность фашистской армии. Естественно такую информацию уже четыре года как ждут в штабе советской армии. Чтобы общаться со штабом Штирлиц использует n радистов. Каждый из радистов должен передать сообщение от Штирлица в штаб. Штирлиц, как хитрый разведчик, зашифровал свое послание таким образом: каждому из радистов он дал одно и то же число – численность армии, но в своей системе счисления, да еще так, что все основания систем счисления у радистов попарно взаимно простые. После передачи радиограммы ищейки Мюллера смогли определить последний символ каждого из сообщений. Вы работаете штатным программистом и должны определить, какое минимальное число мог послать Штирлиц в своем сообщении. Мюллер в отличие от вас не очень любит бинарный код, поэтому он хочет, чтобы искомое число вы вывели в десятичной системе.

Вход. В первой строке число n – количество радистов у Штирлица. В следующей строке n чисел ai – основания систем счисления, в которых Штирлиц давал сообщения радистам (2 ≤ ai ≤ 36). В третьей строке через пробел записано n символов ci – последние буквы каждого из сообщений (0 ≤ ci < ai; ci – либо цифра от 0 до 9, либо буква от A до Z).

Выход. В единственной строке вывести минимальное число, которое мог передать Штирлиц в десятичной системе.

Пример входа

2

6 13

1 B

Пример выхода

37

АНАЛИЗ ЗАДАЧ

55. Подарки к 8 Марта

Ответом на задачу будет значение a = НОК(1, 2, 3, …, m) – 1. При делении числа a на i (2 ≤ i ≤ m) в остатке будет i – 1, как и требуется в условии задачи.

Занесем все числа от 1 до m в массив t. Покажем, как вычислить a = НОК(t1, t2, …, tn), совершив минимум операций над большими числами (значение а является большим). Переберем все пары (ti, tj), i < j, для каждой пары вычислим d = НОД(ti, tj), после чего разделим tj на d. После этого произведение оставшихся ti равно значению а.

135. НОК

Поскольку входных чисел не более 20, каждое из которых не больше 100, то их НОК может выходить за пределы 64 битового целочисленного типа. Поэтому следует воспользоваться длинной арифметикой.

Покажем, как вычислить res = НОК(m1, m2, …, mn), совершив минимум операций над большими числами (значение res является большим). Переберем все пары (mi, mj), i < j, для каждой пары вычислим d = НОД(mi, mj), после чего разделим mj на d. После этого произведение оставшихся mi равно значению res.

Пример. Рассмотрим процесс вычисления res = НОК(2, 12, 6, 24, 3). Запустим двойной цикл перебора всех пар (mi, mj) и сокращения mj на d:

После перебора пар (m1, mj) = (2, mj) массив m будет содержать числа (2, 6, 3, 12, 3).

После перебора пар (m2, mj) = (6, mj) массив m будет содержать числа (2, 6, 1, 2, 1).

После перебора пар (m3, mj) = (1, mj) массив m будет содержать числа (2, 6, 1, 2, 1).

После перебора пар (m4, mj) = (2, mj) массив m будет содержать числа (2, 6, 1, 2, 1).

По окончанию двойного цикла вычисляем произведение всех чисел, содержащихся в массиве m. Оно равно res = НОК(2, 12, 6, 24, 3) = 2 * 6 * 1 * 2 * 1 = 24. 

136. Отрезок

Если (x1, y1) и (x2, y2) – целочисленные концы отрезка, то количество целочисленных точек на нем равно 1 + НОД ( |x2 – x1|, |y2 – y1| ).

414. Уравнение

Уравнение 
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Количество пар решений (x, y) равно количеству представления числа n2 в виде произведения двух множителей. Оно в свою очередь равно количеству делителей числа n2.

Если n  = 
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, то количество его делителей равно 

d(n) = (a1 + 1) * (a2 + 1) * … * (ak + 1)

Ответом на задачу будет значение d(n2) = (2a1 + 1) * (2a2 + 1) * … * (2ak + 1).

Пример. Пусть n = 12. Поскольку 12 = 22 * 3 , то d(122) = (2 * 2 + 1) * (2 * 1 + 1) = 5 * 3 = 15.

563. Простое уравнение

По заданным a и b при помощи расширенного алгоритма Евклида находим такие d = НОД(a, b), x0 и y0, что a*x0 + b*y0 = d. Поскольку решается уравнение a*x + b*y = 1, то при d > 1 решения не существует.

Все решения диофантового уравнения a*x + b*y = 1 описывается множеством 
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где (x0, y0) – частичное решение исходного уравнения, k  Z.

Для того чтобы x было минимально возможным неотрицательным значением, необходимо чтобы k было наименьшим, для которого x0 + kb ≥ 0. Или 
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. Наименьшим целым k, которое удовлетворяет последнему неравенству, будет 
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. Для этого значения k следует найти и вывести решение.

Поскольку расширенный алгоритм Евклида находит такое решение (x0, y0), для которого сумма |x0| + | y0| минимальна, то при x0 < 0 искомое решение (с наименьшим неотрицательным значением x) равно
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Если в частичном решении (x0, y0) выполняется неравенство x0 ≥ 0, то оно само и будет решением задачи.

Пример. Рассмотрим четвертый пример, в котором a = 7, b = 11. После запуска расширенного алгоритма Евклида получим частичное решение x0 = -3, y0 = 2. Тогда 
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 = 1. Искомым решением будет 
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1155. Задача Евклида

Задача решается расширенным алгоритмом Евклида.

1181. Монетный завод

Если a, b, c, d – толщины четырех типов монет, то минимально возможная высота стола, который можно сделать, равна h = НОК(a, b, c, d). Обозначим через low максимально возможную высоту стола, не большую желаемой величины Height. Тогда low должно делиться на h и быть максимально возможным значением, не большим Height. Отсюда 

low = 
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Если вычисленное low равно Height (что возможно в случае, когда Height делится на h без остатка), то минимально возможная высота стола more, не меньшая Height, также равна Height. Иначе она равна low + h.

Остается перебрать все возможные четверки толщин номиналов монет и вычислить максимум среди всевозможных low и минимум среди всевозможных more.

Пример. Рассмотрим набор монет из первого теста, желаемая высота стола равна 1000. Имея 4 монеты с толщинами 50, 100, 200, 400 можно конструировать столы, высоты которых кратны НОК(50, 100, 200, 400) = 400. Искомые высоты столов, которые можно сделать, соответственно равны 800 и 1200.

1182. Простое деление

Из условия задачи следует, что

a1 = d * r1 + rest
a2 = d * r2 + rest
…

ak = d * rk + rest
Поскольку d максимально, то НОД(r1, r2, …, rn) = 1. Далее имеем:

a2 – a1 = d * (r2 – r1)

a3 – a2 = d * (r3 – r2)

…

ak – ak-1 = d * (rk – rk-1)

Откуда d = НОД(|a2 – a1|, |a3 – a2|, …, |ak – ak-1|).

Пример. Для первого теста получим:

d = НОД(|1059 – 701|, |1417 – 1059|, |2312 – 1417|) = НОД(358, 358, 895) = 179.

1183. Коробки

Все шары можно переложить в одну коробку тогда и только тогда, когда 

a + b = НОД (a, b) * 2k
для некоторого натурального k. Если указанное равенство не выполняется, то выводим -1. Иначе моделируем процесс перекладывания шаров, как указано в условии задачи.

1185. Астрономия

Рассмотрим i - ую и j - ую планету. Они вместе с солнцем будут находиться на одной прямой через время t, если 
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Здесь через {x} обозначена дробная часть числа x.

Или то же самое, что значение 
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является целым. Поскольку i и j – любые значения от 1 до n, то можно утверждать, что число 

K = 
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должно быть целым. Если в качестве t взять значение a / b, где 

a = НОК(t1, t2, …, tn), b = 2 * НОД(t1 – t0, t2 – t0, …, tn – t0),

то значение K будет целым. Переменной t0 следует присвоить наименьшее значение из ti. Осталось сократить дробь a / b на их наибольший общий делитель.

Покажем, как вычислить a = НОК(t1, t2, …, tn), совершив минимум операций над большими числами (значение а является большим). Переберем все пары (ti, tj), i < j , для каждой пары вычислим d = НОД(ti, tj), после чего разделим tj на d. После этого произведение оставшихся ti равно значению а.

Пример. Рассмотрим пример, приведенный в условии задачи. Для его данных имеем:

a = НОК(2, 6, 3) = 6,

b = 2 * НОД(6 – 2, 6 – 3) = 2 * НОД(4, 3) = 2

Откуда искомый ответ в виде несократимой дроби имеет вид: a / b = 3 / 1.

Рассмотрим процесс вычисления a = НОК(2, 6, 3). После описанного двойного цикла перебора всех пар (ti, tj) и сокращения tj на d массив t будет содержать числа (2, 3, 1). Их произведение равно 6.

1229. НОД Экстрим 2
Пусть d[k] = 
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Например d[2] = 
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Можно заметить, что

d[k] = 
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Остается показать, как вычислять значение 
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 быстрее обыкновенного суммирования.

Лемма. Пусть n делится на d и НОД(x, n) = d. Тогда x = dk для некоторого натурального k. А из соотношения НОД(dk, n) = d следует, что 
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Теорема. Обозначим через f(n) = 
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 для всех делителей d числа n. Через 
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 здесь обозначена функция Эйлера.

Доказательство. Количество таких i, для которых НОД(i, n) = 1, равно 
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. Значением НОД(i, n) могут быть только делители числа n. Для нахождения f(n) остается просуммировать значения 
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 по всем делителям d числа n.

Пример. Непосредственное вычисление. f(6) = 
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 = НОД(1, 6) + НОД(2, 6) + НОД(3, 6) + НОД(4, 6) + НОД(5, 6) + НОД(6, 6) = 1 + 2 + 3 + 2 + 1 + 6 = 15.

Вычисление по формуле. f(6) = 
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И в первом, и во втором случае 15 является суммой двух единиц (
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1246. Наименьшая сумма НОК

Обозначим через f(n) наименьшее значение суммы элементов искомого множества. 

Если n = 1, то искомым множеством будет {1, 1} и f(n) = 2.

Если n простое, то искомым множеством будет {n, 1} и f(n) = n + 1.

Если n = pa  (p простое), то искомым множеством будет { pa, 1} и f(n) = pa + 1.

Если n = 
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 (pi простое), то искомым будет множество 
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1302. Почти простые числа

Почти простые числа имеют вид pk,  где p – простое число, k  2. Например, почти простыми будут 4, 8, 16, 32, 9, 81, … . Поскольку high < 1012, то исходя из определения почти простого числа p < 106. Сгенерируем массив primes длины 1000000 = 106, для которого primes[i] = 1 если  i – простое число и primes[i] = 0 иначе. Далее сгенерируем и отсортируем в массиве m все почти простые числа (их будет 80070). Обозначим через f(a, b) количество почти простых чисел в промежутке [a..b]. Тогда f(low, high) = f(1, high) – f(1, low – 1). Количество почти простых чисел на промежутке [1 .. n] равно номеру места (индексу), куда можно вставить число n в отсортированный массив m по верхней границе с учетом сохранения упорядоченности. Номер индекса ищется бинарным поиском по массиву m при помощи функции upper_bound.

Пример. Сгенерируем все почти простые числа в промежутке от 1 до 100. Сначала запишем степени 2, не большие 100. Потом степени 3, 5, 7. Квадрат числа 11 уже больше 100, поэтому степеней 11 среди почти простых чисел в интервале [1..100] не будет.
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Отсортируем массив:
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Рассмотрим второй тест. От 1 до 20 находится 4 почти простых числа: 4, 8, 9, 16.

1561. Атака на RSA

Решение задачи основано на циклической атаке. По известному шифру c (c = me mod n) злодей, имея открытый ключ e и n, хочет найти сообщение m. Он строит последовательность чисел

c, ce, 
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, …
Поскольку вычисления совершаются в группе Zn*, то элементы последовательности находятся в границах от 0 до n – 1. То есть существует такое натуральное k, что с = 
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Таким образом, для нахождения сообщения m по его шифру c необходимо построить последовательность c, ce, 
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, …, 
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 = c, и взять ее предпоследний член.
Пример. Рассмотрим уравнение m7 mod 323 = 251. Здесь e = 7, n = 323, c = 251.

	k
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	251


Из таблицы имеем: c = [image: image680.wmf]6
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 = 251. Поскольку me = 
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1562. Модулярные уравнения

Поскольку выражения a + b и a – b дают одинаковые остатки при делении на m, то их разница a + b – (a – b) = 2b делится на m. Задача свелась к поиску таких пар (b, m) из заданного интервала, для которых 2b делится на m. 

Если m – нечетное, то b должно делиться на m. Количество таких b из интервала [bmin, bmax] равно 
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Если m – четное, то b должно делиться на m / 2. Количество таких b из того же интервала равно 
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Для каждого m [mmin, mmax] вычисляем и суммируем такое количество b. Поскольку для каждой пары (b, m), для которой 2b делится на m, любое a (количество возможных a равно amax – amin + 1) может образовать искомую тройку чисел (a, b, m), то найденное количество b следует умножить на (amax – amin + 1).

Пример. Рассмотрим первый тест, для которого 1  a  2, 2  b  4, 3  m  5. Переберем значения m:

m = 3 (нечетное). Имеется лишь одно b = 3, которое делится на m. Паре (b, m) = (3, 3) соответствуют решения

(1 + 3) mod 3 = (1 – 3) mod 3, (2 + 3) mod 3 = (2 – 3) mod 3

m = 4 (четное). Имеются два значения b, которые делятся на m / 2 = 2. Паре (b, m) = (2, 4) соответствуют решения

(1 + 2) mod 4 = (1 – 2) mod 4, (2 + 2) mod 4 = (2 – 2) mod 4

а паре (b, m) = (4, 4) решения

(1 + 4) mod 4 = (1 – 4) mod 4, (2 + 4) mod 4 = (2 – 4) mod 4

m = 5 (нечетное). В допустимом интервале для переменной не существует ни одного числа b, которое делится на 5. Поэтому для m = 5 решений нет.

Итого имеется 6 троек, удовлетворяющих первому тесту.

1563. Послать таблицу

Обозначим через res(i) минимальное требуемое количество известных значений Answer(x, y), где x, y  {1, …, i}. Очевидно, что res(1) = 1, так как при n = 1 достаточно знать Answer(1, 1). Пусть известно значение res(i). Для n = i + 1 следует найти значения Answer(1, i + 1), Answer(2, i + 1), … , Answer(i + 1, i + 1), Answer(i + 1, 1), Answer(i + 1, 2), … , Answer(i + 1, i). Значения Answer(j, i + 1) и Answer(i + 1, j), j  {1, …, i + 1}, можно вычислить из известных значений, если НОД(j, i + 1) > 1, то есть если числа j и i + 1 не являются взаимно простыми. Следовательно, необходимо знать все такие Answer(j, i + 1) и Answer(i + 1, j), для которых j и i + 1 взаимно простые. Число таких значений равно 2 * (i + 1), где  – функция Эйлера. Таким образом 

res(1) = 1,

res(i + 1) = res(i) + 2 * (i + 1), i > 1

Пример. Вычислим значения res(i) для некоторых начальных значений i: 

res(1) = 1,

res(2) = res(1) + 2 * (2) = 1 + 2 * 1 = 3,

res(3) = res(2) + 2 * (3) = 3 + 2 * 2 = 7,

res(4) = res(3) + 2 * (4) = 7 + 2 * 2 = 11

1564. Теория чисел

Из числа n следует вычесть количество взаимно простых с ним чисел, которое равно функции Эйлера (n), и количество его делителей (если m является делителем n, то НОД(m, n) = m). При этом число 1 будет одновременно и взаимно простым с n и делителем n. Поэтому к полученной разности следует прибавить 1. Если n = 
[image: image687.wmf]t

k

t

k

k

p

p

p

...

2

1

2

1

 – разложение числа n на простые множители, то оно имеет d(n) = (k1 + 1) * (k2 + 1) * … * (kt + 1) делителей. 

Таким образом, количество искомых значений m для заданного n равно 

n – (n) – d(n) + 1

1565. Игра с пол-потолком

Если x нацело делится на k, то 
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 = x / k. Выбрав p = 0, q = k, получим: 0 * (x / k) + k * (x / k) = x. Пусть x не делится на k. Если n = 
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 = n + 1. Поскольку НОД(n , m) = НОД(n , n + 1) = 1, то исходя из расширенного алгоритма Евклида, существуют такие целые t и u, что 1 = tn + um. Помножив равенство на x, получим x = xtn + xum, откуда p = xt, q = xu.

Пример. Для первого теста имеет место соотношение: 5 = (-5) * 
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1566. Пирог Жоры

Пусть торт было разрезано на n2 частей. Обозначим через k количество кусочков торта, которое досталось p гостям. Тогда a + kp = n2, откуда n2  a (mod p). Последнее уравнение имеет решение тогда и только тогда, когда число a есть квадратическим вычетом по простому модулю p. То есть символ Лежандра 
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Критерий Эйлера. Число a, которое не делится на непарное простое p, является квадратическим вычетом по модулю p тогда и только тогда, когда 
[image: image695.wmf]2

1

-

p

a

 1 (mod p), и квадратическим невычетом, если 
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Из критерия Эйлера следует, что 
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 = 0. То есть числа 0 и 1 являются квадратическими вычетами по любому простому модулю p. Если a  b (mod p), то 
[image: image700.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

p

a

 = 
[image: image701.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

p

b

. Если входное значение a > p, то число a можно уменьшить, положив a = a mod p.

Для решения задачи достаточно вычислить символ Лежандра 
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(mod p). Если он равен 1, то вывести Yes, иначе No.

Пример. Для первого теста имеем уравнение n2  1 (mod 3), которое имеет решение n = 1. Для третьего теста получим уравнение n2  2 (mod 101), которое не имеет решений, так как 
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1980. Юстас-Алексу

Пусть х – искомое минимальное число. Исходя из условия задачи, имеем следующую систему сравнений: 
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. Китайская теорему про остатки гласит, что поскольку все ai взаимно простые, то система имеет единственное решение по модулю 
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mod a, где bi = a / ai, mi = 
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Для вычисления обратного числа по модулю используется расширенный алгоритм Евклида.

Пример. Решим систему сравнений: 
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. Имеем:  a = 7 * 11 = 77, b1 = 77 / 7 = 11, b2 = 77 / 11 = 7, m1 = 
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mod a =  (3 * 11 * 2 + 5 * 7 * 8) mod 77 = (66 + 280) mod 77 = 346 mod 77 = 38.

РЕАЛИЗАЦИЯ ЗАДАЧ
55. Подарки к 8 Марта

Прочитаем значение m и занесем в i-ую ячейку  массива t число i.

scanf("%d",&m);

for(i = 1; i <= m; i++) t[i] = i;

После выполнения следующего двойного цикла НОК(1, 2, 3, …, m) равно произведению чисел в массиве t. Функция gcd вычисляет наибольший общий делитель двух чисел.

for(i = 1; i <= m; i++)

for(j = i+1; j <= m; j++)

{

  d = gcd(t[i],t[j]);

  t[j] /= d;

}

Вычисляем произведение чисел в массиве t, используя длинную арифметику.

a = BigInteger(t[1]);

for(i = 1; i <= m; i++) a = a * t[i];

Вычитаем из a единицу и выводим результат.

a--; a.print();printf("\n");

135. НОК

Входные числа будем хранить в массиве m.
scanf("%d",&n);

for(i = 0; i < n; i++) scanf("%d",&m[i]);

Чтобы избежать длинного деления, выполним обработку чисел в массиве m, как указано в анализе задачи. 

for(i = 0; i < n; i++)

for(j = i + 1; j < n; j++)

{

  temp = gcd(m[i],m[j]);

  m[j] /= temp;

}

Перемножим числа, которые находятся в массиве m. Число res является большим.

BigInteger res;
for(res = 1, i = 0; i < n; i++)

  res = res * m[i];

Выводим ответ.

res.print(); printf("\n");

136. Отрезок

Читаем входные данные. Проводим вычисления по формуле и выводим ответ.
scanf("%lld %lld %lld %lld",&x1,&y1,&x2,&y2);

res = gcd(abs(x2 - x1), abs(y2 - y1)) + 1;

printf("%lld\n",res);

414. Уравнение

Читаем входные данные. Инициализируем текущий ответ задачи res единицей.

scanf("%d",&n); res = 1;

Для каждого простого делителя i числа n подсчитываем степень c, с которой он входит в n. Умножаем результат res на 2c + 1.

for(i = 2; i <= sqrt(1.0*n); i++)

{

  for(c = 0; n % i == 0; c++) n /= i;

  res = res * (2 * c + 1);

}

Если n > 1 по окончанию цикла, то оно равно простому делителю  исходного числа n. Этот делитель входит в n со степенью 1, следовательно res необходимо умножить на 2 * 1 + 1 = 3.

if (n > 1) res *= 3;

Выводим результат.

printf("%d\n",res);

563. Простое уравнение

Функция gcdext реализует расширенный алгоритм Евклида. По заданным a и b находятся такие d, x и y, что a*x + b*y = 1.

void gcdext(long long a, long long b, long long *d, 

            long long *x, long long *y)

Чтаем входные данные. 

scanf("%d",&tests); 

while(tests--)

{

  scanf("%lld %lld",&a,&b); 

  gcdext(a,b,&d,&x0,&y0);

Если НОД(a, b) > 1, то решения не существует.

  if (d > 1) printf("No Solution\n"); else

  {

Если в решении (x0, y0), найденном расширенным алгоритмом Евклида, x0 < 0, то пересчитаем его по указанной в анализе алгоритма формуле.
    if (x0 < 0) x0 += b, y0 -= a;

    printf("%lld %lld\n",x0,y0);

  }

}

1155. Задача Евклида

Функция gcdext вычисляет x, y, d по расширенному алгоритму Евклида.

void gcdext(int a,int b, int *d, int *x, int *y)

Для решения задачи достаточно прочитать входные данные, вызвать функцию gcdext и напечатать результат.

while(scanf("%d %d",&a,&b) == 2)

{

  gcdext(a,b,&d,&x,&y);

  printf("%d %d %d\n",x,y,d);

}
1181. Монетный завод

Для решения задачи достаточно использовать целочисленный тип int. Поскольку на вход подается несколько тестов, читаем в цикле входные значения n и t, а также значения номиналов монет текущего теста в массив coins.

while(scanf("%d %d",&n,&t),n + t > 0)

{

  for(i = 0; i < n; i++) scanf("%d",&coins[i]);

Для каждой прочитанной желаемой высоты стола Height применяем описанный выше алгоритм. Обозначим через Less максимум среди всевозможных low, а через  Greater – минимум среди всевозможных more. Проинициализируем их.

  while(t--)

  {

    scanf("%d",&Height);

    Greater = 0x7FFFFFFF;

    Less = 0;

Перебираем все возможные четверки номиналов монет x1 < x2< x3 < x4 (номиналы монет хранятся соответственно в coins[x1], coins[x2], coins[x3], coins[x4]). 

    for(x1 = 0; x1 < n - 3; x1++)

    for(x2 = x1 + 1; x2 < n - 2; x2++)

    for(x3 = x2 + 1; x3 < n - 1; x3++)

    for(x4 = x3 + 1; x4 < n; x4++)

    {

Вычисляем НОК толщин монет g = НОК(coins[x1], coins[x2], coins[x3], coins[x4]).

      h = coins[x1] * coins[x2] / gcd(coins[x1],coins[x2]);

      h = h / gcd(h,coins[x3]) * coins[x3];

      h = h / gcd(h,coins[x4]) * coins[x4];

Для каждой четверки номиналов пересчитываем значения Less и Greater.

      low = Height / h * h;

      if (low > Less) Less = low;

      if (low != Height) low += h;

      if (low < Greater) Greater = low;

    }

Выводим результат:

        printf("%d %d\n",Less,Greater);

      }

}

1182. Простое деление

Функция gcd(a, b) вычисляет наибольший общий делитель двух чисел a и b.

int gcd(int a, int b)

{

  return (!b) ? a : gcd(b, a % b);

}

Основной цикл программы состоит в чтении последовательности чисел {a1, …, ak} и последовательном вычислении значения НОД(|a2 – a1|, |a3 – a2|, …, |ak – ak-1|).

while(scanf("%d %d",&a,&b),a) 

{

  res = abs(a - b); a = b;

  while(scanf("%d",&b),b) 

  {

    res = gcd(res,abs(a - b));

    a = b;

  }

  printf("%d\n",res);

}

1183. Коробки

Функция move моделирует процесс перекладывания шаров и возвращает такое их количество, после которых все шары будут находиться в одной коробке. 

int move(int a, int b)

{

  if (!a || !b) return 0;

  if (a > b) return 1 + move(a - b, 2*b);

  else return 1 + move(b - a, 2*a);

  return 0;

}

Проверяем, можно ли шары переложить в одну коробку. Для этого проверяем выполнение выше приведенного равенства.

int Can(int a, int b)

{

  int res = (a + b) / gcd(a,b);

  while(res % 2 == 0) res /= 2;

  return res == 1;

}

Основная часть программы.

while(scanf("%d %d",&a,&b) == 2)

  if (!Can(a,b)) printf("-1\n");

  else printf("%d\n",move(a,b));

1185. Астрономия

Читаем входные данные.

scanf("%d",&n);

for(i = 0; i < n; i++)

  scanf("%d",&t[i]);

Совершим частичную сортировку массива t так, чтобы в t[0] находился минимальный элемент. 

partial_sort(t,t+1,t+n);

В переменной _gcd вычисляем выражение 2 * НОД(t1 – t0, t2 – t0, …, tn – t0).
_gcd = t[1] - t[0];

for(i = 2; i < n; i++)

  _gcd = gcd(_gcd,t[i] - t[0]);

_gcd *= 2;
После выполнения следующего двойного цикла НОК(t0, t1, t2,..., tn) = t0 * t1 * t2 * ... * tn.

for(i = 0; i < n; i++)

for(j = i+1; j < n; j++)

{

  d = gcd(t[i],t[j]);

  t[j] /= d;

}

Время между последовательными парадами планет t равно a / b, где 

a = НОК(t1, t2, …, tn), b = 2 * НОД(t1 – t0, t2 – t0, …, tn – t0),

Остается разделить произведение t0 * t1 * t2 * ... * tn на _gcd. В следующем цикле попробуем сократить _gcd с каждым из значений ti.

for(i = 0; i < n; i++)

{

  d = gcd(t[i],_gcd);

  t[i] /= d; _gcd /= d;

}

Вычисляем произведение чисел в массиве t при помощи длинной арифметики и выводим ответ в виде дроби.

a = BigInteger(t[0]);

for(i = 1; i < n; i++)

  a = a * t[i];

a.print();printf(" %d\n",_gcd);

1229. НОД Экстрим 2
Объявляем массивы. fi[i] хранит значение функции Эйлера (i).

#define MAX 4000010
long long d[MAX], fi[MAX];

Функция FillEuler заполняет массив fi так что fi[i] = (i), i < MAX.
void FillEuler(void)

{

Изначально положим значение fi[i] равным i.

  for(i = 2; i < MAX; i++) fi[i] = i;

Каждое четное число i имеет простой делитель p = 2. Для ускорения работы функции обработаем его отдельно. Для каждого четного i положим fi[i] = fi[i] * (1 – 1 / 2) = fi[i] / 2.
  for(i = 2; i < MAX; i+=2) fi[i] /= 2;

Перебираем все возможные нечетные делители i = 3, 5, 7, … .

  for(i = 3; i < MAX; i+=2)

    if(fi[i] == i)

Если fi[i] = i, то число i является простым. Число i является простым делителем для всякого j, представимого в виде k * i для каждого натурального k.

      for(j = i; j < MAX; j += i)

Если i является простым делителем j, то положим fi(j) = fi(j) * (1 – 1/i).

        fi[j] -= fi[j]/i;

}
Перед вызовом функции f значения d[i] уже содержит (i). Тело функции f добавляет в d[j] значения так, чтобы в конце работы функции d[j] содержало 
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 согласно формуле, приведенной в теореме.

void f(void)

{

 int i, SQRT_MAX = sqrt(1.0*MAX);

 for(i = 2; i <= SQRT_MAX; i++)

 {

   d[i*i] += i * fi[i];

Число i является делителем j. Поэтому в d[j] следует прибавить 
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. Поскольку делителем j также является число j / i, то в d[j] следует добавить 
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. Если i2 = j, то к d[j] следует прибавлять не два слагаемых, а только одно 
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  // for(j = i * i + i; j < MAX; j += i)

  //   d[j] += i * fi[j / i] + j / i * fi[i];

В реализации можно избежать целочисленного деления. Для этого следует заметить, что поскольку значение переменной j каждый раз увеличивается на i, то значение j / i будет увеличиваться в цикле на единицу. Положим изначально k = j / i = (i * i + i) / i = i + 1 и далее при каждой итерации цикла будем увеличивать k на 1.

   for(j = i * i + i, k = i + 1; j < MAX; j += i, k++)

     d[j] += i * fi[k] + k * fi[i];   

 }

Цикл по i достаточно продолжать до 
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, так как если i – делитель j и i > 
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, то с учетом того что j / i < 
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 можно утверждать, что делитель i числа j был уже учтен когда рассматривался делитель j / i.

}

Основная часть программы. Инициализируем массивы. Положим d[i] = (i).

memset(d,0,sizeof(d)); 

FillEuler(); 

memcpy(d,fi,sizeof(fi));

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	d[i]
	0
	1
	2
	2
	4
	2
	6
	4
	6
	4


f();

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	d[i]
	0
	1
	2
	4
	4
	9
	6
	12
	12
	17


for(i = 3; i < MAX; i++)

  d[i] += d[i-1];

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	d[i]
	0
	1
	3
	7
	11
	20
	26
	38
	50
	67


while(scanf("%lld",&n),n)

  printf("%lld\n",d[n]);

1246. Наименьшая сумма НОК

Функция factor раскладывает число n на множители и возвращает значение f(n). В переменной с подсчитываем количество простых делителей числа n.

long long factor(long long n)

{

  long long i, temp, c = 0, res = 0, nn = n;

  if (n == 1) return 2;

  for(i = 2; i <= sqrt(1.0*n); i++)

  {

    if(n % i == 0)

    {

      temp = 1;

      while(n % i == 0)

      {

        temp *= i;

        n /= i;

      }

      res += temp; c++;

    }

  }

  if (n > 1) res += n, c++;

Если n = nn, то n простое число. В этом случае f(n) = n + 1.
  if (n == nn) res++;

Если n не простое число, но количество простых делителей числа n равно единице (c = 1), то n = pa  для некоторого а. Тогда f(n) = pa + 1.
  else if (c == 1) res++;

  return res;

}

Основная часть программы.

while(scanf("%lld",&n),n)

{

  res = factor(n);

  printf("Case %lld: %lld\n",cs++,res);

}

1302. Почти простые числа

Объявим глобальные массивы. Почти простые числа до 1012 являются степенями простых до MAX = 106. Почти простые числа сохраняем в массиве m.

#define MAX 1000010
char primes[MAX];

long long m[MAX];

Сгенерируем массив primes для тестирования чисел на простоту.

void gen_primes(void)

{

  int i, j;

  for(i = 0; i < MAX; i++) primes[i] = 1;

  for(i = 2; i <= (int)sqrt(1.0*MAX); i++)

    if (primes[i])

      for(j = i * i; j < MAX; j += i) primes[j] = 0;

}

Основная часть программы. 

gen_primes();

Для каждого простого числа i заносим в массив m числа i2, i3, i4, … пока очередная степень не станет больше 1012. Переменная ptr содержит количество почти простых чисел, занесенных в массив m. Поскольку почти простые числа ограничены значением 1012, то работать следует с 64 битовыми целыми числами (тип long long). 

for(i = 2; i < MAX; i++)

  if (primes[i])

  {

    long long temp = 1LL*i*i;

    while(temp < 1LL*MAX*MAX)

    {  

      m[ptr++] = temp;

      temp *= i;

    }

  }

Сортируем массив m, используя STL:

sort(m,m+ptr);

Читаем количество входных тестов tests и для каждого интервала [l, h] вычисляем и выводим значение f(l, h) = f(1, h) – f(1, l – 1) за время O(log2 ptr).

scanf("%d", &tests);

while(tests--)

{

  scanf("%lld %lld", &l, &h);

  printf("%d\n", upper_bound(m,m+ptr,h) - upper_bound(m,m+ptr,l-1));

}

1561. Атака на RSA

Функция pow вычисляет значение bp mod m.

int pow(int b, int p, int m)
Читаем входные данные. 

scanf("%d",&tests);

while(tests--)

{

  scanf("%d %d %d",&e,&n,&c);

Начальное значение шифра с сохраним в переменной cOriginal.

  cOriginal = c;

  c = pow(c,e,n); cPrev = cOriginal;

В начале i-ой итерации цикла while в переменной c содержится значение 
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. Цикл продолжается, пока не встретится такое k, для которого cOriginal = 
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. 
  while(c != cOriginal)

  {

    cPrev = c;

    c = pow(c,e,n);

  }

По окончанию цикла искомое сообщение m находится в переменной cPrev, которое равно 
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  printf("%d\n",cPrev);

}

1562. Модулярные уравнения

Обнуляем переменную res, в которой будет содержаться количество троек, удовлетворяющих условию задачи. Читаем входные данные.

res = 0;

scanf("%d %d %d %d %d %d",&amin,&amax,&bmin,&bmax,&mmin,&mmax);

Перебираем все возможные значения m, для каждого из них по формулам вычисляем количество таких b, для которых 2b делится на m. 

for(m = mmin; m <= mmax; m++)

  if (m % 2)

    res += (int)floor(1.0*bmax/m) - (int)floor((1.0*bmin-1)/m);

  else res += (int)(floor(2.0*bmax/m)) - (int)floor((2.0*bmin-2)/m);

Выражение (int)floor(1.0*bmax/m) нельзя переписать в виде bmax/m, так как при делении отрицательного числа на положительное округление компилятором C производится в большую сторону. А по условию задачи необходимо брать целую часть от числа (округление вниз). То есть при bmax < 0 приведенные выражения будут давать разные значения.

Умножаем res на amax – amin + 1 и печатаем результат:

res = res * (amax - amin + 1);

printf("Case %d: %d\n",i+1,res);

1563. Послать таблицу

Массив f длины MAX = 50001 будет содержать значения (n). В ячейках res[i] будет храниться минимальное требуемое количество известных значений Answer(x, y).

#define MAX 50001

int f[MAX], res[MAX];

Если n  = 
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,  то вычисление функции Эйлера (n) совершаем по формуле 

(n) = n * (1 - 1/p1) * (1 - 1/p2) * ... *  (1 - 1/pk),

где p1, p2, …, pk – простые множители числа n. Переменная i перебирает все значения от 2 до 
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. Изначально положим result = n. Если i – простой делитель числа n, что вычисляем

result = result * ( 1 – 1/i) = result – result / i
int fi(int n)

{

  int i, result = n;

  for(i = 2 ; i <=  sqrt(1.0*n);i++)

  {

    if (n % i == 0) result -= result / i;

    while (n % i == 0) n /= i;

  }

  if (n > 1) result -= result / n;

  return result;

}

Основная часть программы. Находим все значения (n), заносим их в массив f.

  f[1] = 0;

  for(i = 2; i < MAX; i++) f[i] = fi(i);

Полагаем res[1] = 1 и рекурсивно пересчитываем значения res[i].

  res[1] = 1;

  for(i = 2; i < MAX; i++) res[i] = res[i-1] + 2 * f[i];

Для каждого входного значения n выводим результат res[n].
  while(scanf("%d",&n),n)

    printf("%d\n",res[n]);

1564. Теория чисел

Функция euler(n) вычисляет функцию Эйлера. Одновременно в переменной common подсчитываем количество делителей числа n по выше приведенной формуле. В цикле при встрече делителя i в переменной div вычисляем степень, с которой i входит в число n. То есть div является максимальной степенью, для которой  n делится на idiv. 

int euler(int n)

{

  int i, result = n, div;

  common = 1;

  for(i = 2; i <= sqrt(1.0*n); i++)

    if (n % i == 0)

    {

      div = 0;

      result -= result / i;

      while (n % i == 0) {n /= i; div++;}

      common *= div + 1;

    }

  if (n > 1) {result -= result / n; common *= 2;}

  return result;

}

Основной цикл программы. Для каждого входного n вычисляем результат n – (n) – common + 1, где common = (k1 + 1) * (k2 + 1) * … * (kt + 1), и выводим его.

while(scanf("%d",&n) == 1)

{

  res = n - euler(n) - common + 1;

  printf("%d\n",res);

}

1565. Игра с пол-потолком

При вычислении используем 64-битовый целый тип long long. Для простоты использования переопределим тип:

typedef long long i64;

Функция gcdext реализует расширенный алгоритм Евклида.

void gcdext(i64 a,i64 b, i64 *d, i64 *x, i64 *y);
Читаем количество тестов. Для каждого теста вводим значения x и k.

  scanf("%d",&tests);

  while(tests--)

  {

    scanf("%lld %lld",&x,&k);

Если x делится на k, то устанавливаем  p = 0, q = k.

    if (x % k == 0) { p = 0; q = k;}

    else

    {

Иначе вычисляем n = 
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, запуская расширенный алгоритм Евклида. Он находит такие t и u, что 1 = tn + um. Далее находим p = xt, q = xu и выводим результат.

      n = (int)floor(1.0 * x / k); m = (int)ceil(1.0 * x / k);

      gcdext(n,m,&g,&t,&u);

      p = t * x; q = u * x;

    }

    printf("%lld %lld\n",p,q);

  }
1566. Пирог Жоры

Функция power вычисляет ak mod n с временной оценкой O(log k). Поскольку в функции power следует умножать 32 - битовые числа, то во избежание потерь данных заведем 64 - битовые числа res и x.

int power(int a, int k, int n)

{

  long long res = 1, x = a;

  while(k > 0)

  {

    if (k & 1) res = res * x % n;

    k >>= 1;

    x = x * x % n;

  }

  return (int)res;

}

Читаем входные значения a и p. Положим a = a mod p (если этого не сделать – получим Time Limit). Если значение a равно 0 или 1 то ответ Yes, иначе по формуле вычисляем символ Лежандра. В соответствии с его значением выводим ответ.

while(scanf("%d %d",&a,&p) == 2, a + p > 0)

{

  a = a % p;

  if (!a || (a == 1)) res = 1;

    else res = power(a,(p - 1) / 2,p);

  if (res == 1) printf("Yes\n");

    else printf("No\n");

}

1980. Юстас-Алексу

Функция gcdext реализует расширенный алгоритм Евклида. По заданным n и m она находит такие g, t, u, что nt + mu = g, где g = НОД(n, m).

void gcdext(long long n,long long m, long long *g, 

            long long *t, long long *u);
Функция inv вычисляет  a-1mod p. Если ax + py = g, то ax mod p = g mod p. Если a и p взаимно простые, то g = НОД(a, p) = 1 и последнее равенство примет вид ax mod p = 1, откуда x = a-1mod p. Значение x должно принадлежать интервалу от 0 до p – 1.

long long inv(long long a, long long p)

{

  long long g, x, y;

  gcdext(a,p,&g,&x,&y);

  if (x < 0) x = p + x;

  return x;

}

Рассмотрим дополнительные функции. Функция digit преобразовывает символ в цифру.
long long digit(char c)

{

  if (c >= 'A') return c - 'A' + 10;

  return c - '0';

}

Функция ToDecimal преобразовывает число в системе счисления base, заданное в строке s, в десятичное число.

long long ToDecimal(char *s, long long base)

{

  long long i, res = 0;

  for(i = 0; i < strlen(s); i++)

    res = res * base + digit(s[i]);

  return res;

}

Основная часть программы. Считываем входные данные, вычисляем произведение модулей в переменной a.

scanf("%lld",&n);

for(a = 1, i = 0; i < n; i++) 

  scanf("%lld",&ai[i]), a *= ai[i];

В массив c заносим последние буквы сообщений, преобразовывая их в числовое значение.

for(i = 0; i < n; i++) 

  scanf("%s",ch),c[i] = ToDecimal(ch,ai[i]);

При помощи алгоритма Гаусса находим минимальное число, которое мог передать Штирлиц.
for(res = i = 0; i < n; i++) 

{

  Bi = a / ai[i];

  Mi = Bi % ai[i];

  Mi = inv(Bi,ai[i]);

  res = (res + c[i] * Bi * Mi) % a;

}

printf("%lld\n",res);
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В конце 60-х годов под влиянием ЭВМ кибернетика окончательно сформировалась как наука физико-математического профиля с собственным предметом исследований – так называемыми кибернетическими системами.

Научный базис кибернетики пополнился теорией цифровых автоматов, основами программирования, теорией искусственного интеллекта, теорией проектирования ЭВМ, компьютерными технологиями разнообразных информационных процессов, которые обеспечили становление новой науки, получившей название "Computer Science" (компьютерная наука) в США и "информатика" в Европе.

Термин "информатика" касался науки о получении, передаче, сохранение и обработку информации. В свою очередь, ее разделяли на теоретическую и прикладную. Теоретическая информатика включала математическое моделирование информационных процессов. Прикладная информатика охватывала вопросы построения и проектирования ЭВМ, сетей, мультимедиа, компьютерные технологии информационных процессов и другие. Сегодня термин "информатика" постепенно заменяется более содержательным термином "информационные технологии", обозначающий, с одной стороны, разработку, проектирование и производство компьютеров, периферии и элементной базы для них, сетевого оборудования, алгоритмического и системного программного обеспечения, а с другой стороны – их применение в системах различного назначения.

Систематический подход к организации и развитию компьютерной инфраструктуры актуализировал необходимость подготовки кадров. Именно поэтому в Киевском университете в мае 1969 года был открыт факультет кибернетики – первый факультет соответствующего профиля в бывшем СССР, который вобрал в себя специальности компьютерного профиля.

Сегодня факультет кибернетики является крупнейшим в Киевском университете. Факультет состоит из 9 кафедр и 9 научно-исследовательских лабораторий, где работают 130 штатных преподавателей и научных (39 профессоров, докторов наук, 64 доцентов, кандидатов наук). На факультете обучается более тысячи студентов, а также около ста аспирантов и докторантов.

Цикл фундаментальных и профессионально ориентированных дисциплин, которые читаются студентам факультета кибернетики, состоит из нескольких блоков:

• математика: математический анализ, алгебра и геометрия, дискретная математика, теория вероятностей и математическая статистика, теория случайных процессов, дифференциальные уравнения; функциональный анализ, методы оптимизации, численные методы, теория алгоритмов и математическая логика, математическое моделирование, теория управления; численные методы и уравнения математической физики, теория функций комплексного переменного, модели и методы принятия решений, теория систем.

• информатика и компьютерные системы: программирование, теория программирования, практикум на ЭВМ, архитектура ЭВМ, базы данных и информационные системы, системное программирование, компьютерные сети, основы проектирования баз знаний, анализ данных, прикладные пакеты статистической обработки, компьютерная графика, интеллектуальные системы, теория вычислений, АСУ, защита информации.

• дисциплины социально-экономической направленности: математическая экономика, основы экологии; моделирование экономических, экологических и социальных процессов, эконометрика, теория экономического анализа, основы менеджмента, менеджерские системы, мировая экономика и международные экономические отношения, финансы, деньги и кредит, экономика предприятия, учет и аудит, микроэкономика, макроэкономика, маркетинг, страховое дело.
ФАКУЛЬТЕТ

КИБЕРНЕТИКИ

Киевского национального университета имени Тараса Шевченко
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www.cyb.univ.kiev.ua
приглашает абитуриентов на обучение по следующим направлениям (бакалаврат, 4 года):

	· прикладная математика 

· информатика
	· системный анализ 
· программная инженерия


и специальностям (магистратура, 2 года):

	· прикладная математика 

· информатика

· системный анализ
	· программное           

          обеспечение систем

· социальная информатика


прикладная математика – применение современных математических методов и средств решения научно-технических задач (кафедры вычислительной математики, моделирования сложных систем, исследование операций);

информатика – разработка архитектуры и программного обеспечения новейших компьютерных систем и комплексов, защита данных, искусственный интеллект, базы данных и знаний, применения информационных технологий в экономике и бизнесе (кафедры математической информатики, теоретической кибернетики, теории и технологии программирования);

системный анализ – использование современных информационных технологий и математического аппарата для анализа сложных систем в условиях неформального описания, неполноты информации, иерархичности и т.д. (кафедры прикладной статистики, системного анализа и теории принятия решений);

программная инженерия и программное обеспечение систем – конструирование информационно-аналитических программных систем, прежде всего для компьютерных сетей, задач мультимедиа и искусственного интеллекта, WEB-технологии, защита информации, языки программирования, распределенные системы (кафедра информационных систем).

Наши выпускники работают и проходят стажировку в ведущих компаниях мира:

Facebook, Google, Samsung, Microsoft, IBM, Yandex, EPAM Systems, Materialise

Изучи мир информационных технологий 

и получи высокооплачиваемую работу

вместе с факультетом кибернетики !!! 
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