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СБОРНИК ОЛИМПИАДНЫХ ЗАДАЧ

ПО ИНФОРМАТИКЕ

С УКАЗАНИЯМИ И РЕШЕНИЯМИ

Системы счисления и арифметические задачи.

      Составители сборника  последних несколько лет тренировали сбор-

ную команду школьников Беларуси по информатике. Задачи, представлен-

ные в этом сборнике, давались на школьникам на подготовительных сбо-

рах, отборочных турах,  олимпиадах,  и достаточно  полно  охватывают

возможную тематику олимпиадных задач.  Задачи снабжены комментариями

и указаниями,  зачастую -- полными решениями и программами или прог-

раммными фрагментами. В качестве примеров мы включили несколько пол-

ных программ, написанных школьниками на сборах.

     Мы руководствовались при описании задач следующим принципом:

     Главное, чтобы решение было понятным, а как оно будет описано -

на Паскале,  алгоритмическом языке,  словесно,  или как-то еще -- не

важно.  Насколько нам удалось воплотить его в этой  книге  -  судить

Вам.  Большая  часть  фрагментов программ написана на языке Паскаль,

так как он является одновременно мощным,  ясным и  структурированным

языком программирования.  Мы надеемся,  что даже люди, не знакомые с

Паскалем,  смогут понять зти фрагменты,  используя  знания  Бейсика,

английского языка,  а также комментарии практически у каждого опера-

тора.

     Для небольшой части задач мы не даем ни решений,  ни  указаний.

Эти задачи либо решаются аналогично приведенным ранее в этой главе и

теми же самыми методами, либо являются исследовательскими задачами и

рассчитаны на самостоятельный поиск эффективного решения.

     Почти все задачи даны без указания авторов -- при распростране-

нии  задач информация об авторе почему-то почти всегда пропадает,  и

некоторые из приведенных в книге проблем стали программистским фолк-

лером.  Отсутствие  ссылки ни в коем случае не означает претензию на

авторство с нашей стороны.

     Мы признательны  людям,  чьи  задачи  и/или  решения задач мы

включили  в сборник. Это А.Калейс, Ю.Мокану, В.Прохоров, П.Панков,

В.Завадский, К.Хвенкин, И.Сорока, С.Гафуров, В.Белый, Д.Медведев и

А.Гавpилов.

     Кое-где в  тексте  встречается понятие "Сложность алгоритма".

Если для решения задачи необходимо  проделать  порядка,  например,

N*N операций,  то обычно в этом случае говорится, что предложенный

алгоритм имеет сложность О(N*N).  Когда мы говорим о сложности ал-

горитма, то мы рассматриваем только зависимость роста числа требу-

емых операций от числа N,  игнорируя все константные  множители  и

медленно растущие слагаемые.

     Мы попытались для нескольких задач дать ряд  отличающихся  по

эффективности,  очевидности  и подходам способов решения.  Поэтому

обратите внимание на решения, например, следующих задач:

     Геометрия #16

     Поиск #15

     Рекуррентные #2 и #3.

     Условия задач хранятся в файлах имя.prb (problem),  а решения и

указания - в файлах имя.sol (solutions).

     В поставку входят следующие файлы:

Название

VVEDENIE INF      Введение

ARITHMET PRB      Арифметика

ARITHMET SOL

GEOMETR  PRB      Геометрия

GEOMETR  SOL

POISK    PRB      Дихотомия и поиск

POISK    SOL

RECURR   PRB      Рекуррентные соотношения и

RECURR   SOL      динамическое программирование

SORT     PRB      Сортировки и последовательности

SORT     SOL

STRUCT   PRB      Структуры данных

STRUCT   SOL

GRAPH    PRB      Графы

GRAPH    SOL

PEREBOR  PRB      Переборные задачи

PEREBOR  SOL

RAZNOE   PRB      Разное

RAZNOE   SOL

BELORUS  94       Олимпиада Белоруссии 1994 года

  20 файлов     498726 байт   226 задач

     Так как все файлы текстовые и рассчитаны на стандартный тексто-

вый редактор, то нами были приняты следующие обозначения:

   1. элемент "A итое" может писаться  несколькими способами:

     A[i], A(i), A , Ai, A_i;

                  i

   2. знаки отношений:

      <= меньше или равно,

      >= больше или равно,

      <> не равно;

   3. операция возведения в степень "a  в  степени i"

      a^i или a**i;

   4. сумма:

        n

       SUM x[i] = x[1] + x[2] + ... + x[n]

       i=1

     или

        n

       __

       \  x[i] = x[1] + x[2] + ... + x[n]

       /

       ~~

       i=1

   5. произведение:

        n

        П x[i] = x[1]*x[2]*...*x[n]

       i=1

   6. множество -- {}:

      Пример: { L(i): 0<i<n+1 } -- множество элементов L(i) таких, что

индекс i лежит в пределах от 1 до n.

   7. в заголовке некоторых программ  стоят  директивы  компиллятору:

               {$A-,B-,D-,E+,F-,I-,L-,N-,O-,R-,S-,V-}

Они отключают проверки во время выполнения и позволяют  в  несколько

раз увеличить скорость работы программы.

   8. символ '#' означает 'номер'.

     Файлы набраны в альтернативной кодовой таблице.  Если Ваш руси-

фикатор не совпадает с использованным нами,  то, возможно, на экране

будут неверно отображаться следующие символы:

     твердый знак -- ъ

     псевдографика;

     если это действительно так, то сделайте контекстную замену этих

символов на соответствующие Вашему русификатору.

     Решения, приведенные в книге,  не единственные  (не  существует

единственно правильного  решения)  и  не всегда самые оптимальные --

наиболее эффективные решения обычно  используют  достаточно  сложные

структуры данных.

     Если в решении встречаются ссылки на другие задачи, то задачи

из другой главы даются с указанием названия главы,  а задачи теку-

щей главы - только своим номером.

     Так как не бывает книг без ошибок и опечаток,  то они есть и  в

нашей книге, и мы будем признательны всем тем, кто их обнаружит и со-

общит нам свои замечания и пожелания по поводу книги по адресу:

     г.Минск, пр. Скорины 4, Белгосуниверситет, Факультет прикладной

математики, кафедра САПР, Котову В.М. (pабочий тел. 207914, дом.тел.

726953).

     Только лицам, официально купившим этот сборник, гарантируется

консультация.

     Мы просили бы не копировать пиратские версии сборника.

     Успехов!

       До встречи на олимпиадах!

                             КСТАТИ!

     По новому положению об олимпиаде задачи всех уровней олимпиад

распространяются через Республиканскую заочную физ.-мат.-хим. шко-

лу, тел. (8-0172) 399172.

     Литература, использованная при подготовке сборника:

     Брудно А.Л., Каплан Л.И. Московские олимпиады по програм-

мированию. М. Наука. 1990.

     Задачи ленинградских олимпиад по информатике  и  вычисли-

тельной технике. Л. Ленинградский механический институт. 1988.

     Вирт Н. Алгоритмы + структуры данных = программы. М. Мир.

1985.

     Рейнгольд Э.,  Нивергельт Ю.,  Део Н. Комбинаторные алго-

ритмы. Теория и практика. М. Мир. 1980.

     Ахо А.,  Хопкрофт Дж., Ульман Дж. Построение и анализ вы-

числительных алгоритмов. М. Мир. 1979.

     Кристофидес Н. Теория графов. Алгоритмический подход.

     Арсак Ж.  Программирование игр и головоломок.  М.  Наука.

1990

     Бейда А.А.  Королев С.А. Игровые задачи и ЭВМ. Минск. На-

родная асвета. 1991.

     Бентли Д.  Жемчужины творчества программистов. М. Радио и

связь. 1990.

     Препарата Ф.,  Шеймос М. Вычислительная геометрия. Введе-

ние. М. Мир. 1989.

     Роджерс Д.  Алгоритмические  основы машинной графики.  М.

Мир. 1989.

     Липский В. Комбинаторика для программистов. М. Мир. 1988.

     а также  материалы  журнальных  статей и материалы разных

олимпиад.

                            Задача 1.

     Число вводится  своим двоичным представлением (длина числа не

превышает 10000 двоичных разрядов). Необходимо определить  делится

ли число на 15.

                            Задача 2.

     Дано число в K-ичной системе счисления

            a a   ...a   (K<=36).

             n n-1    0

Найти остаток от деления его на m.

     Числа K,  n, m, как и остаток от деления на m, представляются

в десятичной системе счисления.

                            Задача 3.

     Любое натуральное  число  N   можно   единственным   способом

представить  с  помощью некоторых целых неотрицательных d[0], ... ,

d[s] в виде

            N=d[s]*(s+1)!+d[s-1]*s! +...+d[1]*2!+d[0]           (*)

при условии, что 0<=d[i]<=i+1, i=0,..,s, где d[s]<>0.

     Дано s+1 натуральное число d[0],  ..., d[s], и натуральное K,

s<200,d[i]<65535, K<65535. Найти остаток от деления числа N, опре-

деляемого в факториальной системе (*) числами d[0],  ..., d[s], на

число K.

                            Задача 4.

     Числа Фибоначчи U[1],  U[2], ... определяются начальными зна-

чениями U[1]=1, U[2]=2 и соотношением

                     U[N+1] = U[N] + U[N-1].

     Рассмотрим систему счисления с двумя цифрами 0 и 1,  в  кото-

рой, в  отличие  от  двоичной  системы  весами являются не степени

двойки 1,2,4,8,16,...,  а числа Фибоначчи 1,2,3,5,8,13,.... В этой

системе счисления  каждое  положительное  целое число единственным

образом представляется в виде строки нулей и единиц, которая начи-

нается с 1 и в которой нет двух единиц, стоящих рядом.

     Даны две строки,  представляющие числа A и B.  Найти  строку,

представляющую число A+B.

     Пример. Исходные строки '10101' и  '100' представляют  числа

8+3+1=12 и  3.  Ответом  является строка '100010',  представляющая

строку 13+2=15=12+3.

     Примечание. Строки  могут быть столь длинны,  что числа A и B

превысят максимально допустимое в вашем компьютере целое число.

                            Задача 5.

     Сосчитать количество единиц в двоичной записи числа i.

                            Задача 6.

     Последовательность 011212201220200112... строится так: снача-

ла пишется 0, затем повторяется следующее действие: уже написанную

часть приписывают справа с заменой 0 на 1, 1 на 2, 2 на 0, т.е.

                0 -> 01 -> 0112 -> 01121220 ->...

     Составить алгоритм, который по введенному N, (0<=N<=3000000000)

определяет, какое число стоит на N-ом месте в последовательности.

                            Задача 7.

     Дан массив  X(100)  и  Y(100).  Записать  алгоритм,  меняющий

последовательно местами значения элементов X(k) и  Y(k)  для  этих

таблиц, для k=1,2,...,100, не используя промежуточных переменных.

                            Задача 8.

     Точки с целочисленными координатами из 1-го квадранта помеча-

ются числами 0,1,2,...  слева направо и снизу вверх таким образом,

что очередной точке приписывается минимальное  число,отсутствующее

в  вертикали и горизонтали,проходящей через точку.  Первой помеча-

ется точка (0,0).

     Написать программу,  которая

     1. По заданным координатам x и y, x>=0, y>=0, x,y- целые, оп-

ределяет пометку точки.

     2. По заданной координате x и пометке точки y, x>=0, y>=0, x,

y - целые, определяет вторую координату точки.

                            Задача 9.

     Найти длину  периода и сам период бесконечной степенной дроби

по основанию Р,  представляющей рациональное число N/M (для конеч-

ных дробей  считать,  что  длина  периода равна 1).  M,N,P - целые

десятичные числа, 0<N<M, 1<P.

                           Задача 9.1.

     Для введенных  действительного числа r>0 и натурального числа

qmax необходимо найти наилучшее приближение r в виде  рациональной

дроби p/q, где q<=qmax.

                            Задача 10.

     Известно, что запись числа A в позиционных системах счисления

с основанием p и q имеет вид бесконечной периодической дроби с пе-

риодом 2:

                      A = O,(ab)  = O,(ba)                     (*)

                                p         q

где a и b - различные цифры в этих системах счисления.

     Написать программу, которая для введенных натуральных чисел p

и q (2<=p,q<=30,  p>q) находит и выводит все возможные пары значе-

ний цифр a и b, удовлетворяющих соотношению (*). Если таковых нет,

вывести сообщение 'Пригодных цифр нет'.

     Предусмотреть защиту от ввода ошибочных данных.

     Примечание: Значением числа,  запись которого  в  позиционной

системе счисления с основанием S есть 0,cdef (где c,d,e,f - цифры),

являются

                       c     d     e     f

                     --- + --- + --- + --- .

                      S^1   S^2   S^3   S^4

                            Задача 11.

     Определим множества K[i] рекуррентно.  Пусть  K[0]  =  [0,1].

Разделим  сегмент [0,1] на три части точками 1/3 и 2/3 и удалим из

него интервал (1/3,2/3). Получим множество K[1], состоящее из двух

оставшихся сегментов [0,1/3] и [2/3,1].  Каждый из них разделим на

три части (точками 1/9 и 2/9 для первого сегмента, и точками 7/9 и

8/9 -  для  второго  )  и  удалим  средние  интервалы  (1/9,2/9) и

(7/9,8/9). Таким образом получаем множество K[2],  и т.д. Пусть мы

построим множество K[i]. Поделим каждый оставшийся сегмент из K[i]

на 3 части и удалим из этих сегментов средние интервалы.  Получим,

таким образом, из K[i] множество K[i+1].

     Вводятся 3 целых числа n,a,b.

     Необходимо определить, принадлежит ли точка с координатой

a/b множеству K[n].

                            Задача 12.

     Найти наибольший  общий  делитель  и наименьшее общее кратное

чисел a и b.

                            Задача 13.

     Число называется совершенным, если оно равно сумме всех своих

делителей за исключением  его  самого.  Любое  четное  совершенное

число представимо в виде

                   p-1    p

                  2   * (2  - 1), где р натуральное число.

     Найти двоичное представление  для  максимального совершенного

четного числа меньшего введенного N.

                            Задача 14.

     Заданы натуральные числа E,K,M,T в записи химической  реакции

                       ХеАk + Y -> YmAt + X,

где A,X,Y - атомы или группы атомов.  Написать  алгоритм,  который

находит такие натуральные коэффициенты, чтобы знак "стрелки" можно

было заменить знаком равенства.

                            Задача 15.

     Вводятся целые числа a и b.  Пусть у треугольника ABC коорди-

наты A=(0,0),  B=(a,b),  а обе координаты C=(x,y) - целые числа, и

площадь треугольника ABC не равна нулю.

     Какую минимальную площадь может иметь треугольник ABC?

                            Задача 16.

     Имеется N банок с целочисленными объемами V1, ..., Vn литров,

пустой сосуд и кран с водой.  Можно ли с помощью этих банок налить

в сосуд ровно V литров воды.

                            Задача 17.

     Вычислить число  e  (основание натурального логарифма) с точ-

ностью n значащих десятичных цифр после запятой.  Можно  использо-

вать числовой ряд:

          e=1+1/1!+1/2!+...+1/А!...

                            Задача 18.

     Вывести на экран число 2^n, n<=10000, n - натуральное.

                            Задача 19.

     Определить количество повторений каждой из цифр 0,1,2,...,9 в

числе N^N (N в степени N), N <= 1000.

                           Задача 19.1.

     Определить, можно ли представить заданное натуральное число в

виде произведения четырех последовательных натуральных чисел. Дли-

на числа не более 250 символов. Конец числа - пробел.

                            Задача 20.

     Найти все простые числа, не превосходящие N.

                            Задача 21.

     Вводится N.  Необходимо найти,  на сколько нулей оканчивается

N!=1*2*3*...*N.

                            Задача 22.

     На входе программе даются два числа N и P. Программа на выхо-

де должна дать такое максимальное число M,  что N!  делится на P в

степени M, но не делится на P в степени M+1.

     Примечание.

1.Числа N и P так велики , что нет смысла считать значение N!.

2.Числа N и P являются натуральными.

                            Задача 23.

     Натуральное число  N>1  представить  в виде суммы натуральных

чисел так, чтобы произведение этих слагаемых было максимально.

                            Задача 24.

     Задается любое положительное действительное число R.Найти по-

ложительные действительные R1,R2,...,Rn,  Ri<4 ,i=1,...,n,  такие,

что R=R1*R2*...*Rn=R1+R2+...+Rn

                            Задача 25.

     Даны целые  числа А(0),А(1),...,А(5).  Найти множество корней

уравнения

              А(5)*X^5 + А(4)*X^4 + ... + А(0) = 0,

если известно, что  все корни - целые числа, A(0)<>0.

                            Задача 26.

     Вывести в  порядке  возрастания все обыкновенные несократимые

дроби,  заключенные между 0 и 1,  знаменатели которых не превышают

15. Массив при этом заводить не следует.

                            Задача 27.

     Дан многогранник, в вершинах которого записаны целые числа.

     Одним ходом можно выбрать одно ребро,  и к числу, записанному

в одном из его концов прибавить один,  а из числа,  записанного  в

другом конце - вычесть 1.

     Какому необходимому и достаточному условию должны  удовлетво-

рять записанные числа,  чтобы с помощью таких ходов можно было до-

биться, чтобы во всех вершинах был одновременно записан ноль?  От-

вет обосновать.

                            Задача 28.

    a). Полином

         p(x)=A[n]*x^n+A[n-1]*x^(n-1)+ ...  +A[1]*x+A[0]

задается своими коэффициентами A[n], ... ,A[0]. Найти его значение

P в точке x.

    b). Число в k-ичной системе задается своим представлением

                        (A[n], ... ,A[0]),

т.е. в десятичной системе оно имеет значение

         A[n]*k^n+A[n-1]*k^(n-1)+ ...  +A[1]*k+A[0].

     Найти это значение.

                            Задача 29.

                                   n

     Полином N-ой степени  A(x) = SUM  a[i] * x^i  задается своими

                                  i=0

коэффициентами a[i]. Найти коэффициенты b[i],i=0,...,n*m, m-ой сте-

пени полинома A(x). Числа n,m<=40.

                            Задача 30.

     Вычислить коэффициенты A[1],  A[2],  ..., A[N]

многочлена

            n        n-1

     P(x) =x + A[1]*x   +...+ A[N-1]*x + A[N]

с заданными действительными корнями X[1], X[2], ..., X[N].

                            Задача 31.

                 n

      Многочлен SUM a[i]*x^i задается набором своих коэффициентов

                i=0

a[i], i=0,..,n. Необходимо вычислить коэффициенты b[i] такого мно-

гочлена, что

    n              n

   SUM b[i]*x^i = SUM a[i]*(x+d)^i

   i=0            i=0

для заданного d.

                            Задача 32.

     Вычислить  значение  полинома

                     f(x)=ax^4+bx^3+cx^2+dx+e

для x=1, ..., 10000, используя не более 51000 операций *,+.

            Системы счисления и арифметические задачи.

                            Задача 1.

     Если вспомнить,  что  признаком деления на 9 в десятичной

системе счисления является делимость на  9  суммы  цифр  числа

(действительно, пусть есть число

 S = a[n]*10^n + a[n-1]*10^(n-1) + ... + a[1]*10 + a[0].

 S mod 9 = (a[n]*(10^n-1)+a[n] + a[n-1]*(10^(n-1)-1)+a[n-1] +

            + ... + a[1]*(10-1)+a[1] + a[0]) mod 9

     А так как 10^k - 1 делится на 9 нацело, то и

          S mod 9 = (a[n] + ... +a[1] +a[0]) mod 9,

ч.т.д.), то аналогично получаем, что признаком деления на 15 в

системе счисления с базисом 16 будет  делимость  на  15  суммы

всех шестнадцатеричных цифр числа.

     Мы разбиваем двоичное число справа налево на тетрады, ко-

торые  однозначно можно преобразовать в шестнадцатеричные циф-

ры, находим их сумму и делим ее на 15. Если остаток 0, то вве-

денное число делится на 15, иначе - нет.

                          Задача 2.

     Разумеется, можно  непосредственно  вычислить это число в

десятичной системе счисления,  после чего разделить его на  m,

но в этом случае придется представлять число в виде (например)

массива цифр и моделировать операции над этим числом.  Сущест-

вует другой простой алгоритм.

     В системе счисления с основанием K число представляется в

виде

     a[n]*K^n + a[n-1]*K^(n-1) + ... +a[0]*K^0.

     Найдем остаток  от деления его на m (остаток от деления a

на b обозначим a mod b):

   (a[n]*K^n +  a[n-1]*K^(n-1)  +  ...  +a[0]*K^0) mod m =

   -  n          ¬         -  n                   ¬

  =¦ SUM a[i]*K^i¦ mod m = ¦ SUM a[i]* (K^i mod m)¦ mod m =

   L i=0         -         L i=0                  -

     Это следует из следующих соображений:  пусть K^i mod m=t,

тогда K^i =p*m+t, и

 (a[i]*K^i) mod m = (a[i] * (p*m+t)) mod m =

       = (a[i]* p*m) mod m + (a[i]*t) mod m =

       = (a[i] * (K^i mod m)) mod m,

при этом для любых чисел b[i] выполняется

    n                   n

 ( SUM b[i] ) mod m =( SUM b[i]  mod m ) mod m.

   i=0                 i=0

     Отметим также очевидное равенство

     K^i mod m =[(K^(i-1) mod m) * K] mod m,

т.к. если K^(i-1) = p*m+t, то K^(i-1) mod m = t,

K^i = p*m*K+t*K и K^i mod m = t*K mod m =

    = [(K^(i-1) mod m)*K] mod m.

   Запись этого алгоритма (тут a[i] - K-ичные цифры числа):

      s:=0;  t:=1;

      for i:=0 to n do

        begin

          s:=(s+a[i]*t) mod m;

          t:=t*K mod m;

        end;

     В переменной S после  окончания  работы  алгоритма  будет

храниться искомый остаток.

                          Задача 3.

     Задача решается также, как и предыдущая:

         -   s                                ¬

N mod K =¦  SUM  (d[j] mod K) * ((s+1)! mod K)¦ mod K,

         L  j=0                               -

                   -                           ¬

где (s+1)! mod K = ¦ (s! mod k) * ((s+1) mod k)¦ mod k,

                   L                           -

    Алгоритм запишется следующим образом:

       остаток:=0;

       faktorial:=1;

       for i:=1 to s+1 do

         begin

           остаток:=(остаток+(d[i-1] mod k)*faktorial) mod k;

           faktorial:=(faktorial * ((i+1) mod k)) mod k;

         end;

    В переменной  остаток после выхода из цикла будет искомое зна-

чение.

                            Задача 4.

     Воспользуйтесь тем, что

                       U[1] + U[1] = U[2],                    (1)

     U[i] + U[i] = U[i] + U[i-1] + U[i-2] = U[1+1] + U[i-2],  (2)

                     U[i] + U[i-1] = U[i+1].                  (3)

     Суммируем числа A и B поразрядно,  используя приведенные выше

правила, начиная со старших разрядов.  После применения любого  из

правил опять начинаем просмотр числа со старших разрядов.

     Проведем суммирование чисел '10101' и  '100' из задачи.

     10101

  +    100

    -------

     10       Первые два разряда просто сносятся,

  +   1001    затем применяем правило (2),

  +     01    и добавляем последние два разряда

  +     00    чисел A и B

    -------

     11001    Для двух первых разрядов применяем правило (3)

  +     01

  +     00

    -------

    100001

  +     01    Правило (1)

  +     00

    ------

    100010

                            Задача 5.

     Алгоритм следующий:

   cnt:=0;               cnt -- счетчик единиц в i.

   while (i<>0) do       цикл повторяется число раз, равное

     begin               числу единиц в i. " Убираем " край-

       i:=(i-1) and i;   нюю справа единицу в двоичной записи

       cnt:=cnt+1;       числа.

     end;                Пример:  110  = i

                                  101  = i-1

                                  ------------------

                                  100  = i and (i-1)

                           Задача 6.

     Пусть a(k) - k-ый член последовательности.

     Рассмотрим последовательность, формируемую по следующему пра-

вилу:

                             a(0)=0;

ряд

                         a(0)...a(2**k-1)

получаем приписыванием  к  этой  последовательности справа этой же

последовательности, но при этом каждый  член  приписываемой  части

увеличивается на единицу. Получаем

                    0->01->0112->01121223->...

     Докажем, что a(k) есть сумма единиц в двоичном  представлении

числа k.

     Доказательство проведем по индукции.  Для a(0)=0 это справед-

ливо.    Пусть    предположение   справедливо   для   всех   a(i),

0<=i<=2^(k-1)-1 (т.е.  для всех чисел i, состоящих из не более чем

k-1-го  двоичных  разрядов).  Тогда в двоичном разложении числа l,

2^(k-1)<=l<2^k,  в k-ом разряде появляется добавочная  единица,  и

поэтому

                    a(l)=1+a(l-2^(k-1)),

ч.т.д.

     Возьмем a(i) mod 3,  и получим число, стоящее на i-ом месте в

последовательности, описанной в условии задачи.

     Для того,  чтобы найти a(i), необходимо, по доказанному,сосчи-

тать количество единиц в двоичной записи числа i - см. задачу 5.

                           Задача 7.

     Будем менять местами содержимое переменных A и B. Сущест-

вует несколько способов сделать это.

     1.  Оператор        Значение в A        Значение в B

         A:=A+B;             A+B                   B

         B:=A-B;             A+B                   A

         A:=A-B;              B                    A

     2. Можно  использовать логическую операцию XOR (исключаю-

щее или). Таблица истинности для XOR следующая:

         1 XOR 1 = 0               1 XOR 0 = 1

         0 XOR 0 = 0               0 XOR 1 = 1

     Операция XOR  над  двумя переменными в машине реализуется

как побитовая операция над двоичным представлением чисел. Поэ-

тому, в частности, A XOR A = 0, A XOR B = B XOR A, A XOR 0 = A.

         Оператор        Значение в A        Значение в B

        A:=A XOR B         A XOR B                 B

        B:=A XOR B         A XOR B           (A XOR B) XOR B=

                                             =A XOR (B XOR B)=

                                             =A XOR 0 = A

        A:=A XOR B       (A XOR B) XOR A=          A

                        = B XOR (A XOR A)=

                           = B

                            Задача 8.

     Если рассмотреть битовые представления числа A[i,j],  по-

мечающего точку  (i,j) и чисел i и j,  то обнаруживается,  что

A[i,j]=i XOR j,  откуда получается, что A[i,j] XOR i=j,

A[i,j] XOR j=i.

     Покажем, что A[i,j]=i XOR j.

     1) Число A[i,j]=i XOR j не встречалось еще ни в строке i,

ни в столбце j. От противного: существует такое j', что

     i XOR j = i XOR j' =>  i XOR j XOR i = i XOR j' XOR i  =>

     =>  j'=j;

     2) Пусть  существует  такое k<i XOR j,  что k=i XOR L =

= j XOR M,  и k еще не встречалось в строке i и столбце j (на-

помним, что  по  предположению  все  остальные уже заполненные

элементы равны i XOR j, поэтому L>j и M>i).

     Тогда, так как M>i,  то существует бит с номером t такой,

что для любого R>t биты Mr и ir равны, t-ый бит Mt=1, it=0. Но

так как j XOR M < j XOR i, то Jt=1.

     Так как L>j и L XOR i=j XOR M,  то L = j  XOR  M  XOR  i.

Рассмотрим i  XOR  M.  В силу вышесказанного для любого бита с

номером R, R>t, (i XOR M)r=0, а (i XOR M)t=1.

     При этом Jt=1, следовательно

     (i XOR j XOR M)r = Jr для r>t и

     (i XOR j XOR M)t = 0  для r=t,

то есть L<j ?! Противоречие.

                            Задача 9.

     Введем переменную N1=N.

     Пусть N1 и M заданы в десятичной системе счисления. Пере-

ведем дробь N1/M в систему счисления с основанием p:

     Пусть в системе с основанием p искомая дробь 0.a(1)a(2)...

     Получаем:

     a(1)*p^(-1)+a(2)*p^(-2)+ ... =N1/M.

Умножим правую и левую части равенства на p:

     a(1)+a(2)*p^(-1)+ ... = N1*p/M.

     Выделяя целую часть выражений слева и справа от знака ра-

венства, получаем

     a(1) = целая часть (N1*p/M).

Обозначим N2 = N1*p mod M; очевидным образом получаем

     a(2)*p^(-1)+ ... = N2/M.

Домножая на p и находя целую часть, опять же имеем

     a(2) = целая часть (N2*p/M);

продолжая аналогично, определяем коэффициенты a(3), a(4) и т.д.

     В ходе выделения цифр ai мы можем получить различных зна-

чений Ni не более чем M (по алгоритму выше у нас всегда Ni<M).

     Если вдруг какие-то два остатка совпадают:  Ni=Nj,  i<>j,

то совпадают и цифры разложения: a(i+1)=a(j+1), a(i+2)=a(j+2),

... ,  т.е. цифры (a(i+1), ... ,a(j)) образуют один из кратных

периодов. Нам  надо найти минимальную длину такой периодически

повторяющейся последовательности,  которая  равна   количеству

цифр между двумя ближайшими повторяющимися остатками,  и  сами

цифры.

     Поступаем следующим образом:

Выделяем M  цифр  p-ичной  дроби (исходя из вышесказанного,  к

этому моменту период уже обязан начаться).  Запоминаем  Nm,  и

ищем первый такой остаток Nk, k>m, что Nm=Nk. Величина k-m как

раз и есть искомая длина периода.

                         Задача 9.1.

     Алгоритм:

     p:=0; q:=1;

     metka:

         if p/q < r then p:=p+1;

         if p/q = r then stop;

         if p/q > r then q:=q+1;

         if q > qmax then stop;

         goto metka;

PROGRAM  ratap;

VAR  p,q,qmax:integer;

     d, r, min: real;

BEGIN

   write('r,qmax=');  readln(r,qmax);

   p:=0; q:=1; min:=r;

  REPEAT

    IF  p/q<r THEN p:=p+1 ELSE q:=q+1;

    d:=abs(r-p/q);

    IF d<min THEN BEGIN min:=d; writeln(p:7,'/',q) END

  UNTIL (q>=qmax) OR (d=0);

readln; END.

     Задача взята из книги "Еxploring mathematics with your

computer" by Arthur Engel (The Mathematical Association of

America, New Mathematical Library, 1993)

                          Задача 10.

     Так как q<p, то цифры a и b должны лежать в пределах от 0

до q-1.

     Распишем A в системе с основанием p:

         a    b     a     b            1            1

     A = - + --- + --- + --- + ...  = --- (ap+b) + --- (ap+b)+

         p   p^2   p^3   p^4          p^2          p^4

+ ... = (ap+b)(p^(-2) + p^(-4) + ...) =  { находим  сумму  бесконечно

убывающей  геометрической прогрессии со знаменателем p^(-2)} =

          p^(-2)    ap+b

 = (ap+b)------- = ----- .

         1-p^(-2)   p^2-1

     Аналогично для A в системе с основанием q выполняется

         bq+a

     A = ----- .

         q^2-1

     Получаем

                 (bq+a)(p^2-1)=(ap+b)(q^2-1)

           a[p(q^2-1)-(p^2-1)]=b[q(p^2-1)-(q^2-1)].

     Вычисляем выражения  в  квадратных скобках;  обозначим их

соответственно u и v: au=bv.

     Находим НОД(u,v)=s; обозначим r=u/s, f=v/s.

     Получаем

           ar=bf,

r и f взаимно просты, следовательно, решениями этого равенства

будут числа

     a=fk, b=rk, k=1,2, ... ,

     при этом  мы берем только те a и b,  для которых одновре-

менно выполняется

     а) a<>b

     b) a<r

     c) b<r

     Нахождение НОД - см. задачу 12.

                            Задача 11.

    Очевидное решение: При попытке непосредственно вычислять коор-

динаты концов сегментов,  принадлежащих множеству K[n],  и опреде-

лить,  принадлежит  ли  a/b  одному  из этих сегментов даже для не

слишком больших n за счет потери точности при вычислениях и  из-за

ограниченного числа знаков в машинном представлении чисел с плава-

ющей точкой данный подход  дает  неверный  ответ  для  большинства

входных данных. При больших n вообще будет наблюдаться потеря зна-

чимости:  число при делении на 3 станет таким малым,  что в машине

оно будет представляться нулем.

    Рассмотрим другой метод решения этой задачи. Так как мы посто-

янно  должны  делить сегменты на три части,  то это наталкивает на

мысль использовать троичную систему счисления и троичные дроби.

   В первой из удаленных интервалов (1/3,2/3) попадают только

те точки

                 x=0.a[1] a[2] a[3] ...

в троичном разложении которых a[1]=1, кроме точки 1/3=0.1000... --

правого конца  сегмента [0,1/3].  Таким образом,  в K [1] остаются

все те точки,  у которых a[1] <>1,  либо a[1]=1, a[2] = a[3] = ...=

= 0. Аналогично, в множестве K[i], i>=0, содержатся точки, у кото-

рых ни одно из чисел a[j],  1<=j<=i,  не равно 1,  а также  точки,

удовлетворяющие   условию:   a[j]=1,  j  -  фиксировано,  1<=j<=i,

a[l]<>1, l<j, и a[l] =0 для любого l>j (то есть, в записи троичной

дроби только одна позиция равна 1, после нее все остальные позиции

нулевые.  Эти дроби соответствуют правым концам сегментов из  мно-

жества K[i]).

    Запись алгоритма на Паскале имеет вид:

      x:=a;  i:=1;

      while (i<=n) or (x<>1) or (a<>0) do

         begin

            a:=a*3 mod b;

            x:=a*3 div b;

            i:=i+1;

         end;

      if (x=1) and (a<>0) and (n<>0)

         then writeln(' Не принадлежит')

         else writeln(' Принадлежит');

                            Задача 12.

     Как известно НОК(a,b)=ab/НОД(a,b).

     Для нахождения НОД используем алгоритм Евклида. Будем обозна-

чать НОД(a,b) просто как (a,b).

     Шаг алгоритма. Пусть a>=b (если это не так, то просто поменя-

ем содержимое переменных a и b местами).

     Если b=0, то (a,b)=a, СТОП.

     Иначе (a,b)=(a mod b,b).

     Действительно, если g=(a,b),  то он делит и a, и b, и остаток

r от деления a на b: a=bs+r, тут s - частное a div b, r = a mod b.

Покажите, что (a,b)=(r,b).

     Обозначим через a величину a mod b.  Снова выполним шаг алго-

ритма.

     Существует и  другой,  более быстрый ('машинный') вариант на-

хождения НОД:

     Для вычисления  НОД  воспользуемся  следующими очевидными ра-

венствами:

     1). (0,a)=a, (a,b)=(b,a)

     2). (a,b)=(a-b,b)

     3). Если a и b оба четны, то (a,b)=2*(a/2,b/2)

     4). Если a четно,  а b - нет, то (a,b)=(a/2,b)

     5). Если  a  и b оба нечетны и a>b,  то (a-b) - четное число,

при этом (a-b)<max{a,b} и (a,b)=(a-b,b).

     Алгоритм :

     Шаг 1.     k:=1

     Шаг 2.     Пока a и b одновременно четны, выполняем

                        a:=a/2

                        b:=b/2

                        k:=k*2

     Шаг 3.  Если оба числа a и b нечетны,

             то на место большего из них заносим разность его и

                        меньшего из чисел,

             иначе,

               если одно из чисел a или b четно,

               то делим его на 2.

     Шаг 4.  Если одно из чисел (a или b) равно нулю,

             то (a,b) равен произведению другого числа на k, и ал-

                горитм завершает работу,

             иначе перейти на шаг 3.

                            Задача 13.

                 p-1    p

     Число вида 2   * (2 - 1), в двоичном представлении имеет р

единиц и р-1 нулей. Максимальное значение р определяется как

                  [(log N)/2]+1.

                       2

     Затем проверяется является ли число совершенным для  получен-

ного значения p.  Оно является совершенным, если для простого зна-

                 p

чения p,  число 2 -1 является простым. Если получили несовершенное

число,  уменьшаем  p  на  1 и снова проверяем,  является ли данное

число простым.

     Совершенные числа получаются для значений р равных

                2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107,127.

                            Задача 14.

     Запишем уравнение в виде

                     sXeAk + pY = nYmAt + rX.

     Приравнивая коэффициенты при X,A и Y, получаем:

 X ¦ se=k

 A ¦ p=nm                                                     (*)

 Y ¦ sk=nt

     Так как коэффициенты в формуле должны быть взаимно  простыми,

то следует найти НОД чисел k и t (Задача 12). Пусть (k,t)=d. Тогда

s*(k/d)=n*(t/d), и числа k/d и t/d являются взаимно простыми, сле-

довательно, n=k/d, а s=t/d.

     По (*) находим остальные коэффициенты.

                            Задача 15.

     По заданным координатам трех вершин мы  можем  найти  площадь

треугольника ABC

            Sabc=(bx-ay)/2

     Если a=0,  то  минимальная  площадь  Smin=b/2,  если b=0,  то

Smin=a/2.  Если же обе координаты отличны от нуля, то из алгоритма

Евклида для нахождения НОД(a,b)=(a,b), следует существование таких

целых x и y, что ABS(bx-ay)=(a,b), и именно эти x и y минимизируют

площадь треугольника ABC.

     Нахождение НОД - задача 12.

                            Задача 16.

     Обозначим S=НОД(V1,...,Vn).  Если V делится нацело на S, то в

сосуд с помощью банок можно налить V литров воды, иначе - нет.

                            Задача 17.

     Заведем два массива: E[0..N+1] и S[0..N+1]. Элементы массивов

- байты. В E будем хранить текущую частичную сумму

             e_n=1+1/1!+1/2!+ ...  +1/(k-1)!,                  (*)

вычисленную с точностью N+1 знаков после запятой  (в  ячейке  E[i]

хранится значение i-го разряда после запятой,  то есть коэффициент

при 10^(-i)).  В массиве S  будет  храниться  последнее  слагаемое

частичной суммы, т.е. 1/(k-1)! (опять же в S[i] находится i-я циф-

ра после запятой, все незначащие цифры, разумеется, нули).

     Оценим погрешность формулы (*) c учетом равенства

                e=1+1/1!+1/2!+ ...  +1/(k-1)!+...

Погрешность представления числа е будет

     F_n = e-e_n = 1/(n+1)! + 1/(n+2)!+ ...

         = 1/(n+1)! * (1 + 1/(n+2) + 1/(n+2)(n+3) + ...)

         < 1/(1+n)! * (1 + 1/(n+2) + 1/(n+2)^2 + ...)

             1          1            1     n+2

         = ------  -----------  =  -----  ----

           (n+1)!  1-(n+2)^(-1)    (n+1)!  n+1

     Т.к. F_450 < 10^(-10002),  то для вычисления,  например, 1000

знаков после запятой необходимо 450 итераций.  По точности N и вы-

шеприведенной формуле вычисляем количество итераций С (можно взять

грубо С=N).

     Будем делить число,  представленное массивом S,  на очередное

число k. Результат 1/k! прибавим к массиву E. Сложение реализуется

так:

     perenos:=0;     { перенос из предыдущего разряда }

     for i:=N+1 downto 0 do

     begin

       E[i]:=E[i]+S[i]+perenos;

       perenos:=E[i] div 10;  { формируем новый перенос }

       E[i]:=E[i] mod 10;     { корректируем E[i] }

     end;

     Вычисление новых  слагаемых  и суммирование проводится С раз.

     Рассмотрим процедуру  деления S на k.  Делить будем так,  как

это обычно делается вручную - "столбиком":

     m:=0;    { m - текущее делимое, m - Longint }

     for i:=0 to N+1 do begin

       m:=m*10+a[i];  { дописываем к делимому сзади еще }

                      { одну цифру }

       a[i]:=m div k; { находим очередную цифру частного }

       m:=m mod k;    { и очередное делимое }

     end;

                            Задача 18.

     В переменной  стандартного  типа  такое  большое число не по-

местится.  Будем моделировать возведение  2  в  степень  n  вычисляя

последовательно 2^1,  2^2,  ...  , 2^n, используя массив. В каждой

ячейке массива будем хранить  по  (например)  4  десятичных  цифры

числа (т.е. в элементе A[1] - 4 последних цифры числа (разряды 0 -

3), в A[2] - 4 предпоследних (разряды 4 - 7) и т.д.).

     Оценим количество десятичных цифр в числе 2^n,  n<=1000.  Это

10 000 * log10 (2) + 1 < 15 000 цифр. Количество элементов массива

возьмем равным 15000/4=3750. Введем переменную Nach, в которой бу-

дем хранить индекс элемента массива A, в котором находятся старшие

значащие разряды вычисляемого сейчас числа.

     var A: array[1 .. 3750] of word;

         Nach: word;

         i,N,j: word;

     begin

       for i:=2 to 3750 do A[i]:=0;

       A[1]:=1;   { сначала число в массиве A - это 2^0=1 }

       read(N);   { читаем степень }

       Nach:=2;   { индекс первой еще не использованной ячейки }

                  { в массиве A }

       for i:=1 to N do

       begin

         Perenos:=0; { перенос в следующий элемент массива A }

         for j:=1 to Nach+1 do

         begin

           A[i]:=A[i]+A[i]+Perenos;

               { складываем 4 текущих разряда друг с другом, }

               { добавляя перенос из предыдущих 4-х разрядов }

           if A[i]>=10000        { если в числе > 4 цифр }

           then begin

             Perenos:=A[i] div 10000;  {то формируем перенос}

                                       { в старшие разряды }

             A[i]:=A[i] mod 10000;     { и оставляем в числе }

                                       { 4 последних цифры }

           end

           else Perenos:=0       { иначе переноса нет }

         end;   { к вложенному циклу for j }

         if A[Nach+1]>0          { если был перенос в еще не }

         then Nach:=Nach+1;      { использованную ячейку }

                            { массива A, то увеличиваем Nach }

       end;   { для цикла for i }

           { распечатка }

       { старшая тетрада печатается без ведущих нулей }

       j:=1000;           { ищем первую значащую цифру }

       while (A[Nach] div j)=0 do j:=j div 10;

       while j<>0 do begin

         write(A[Nach] div j);    { печать цифры }

         A[Nach]:=A[Nach] mod j;  { отбрасываем }

         j:=j div 10;             { напечатанную цифру }

       end;

       for i:=Nach-1 downto 1 do

       begin

         j:=1000;

         for j:=1 to 4 do    { 4 разряда }

         begin

           write(A[i] div j);  { печатаем цифру }

           A[i]:=A[i] mod j;   { и отбрасывает ее }

           j:=j div 10;

         end

       end

     end. { программы }

                            Задача 19.

     Решается, аналогично задаче 18, моделированием вычисления

N^1, N^2, ... , N^N.

                            Задача 20.

     Можно просто каждое число S, 1<S<=N, делить на все предыдущие

натуральные числа k,  1<k<S,  и если хоть один остаток от  деления

равен нулю, то S - не простое. Пусть S - составное, S=ab, при этом

обязательно a<=SQRT(S), а b>=SQRT(S), так что для проверки просто-

ты S имеет смысл проверять не все значения делителя k от 2 до S, а

только k не превосходящее SQRT(S).  Если число S -  составное,  то

его можно разложить в произведение простых чисел, поэтому, так как

мы уже нашли все простые числа меньшие S,  то S имеет смысл делить

только на простые числа,  не превосходящие SQRT(S).  Если S>2,  то

следует рассматривать только нечетные числа.

     Алгоритм.

     Пусть A  -  упорядоченное  по  возрастанию  множество простых

чисел, сначала A={2,3}.

     Пусть N>3.

     Для S от 5 до N с шагом 2 повторять

       Для всякого простого числа x<=SQRT(S) повторять

         если остаток от деления S на x не равен нулю,

         то S - простое,  добавляем S в A

         иначе S - составное.

                            Задача 21.

      Мы можем представить N! в виде произведения простых сомножи-

телей:

               N!=(2^A2)*(3^A3)*(5^A5)*(7^A7)*...,

где Ap  -  показатель степени,  с которой простое число р входит в

разложение. Видно, что нулей в конце числа столько же, сколько ну-

лей в  конце произведения (2^A2)*(5^A5), но так как, очевидно, что

A2>A5, то количество нулей равно A5.

   Для того, чтобы найти A5, необходимо вычислить сумму

            -  N  ¬   -  N  ¬   -  N  ¬

         A5=¦ --- ¦ + ¦ --- ¦ + ¦ --- ¦ +                      (*)

            L 5^1 -   L 5^2 -   L 5^3 -  ... ,

           -   ¬

       где ¦   ¦ -- целая часть числа,

           L   -

т.к. каждое  пятое  число в произведении N!  делится на 5,  каждое

двадцать пятое число еще раз делится на 5,  каждое 5^3 число,  еще

раз делится на 5, и т.д. То есть в (*) мы находим, сколько чисел в

произведении N!  делится на 5. Фрагмент программы выглядит следую-

щим образом :

                 k:=5;

                 s:=0;

          repeat

                 s:=s+N div k;

                 k:=k*5;

          until (k>N);

     После работы цикла в переменной S будет находиться A5.

                          Задача 22.

     Найдем простые множители числа P. Пусть это будут p1,...,

pk.  Для каждого множителя pi найдем число si - степень, с ко-

торой pi входит в разложение P на простые сомножители. Как и в

задаче  21 найдем максимальные числа m1, ..., mk, такие что N!

делится на pi в степени mi,  но не делится  на  pi  в  степени

mi+1.

     Получаем для нахождения m следующее уравнение:

      N!    (p1^m1)*(p2^m2)*...*(pk^mk)*R

     --- = ------------------------------- ,

     P^m   ((p1^s1)*(p2^s2)*...*(pk^sk))^M

где R=N!/[(p1^m1)*(p2^m2)*...*(pk^mk)].

     Минимальное из чисел mi div si и даст искомую степень M.

     Рассмотрим пример: N=15, P=135.

     P=3*3*3*5, p1=3, s1=3, m1=15 div 3 + 15 div (3*3)=6

                p2=5, s2=1, m2=3.

     Получаем, что M=min{6 div 3, 3 div 1}=2.

     Объясните, почему мы не можем применить формулу

       M=N div P + N div (P**2) + N div (P**3) + ... ?

     Приведем полностью программу, реализующую этот алгоритм.

{                      Условие задачи.

     На входе программе даются два числа N и P.  Программа  на

выходе должна дать такое максимальное число M,  что N! делится

на P в степени M, но не делится на P в степени M+1.

    Примечание.

1. Числа N и P так велики, что нет смысла считать значение N!.

2. Числа N и P являются натуральными.

}

uses crt;

const

 max_long = 2147483647;

var

 n,p,i,stp,m,mn,km   : longint;

 flag                : boolean;

 ch                  : char;

{ Функция  howmany  считает,  сколько  раз  в  разложении числа n!

                    присутствует множитель mn.

}

function howmany(mn,n:longint):longint;

var

 pr1,pr2,pr3 : longint;

begin

 pr1:=mn; pr2:=0; pr3:=1;

 while pr3<>0 do

  begin

   pr3:=trunc(n/pr1);

   pr1:=pr1*mn;

   pr2:=pr2+pr3

  end;

 howmany:=pr2

end;

{  Функция st  находит  степень  множителя mn в разложении числа p

                      на простые множители.

}

function st(mn:longint; var n:longint):longint;

var

 prom: longint;

begin

 prom:=0;

 while (n mod mn)=0 do

  begin

   inc(prom);

   n:=n div mn

  end;

 st:=prom

end;

begin

 clrscr;

 while true do

  begin

   write('Введите число N и P => '); read(n,p);   { ввод }

   if p<>1 then                                   { если p=1 то число m }

    begin                                         { не существует       }

     m:=max_long;

     i:=2;

     flag:=true;

     repeat

       stp:=st(i,p);           {  stp после присваивания будет равно числу  }

       if (stp<>0) then        { вхождений множителя i в разложении числа p }

        begin                  { на простые множители.  Если  stp<>0, то km }

                               { будет равно  числу вхождений  множителя  i }

         km:=howmany(i,n);     { в разложении числа n! на простые множители }

         if (trunc(km/stp)<m) then  { если km/stp меньше минимального отно- }

          begin                     { шения, то сохраняем это значение.     }

           m:=trunc(km/stp);

           if m=0 then flag:=false

          end;

        end;

       if i=2 then i:=3 else inc(i,2);

     until (i>p) or (not flag);

     writeln('Число M равно ',m)

    end

    else

     writeln('Число M не существует.');

   write('Продолжить ? (y/n) ');

   repeat

    while keypressed do ch:=readkey;

    ch:=readkey;

    case ch of

     'Y','y': writeln('y');

     'N','n': begin writeln('n'); exit end

    end;

   until ch in ['N','n','Y','y'];

 end;

end.

{                            Описание задачи.

   Если взять два любых натуральных числа a и b, то a будет делиться на b,

если все степени множителей при разложении числа  a  на  простые множители

больше либо равны аналогичных степеней, получаемых при разложении числа b.

 Пример :

  120 = 2*2*2 * 3 * 5

  40  = 2*2*2 *     5

  120 делится на 40

   Следовательно, n! делится на p в степени m, если степень любого прос-

того число mn (2<=mn<=p)  в  разложении  числа  n!  на простые множители

больше, чем в аналогичном разложении числа p в степени m.

   Если F(i,p) - степень простого числа i в разложении  числа p на прос-

тые множители, то F(i,p^m)=F(i,p)*m.

   Отсюда алгоритм решения :

степень  m  будет  равна  целой  части от минимального отношения степени

простого числа i в разложении n! к степени числа i в разложении числа p,

где 2<=i<=p.

   Алгоритм разложения числа р на простые множители достаточно прост.

Основную трудность представляет алгоритм разложения числа n!.

алгоритм степень_простого_числа_в_разложении_числа_n! (нат n,mn,s,k)

дано n,mn

надо s

нач

 s:=0

 k:=mn

 пока [n/k]>0

  нц

   s:=s+[n/k]

   k:=k*mn

  кц

кон.

                            Задача 23.

     Воспользуемся тем,   что  для  n>=4  выполняется  неравенство

n<=(n-2)*2, т.е. разбивать число на слагаемые, большие 3, не имеет

смысла.  Выделяем из числа n слагаемые-двойки, пока не получим ос-

таток меньший либо равный 3 (остаток может быть либо 3,  либо  2).

Так как 2*2*2<3*3, то заменим каждые три двойки на две тройки. По-

лученное разложение и является искомым.

     Разберите самостоятельно случаи

     1) когда необходимо максимизировать произведение, и слагаемые

в  разложении числа n должны принадлежать промежутку [A,B],  A и B

вводятся пользователем.

     2) когда необходимо минимизировать произведение,  и слагаемые

в разложении числа n должны принадлежать промежутку [A,B],  A и  B

вводятся пользователем.

                            Задача 24.

     Если S>=4 то существуют единственные S1 и S2,  такие что

                        S=S1*S2=S1+S2.

Более того, наименьшее из S1 и S2 больше 1 и <=2:

        S1=(S-SQRT(S^2-4S))/2, S2=(S+SQRT(S^2-4S))/2,

              (S-4)^2=S^2-8S+16<=S^2-4S<(S-2)^2

и

                 1<S1=(S-SQRT(S^2-4S))/2<=2.

Итак, если r<4 то разложение  на  множители  закончено,  иначе

проводим разложение r на два множителя, один из них <=2 (и тем

более <4 ), если другой <4 , то процесс закончен, иначе повто-

ряем факторизацию S до тех пор, пока не получим искомое разло-

жение.

                            Задача 25.

     Из теоремы Виета получаем, что

     x1*x2*x3*x4*x5=-A(0)/A(5)

откуда следует,  что число xi должно быть делителем A(0)/A(5). На-

ходим все делители A(0)/A(5)=R (Если A(0)=A(1)=...=A(i)=0,  то i+1

корень  уравнения равен 0.  Мы делим уравнение на x^(i+1),  дальше

ищем делители числа r=A(i+1)/A(5)).

     i:=1;

     пока i<=R повторять

         если R делится нацело на i

         то проверить, являются ли числа +i

                      и -i корнями полинома

         i:=i+1

     конец пока

                            Задача 26.

     Пусть m/n  - текущая несократимая дробь.  Покажем,  как найти

следующую по значению дробь. Понятно, что она будет среди несокра-

тимых дробей вида k/р,  где р может принимать значения от 2 до 15.

Учитывая условие k/р > m/n можно для каждого р прямо вычислять ми-

нимальное значение k следующим образом:

            k=m*p/n+1.

     При этом каждая дробь k/р, полученная описанным выше образом,

несократима.

         m:=0; n:=1

         Повторять

          i:=1; j:=1;

          для р:=2 до 15 выполнять

           нц

            k:=m*p div n + 1;

            если k*j < p*i

                  то  i:=k; j:=p;

            все

           кц

          m:=i;  n:=j;

        пока i>=j

                            Задача 27.

     Это условие - равенство нулю суммы всех чисел.  Мы всегда мо-

жем "перетащить" с помощью последовательности ходов все  ненулевые

числа,  помечающие вершины,  в одну какую-либо вершину. Если сумма

всех чисел равна 0, то после этих ходов окажется, что во всех вер-

шинах записан 0.

                            Задача 28.

     а). Программа вычисления следующая:

     P:=a[N]

     for i:=N-1 downto 0 do

       P:=P*x+a[i];

     Посмотрите, как  эта  схема работает,  вручную найдя значение

полинома по его коэффициентам и точке x.

     b). Решается аналогично.

                            Задача 29.

     Продемонстрируем метод нахождения коэффициентов  полинома

на примере возведения p(x)=(x**2+2*x+1) в четвертую степень.

     Будем последовательно возводить полином в степени  2,  3,

4. Для второй степени справедливо равенство

     p(x)*p(x)=(x^2+2x+1)*(x^2+2x+1)=(x^2+2x+1)*x^2+

     +(x^2+2x+1)*2x+(x^2+2x+1)*1

     Будем складывать коэффициенты у  одинаковых  степеней  x,

выписывая коэффициенты полинома первой степени с соответствую-

щим сдвигом и умножаем на коэффициент:

     x^4   x^3   x^2   x^1   x^0

   -----------------------------------¬

                  1     2     1       ¦   x^2+2x+1

            2     4     2             ¦   (x^2+2x+1)*2x

      1     2     1                   ¦   (x^2+2x+1)*x^2

   ------------------------------------

      1     4     6     4     1

     Получили коэффициенты второй степени полинома. Для треть-

ей степени, поступая аналогично, получаем такую таблицу:

     x^6   x^5   x^4   x^3   x^2   x^1   x^0

    ------------------------------------------¬

                  1     4     6     4     1   ¦ p(x)*p(x)

            2     8    12     8     2         ¦ 2x*p(x)*p(x)

      1     4     6     4     1               ¦ x^2*p(x)*p(x)

    -------------------------------------------

      1     6    15    20    15     6     1

     Коэффициенты 4-ой степени:

     x^8  x^7  x^6  x^5  x^4  x^3  x^2  x^1  x^0

    ----------------------------------------------¬

                1    6   15   20   15    6    1   ¦

           2   12   30   40   30   12    2        ¦

      1    6   15   20   15    6    1             ¦

    -----------------------------------------------

      1    8   28   56   70   56   28    8    1

     С произвольным полиномом поступаем так же: последователь-

но находим степени 2,3,  ...,  m.  Когда мы знаем коэффициенты

полинома в  степени i,  то вычисляем коэффициенты степени i+1,

выписывая со сдвигом коэффициенты полинома степени i, умножен-

ные на соответствующие коэффициенты исходного полинома,  а за-

тем складываем их в столбик.

                            Задача 30.

     Решается аналогично предыдущей задаче. Рассмотрите полином

                  p(x)=(x-A[1])*...*(x-A[N])

и вычислите  его  коэффициенты.  На каждом из шагов,  в отличие от

предыдущей задачи, умножение будет производиться на новый одночлен

(x-A[i]).

                            Задача 31.

     Рассмотрим следующую задачу:

     Разделить полином  p(x)=a[n]*x^n  +  ...  +  a[1]*x+a[0]   на

v(x)=(x-d), т.е. найти такую константу - остаток r и такое частное

s(x)=s[n-1]*x^(n-1)+ ... + s[1]*x+s[0], что

                       p(x)=s(x)v(x)+r.

     Делить будем в столбик. Рассмотрим операцию деления полиномов

на примере:

     3x^2+2x+5 ¦x-2

     3x^2-6x   L----     Тут r=21, s(x)=3x+8.

     -------    3x+8     Видно, что коэффициент s[n-1]  при

          8x+5           старшей степени x в s равен  коэф-

          8x-16          фициенту при старшей степени  x  в

          -----          p, а остальные  коэффициенты  в  s

             21          находятся по формулам:

                    s[t-1]=(-d)*s[t]+p[t];

                      r=(-d)*s[0]+p[0].

     В наглядной  форме  это  можно записать в виде так называемой

схемы Горнера:

       p[n]         p[n-1]    ...        p[1]        p[0]

     ---------------------------------------------------------

 -d  ¦s[n-1]=p[n]           ...   s[0]=-d*s[1]+p[1]

     ¦      s[n-2]=-d*s[n-1]+p[n-1]             r=-d*s[0]+p[0]

     Тогда проведенное выше деление можно записать в следующем ви-

де:

        3        2       5

     ----------------T-----T-

   2 ¦  3        8   ¦ 21  ¦ <- остаток

     ¦               L------

     Тут 3 сносится, 8=2*3+2, 21=2*8+5.

     Вернемся к исходной задаче. Приравняем полиномы:

     p0(x)=a[n]*x^n+a[n-1]*x^(n-1)+ ... +a[1]*x+a[0]=

          =b[n](x-d)^n+ ... +b[1]*(x-d)+b[0].

     Находим остаток от деления полиномов справа и слева от  знака

равенства на (x-d). Слева все слагаемые, кроме последнего, делятся

на (x-d) нацело. Поэтому

     p0(x)=(x-d)*p1(x)+b[0].

     Получаем, что

     p1(x)=b[n]*(x-d)^(n-1)+ ... +b[2]*(x-d)+b[1].

     Аналогично находим b[1]:

     p1(x)=(x-d)*p2(x)+b[1],

затем по p2(x) определяем b[2], и т.д., пока не найдем b[n].

     Особенно удобно  это записывается в виде схемы Горнера (обра-

тите внимание,  что в верхней строке записаны коэффициенты p0, то,

что получается в строке ниже - это коэффициенты p1, к которым так-

же можно применить схему Горнера, находя коэффициенты p2, и т.д.)

     Пример: p(x)=3x^2+2x+5, d=-2,

       3   2    5

    ----------T----¬

  2 ¦  3   8  ¦ 21 ¦ =b[0]

    ¦    -----+-----                14=2*3+8

  2 ¦  3 ¦ 14 ¦ =b[1]

    +----+-----

  2 ¦  3 ¦ =b[2]

    L-----

     Получаем

           3x^2+2x+5=3(x-2)^2+14(x-2)+21.

                            Задача 32.

     Пусть f(x)=ax^4+bx^3+cx^2+dx+e. Выразим f(x+1) через f(x):

f(x+1)=f(x)+(4ax^3+(6a+3b)x^2+(4a+3b+2c)x+(a+b+c+d)=f(x)+g(x),

где

     g(x)=Ax^3+Bx^2+Cx+D.

Поступим аналогично и с g(x):

     g(x+1)=g(x)+(3Ax^2+(3A+2B)x+(A+B+C))=g(x)+h(x), где

     h(x)=A'x^2+B'x+C'.

Далее:

     h(x+1)=h(x)+(2A'x+(A'+B'))=h(x)+p(x),

где

     p(x)=A"x+B". p(x+1)=p(x)+A".

Имеем:

        f(x+4)=f(x+3)+g(x+3)

        g(x+3)=g(x+2)+h(x+2)

        h(x+2)=h(x+1)+p(x+1)

        p(x+1)=p(x)+A".

Отсюда получаем фрагмент программы:

     < BLOCK 1 >

     x:=5;

     repeat

       P:=P+A2;

       H:=H+P;

       G:=G+H;

       F:=F+G;

       writeln(x,F);

       x:=x+1;

     until x=10001;

     Итак, на  каждое значение,  начиная с 5,  тратится 5 операций

сложения.  Остается около 1000 операций на вычисление f(1),  f(2),

f(3), f(4), для инициализации

     P:=p(1); H:=h(2);  G:=g(3); (F:=f(4));

и на вычисление  A2:=A". Ясно, что 1000 операций хватит на все эти

вычисления.
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                             Первый день.

                             1. Карточки.

     Есть N  карточек.  На  каждой из них черными чернилами написан ее

уникальный номер - число от 1 до N.  Также на каждой карточке красными

чернилами написано еще одно целое число,  лежащее в промежутке от 1 до

N (некоторыми одинаковыми "красными" числами могут помечаться несколь-

ко карточек).

     Например, N=5, 5 карточек помечены следующим образом:

                      ---T--T--T--T--¬

     "черное" число   ¦ 1¦ 2¦ 3¦ 4¦ 5¦

                      +--+--+--+--+--+

     "красное" число  ¦ 3¦ 3¦ 2¦ 4¦ 2¦

                      L--+--+--+--+---

     Необходимо выбрать из данных N карточек максимальное число карто-

чек  таким образом,  чтобы множества "красных" и "черных" чисел на них

совпадали.

     Для примера выше это будут карточки с "черными" номерами 2,  3, 4

(множество красных  номеров,  как  и  требуется  в  задаче,  то  же  -

{2,3,4}).

     ВВОД:

          <N=> N, N<=50

          <"Черный" номер 1, "красный" -> "красное"_число_1

                              ......

          <"Черный" номер N, "красный" -> "красное"_число_N

     ВЫВОД:

          <В выбранном множестве элементов> количество_элементов S

          <"Черные" номера выбранных карточек> a1, ..., aS

                              2. Арбузы.

     В ряд лежат N арбузов,  пронумерованных от 1 до N.  Нам известно,

что:

     1) массы первого и N-го арбузов m(1) и m(N) соответственно;

     2) масса  i-го  арбуза m(i) есть среднее арифметическое масс двух

соседних арбузов, увеличенное на d:

                      m(i)=d+(m(i-1)+m(i+1))/2;

     По введенным m(1), m(N), N, d и j найти m(j).

     Ограничение: N<200.

     Необходимо, в рамках формулировки задачи,  предусмотреть проверку

корректности данных программы.

                          3. Удалите цифры.

     Вводятся N и s.

     Задано натуральное число N из K>s цифр (K не вводится). Составить

алгоритм,  определяющий,  какие s цифр удалить, чтобы оставшиеся цифры

составили  наименьшее число.  Выдать в порядке возрастания номера уда-

ленных цифр. Цифры пронумерованы слева направо, нумерация начинается с

единицы.

     Пример. N=2435, s=1. Если удалить вторую цифру (4), получим число

235. Это и есть наименьшее число (остальные: 435,245,243).

     Число N представляется следующим образом:

     Задается количество  строк ввода p,  в каждой строке по два числа

ai и bi,  ai<=60000, bi состоит из не более чем 60 цифр. ai указывает,

сколько раз в числе встречается группа цифр bi. p<30.

     N=(a1) b1 ... (ap) bp.

     Например, если

      p=3

      a1=3  b1=123

      a1=1  b1=0

      a1=2  b1=09

     то N=12312312300909

.
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                             Второй день.

               1. Знаменитость (Теоретическая задача).

     Пусть группа  состоит из N человек.  Назовем одного из этих людей

знаменитостью, если он не знает никого из оставшихся, а его знают все.

Задача состоит в том, чтобы в этой группе определить знаменитость (ес-

ли она там есть).  При этом разрешается задавать только  вопросы  вида

"Извините,  знаете ли Вы вон того человека?". (Предполагается, что все

ответы правдивы,  и что даже знаменитость ответит на  поставленный  ей

вопрос).

     Найти минимальное необходимое число вопросов,  которое  надо  за-

дать, и описать алгоритм опроса.

     Входные данные:  матрица C[i,j], такая что C[i,j]=1, если i знает

j, и C[i,j]=0 иначе.

                            2. Расписание.

   В нулевой момент времени мастеру одновременно  поступает  N  работ.

Работы  пронумерованы от 1 до N.  Для каждой работы i заранее известно

следующее:

   1) время выполнения работы ti, кратное суткам,

   2) штраф сi за каждые сутки ожидания работы i до момента начала  ее

выполнения.

   Одновременно может выполняться только одна работа,  и  если  мастер

приступает  к выполнению некоторой работы,  то он продолжает выполнять

ее, пока не закончит.

   Таким образом,  суммарный штраф, который надо будет уплатить, выра-

жается следующим образом:

   Штраф равен сумме сi*(время начала выполнения работы i) по всем i.

   Найти такой порядок выполнения работ,  чтобы штраф  оказался  мини-

мальным.

   Ввод:

   <N=> N, N<100,

   <Работа 1: время выполнения t1 и штраф c1> t1, c1

                               ....

   <Работа N: время выполнения tN и штраф cN> tN, cN

   Вывод:

   <Минимальный суммарный штраф=> Штраф

   <Порядок выполнения работ:> номера работ в порядке выполнения

   Пример: N=3

   t1=4    c1=1

   t2=1    c2=1

   t3=10   c3=3

   Минимальный суммарный штраф=14

   Порядок выполнения работ: 2,3,1.

                          3. Прямоугольники.

   Написать программу, отвечающую на вопрос, можно ли из N данных пря-

моугольников Пi размеров (ai,bi), i=1,...,N, сложить один большой пря-

моугольник П размера (a,b).  Нижний левый угол большого прямоугольника

имеет координату (0,0),  стороны параллельны осям координат; маленькие

прямоугольники можно поворачивать,  но так, чтобы их стороны после по-

ворота оставались параллельны осям координат. При составлении П прямо-

угольники Пi могут быть использованы не все.  Прямоугольники Пi не пе-

рекрываются.

   Ограничения: N<8, a,b,ai,bi - целые числа.

   Ответ выдать в виде 'да' - 'нет', и в случае 'да' необходимо выдать

для  каждого прямоугольника Пi,  образующего П,  координату его левого

нижнего и правого верхнего углов и его номер i.
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                     Первый день. Решения.

                           1. Карточки.

     Зададим нумерацию карточек с помощью массива F. Пусть на i-ой

карточке написана  пара:  "черный"  номер  i,  "красный"  -  F[i].

Пусть C[i] - счетчик,  показывающий,  сколько раз число i встреча-

ется среди "красных".

     Если какого-то числа i нет среди "красных" (т.е.  C[i]=0), то

его нет и в искомом множестве.  Следовательно, можно не рассматри-

вать  далее (выбросить) карточку с соответствующим "черным" числом

i (и "красным" F[i]).  Удаляем i из  множества  "черных"  чисел  и

уменьшаем соответствующий счетчик С[F[i]] на 1. Если число C[F[i]]

стало равно 0, то числа C[F[i]] нет среди "красных", и мы можем не

рассматривать далее карточку с "черным" номером C[F[i]], и т.д.

const N1=10;

type mas=array[1..N1] of integer;

var F: mas;

    N,i: integer;

     procedure mapping(F: mas);

     var C: mas;

         j: integer;

         Stack: array [0..N1] of integer;

     begin

        Stack[0]:=0;

        for j:=1 to N do C[j]:=0;

        for j:=1 to N do C[F[j]]:=C[F[j]]+1;

        for j:=1 to N do

           if C[j]=0

           then begin Stack[0]:=Stack[0]+1;

                      Stack[Stack[0]]:=j

                end;

        while  Stack[0]<>0 do { while Stack is not empty }

           begin

             j:=Stack[Stack[0]]; { remove i from the top of Stack }

             Stack[0]:=Stack[0]-1;

             C[F[j]]:=C[F[j]]-1;  { decrease counter }

             if C[F[j]]=0 then begin Stack[0]:=Stack[0]+1;

                                     Stack[Stack[0]]:=F[j]

                               end;

           end;

        for i:=1 to N do

           if C[i]<>0 then writeln(i,' in set');

     end;

begin

 write('N=');  readln(N);

 for i:=1 to N do

  begin

    write('"чеpный" номеp ',i,', "кpасный" -');

    readln(F[i]);

  end;

 mapping(F);

end.

(По материалам журнала "Communications of the ACM")

                       2. Арбузы (С.Волченков).

     В рамках формулировки задачи под корректностью  данных  программы

понимается то,  что вес каждого арбуза m(i) должен быть  положительным

числом. Мы знаем m(1) и m(n). Пусть действительные веса арбузов в ряде

m(i). Будем обозначать текущие вычисляемые массы m'(i). Зададим произ-

вольное m'(2) - вес второго арбуза. Пусть m'(2)-m(2)=s, m'(1)=m(1) и

                     m'(i)=d+(m'(i-1)+m'(i+1))/2,

Тогда, так как

                      m(i)=d+(m(i-1)+m(i+1))/2,

то

                     m(i+1)=-2*d+2*m(i)-m(i-1),

                    m'(i+1)=-2*d+2*m'(i)-m'(i-1),

и

        m'(3)-m(3)=[-2*d+2*m'(2)-m'(1)]-[-2*d+2*m(2)-m(1)]=2s

        m'(4)-m(4)=[-2*d+2*m'(3)-m'(2)]-[-2*d+2*m(3)-m(2)]=3s

                                .....

                          m'(n)-m(n)=(n-1)s.

    Находим разность m'(n)-m(n)=(n-1)s. Вычисляем s.

     3. Удалите цифру (По материалам Молдавской олимпиады).

     Пусть s=1.

     Просматривать число слева направо.  Найти первую такую циф-

ру, за которой идет строго меньшая цифра,  и эту первую  вычерк-

нуть. Если цифры идут монотонно, не убывая, вычеркнуть последнюю.

     Пусть d1 d2 ... dk - десятичная запись числа N. Пусть 1<=i<

<j<=k, Ni и Nj - результаты вычеркивания из N i-й и j-й цифр со-

ответственно. Разобьем десятичную запись чисел Ni и  Nj  на  три

отрезка -  от  1-й  до  (i-1)-й,  от  i-й до (j-1)-й и от j-й до

(k-1)-й цифр.

      1  2 ....   i-1      i    ....   j-1     j   ... k-1

  Ni d1 d2 .... d(i-1)  d(i+1)  ....    dj  d(j+1) ... dk

  Nj d1 d2 .... d(i-1)  di      .... d(j-1) d(j+1) ... dk

     Первый и третий отрезки равны (или отсутствуют),  и резуль-

тат сравнения Ni и Nj при d(i) <> d(i+1) не зависит от j.

     Если s>1, то s раз применяется приведенный выше алгоритм.

     Так как s<10, то имеет смысл хранить и анализировать только

10 текущих цифр.  При этом может удаляться цифра или в  середине

введенной строки, или в конце.

.

                             Тесты.

                            Задача 1

1)

     20

     1)3

     2)2

     3)7

     4)5

     5)11

     6)13

     7)2

     8)1

     9)8

     10)19

     11)17

     12)15

     13)11

     14)10

     15)7

     16)1

     17)2

     18)4

     19)5

     20)17

     ответ: s=1

            {2}

2)

     6

     1)2

     2)3

     3)4

     4)5

     5)1

     6)6

     ответ:s=6

           {1,2,3,4,5,6}

3)

     14

     1)6

     2)5

     3)1

     4)3

     5)4

     6)2

     7)8

     8)10

     9)7

     10)9

     11)3

     12)2

     13)1

     14)9

     ответ:s=10

           {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

                     Задача 2

     m1        mN       N      d      j     ответ

1)   1.0       1.0      21    1.0    15      85.0

2)  30.0     210.0      10   -5.0     8    данные некорректны

3)  40.0      58.0      10   -4.0     2    данные некорректны

4)  40.0    1370.0      20   -5.0    13     460.0

5)   1.0       3.625    22    0.9375 14     100.125

6)  50.0       8.5      84    0.25   59     383.5

7)   1.0       1.0      10    0.0     3       1.0

               ТЕСТЫ К ЗАДАЧЕ N 3

     Порядок ввода: р

                    а(1) b(1)

                    a(2) b(2)

                    .........

                    a(p) b(p)

                    s

     замечание: при правильных числовых ответах помечать-

                есть ли вывод не по возрастанию номеров

1)

     2

     2 1234

     1 9

     5

     ответ: 2 3 4 8 9

2)

     4

     10000 111111111111111  (по 15 цифр)

     60000 22

     2     9

     10    00001

     3

     ответ: 1)из [150001 - 270000]

            2)270001

            3)270002

3)

     9

     50000 111111111111111  (по 15 цифр)

     50000 222222222222222

     .....................

     50000 999999999999999

     4

     ответ: 1)из [6000001 - 6750000]

            2)из [6000001 - 6750000]

            3)из [6000001 - 6750000]

            4)из [6000001 - 6750000]

4)

     2

     2 01

     1 02

     3

     ответ: 2 4 6

.
                     Второй день. Решения.

               1. Знаменитость (Теоретическая задача).

     Если мы спрашиваем человека А,  знает ли он человека B, и от-

вет - "Да", то A - не знаменитость, если же "Нет", то тогда B - не

знаменитость.  Одним вопросом мы исключаем из дальнейшего рассмот-

рения  одного человека.  Когда,  после N-1 вопроса,  остается один

единственный человек, мы должны сделать проверку, действительно ли

он он знаменитость, (то есть он не знает никого, а его знают все -

это еще (N-1) вопрос).  Необходимость  проверки  можно  обосновать

следующим примером:

     1 знает 2, 2 знает 3, 3 знает 1.

                            2. Pасписание.

     Пусть имеется оптимальное расписание,  в котором номера выполняе-

мых работ совпадают с порядковыми номерами работ. Тогда этому расписа-

нию будет соответствовать минимальное значение штрафа. Всякая переста-

новка в порядке выполнения двух или более работ уже не может  привести

к уменьшению штрафа, поэтому, переставив местами работы с номерами k и

k+1, мы получим штраф не меньше.

     Обозначим через l(i) время начала выполнения работы i.

     С учетом представления штрафа это можно записать так

 k-1                                          n

 SUM c(i)*l(i) + c(k)*l(k) + c(k+1)*l(k+1) + SUM  c(i)*l(i) <=

 i=1                                        i=k+2

       k-1                                            n

   <=  SUM c(i)*l(i) + c(k+1)*l'(k+1) + c(k)*l'(k) + SUM  c(i)*l(i).

       i=1                                          i=k+2

     Здесь l'(k+1) и l'(k) - время  начала  выполнения  соответственно

(k+1)-й и  k-й  работы после перестановки.  Заметим,  что k-я работа в

обоих расписаниях выполнятся после того, как будут выполнены предшест-

вующие k-1 работы, поэтому

  l(k)=l'(k+1), l(k+1)=l(k)+t(k), l'(k)=l'(k+1)+t(k+1)=l(k)+t(k+1).

     В результате получаем:

    с(k)l(k) + c(k+1)(l(k)+t(k)) <= c(k+1)l(k) + c(k)(l(k)+t(k+1))

                       c(k+1)t(k) <= c(k)t(k+1)

                      t(k)/c(k) <= t(k+1)/c(k+1).

     Алгоритм:

     1) Для всех работ вычислить отношение t(i)/c(i);

     2) Упорядочить работы по возрастанию этого отношения.

                          3. Прямоугольники.

     Каждый Пi можно положить либо  горизонтально,  либо  вертикально.

Будем заполнять П от нижнего левого угла.

     На каждом шаге мы

     1) будем  искать  в  уже заполненной фигуре "нишу" с минимальными

координатами левого нижнего угла;

     2) для каждого из еще не использованных Пi повторить

            брать очередной Пi и пытаться вставить в "нишу"

            если удалось, и мы не вышли за пределы П,

            то

               пометить Пi как испольнованный

               на шаг 1

              scratch:

               пометить Пi как неиспольнованный

            конец то

         конец для

         если использовали все Пi, то печать результата. Стоп.

         если не использован ни один Пi, то решения нет.

                                         иначе возврат на scratch

.

                             Тесты.

                             Задача 2

   t        c

1) 5

   1,       0

   2,       1

   3,       1

   4,       1

   5,       1

ответ  16

   2, 3, 4, 5, 1

2)4

  1,        1

  0,        5

  1,        2

  1,        3

ответ  4

  2, 4, 3, 1

3)4

  1,        1

  100,    100

  3,        6

  4,        6

ответ 825

  3, 4, 1, 2       или   3, 4, 2, 1

4)8

  999,    998

  99,      98

  98,      97

  95,      96

  94,      95

  94,      93

  2,        1

  99,       0

ответ 569193

  5, 4, 1, 2, 3, 6, 7, 8

                              Задача 3.

#     N       П         Пi      Ответ

1)    7    200,400    100,500    нет

                      200,800

                      250,350

                      350,250

                      400,400

                      201,201

                      1,1000

2)    6    10,2       1,1    нет

                      1,1

                      1,1

                      1,1

                      1,1

                      1,1

3)    4    400,300               да, П3=400,300

                      205,9

                      25,22

                      300,400

                      290,799

4)    3    500,300    200,400    нет

                      300,200

                      100,100

                                       ------T-----¬

5)    7    1200,1000  600,400    да    ¦     ¦     ¦

                      600,400          +---T-+-T---+

                      600,400          ¦   ¦   ¦   ¦

                      600,400          ¦   ¦   ¦   ¦

                      400,600          L---+---+----

                      400,600

                      400,600

                                        100   500

6)    6    600,500    100,400    да    --T----------¬ 100

                      100,500          ¦ +---T------+

                      200,300    400   ¦ ¦   ¦      ¦ 200

                      200,300          ¦ ¦   +------+

                      200,300          +-+---+      ¦ 200

                      100,300    100   L-----+-------

                                         300   300

7)    6    400,700    600,300    нет

                      200,500

                      100,500

                      100,500

                      200,200

                      300,200

                            ГЕОМЕТРИЯ.

                            Задача 1.

     На плоскости заданы две точки A(x1,y1)  и  B(x2,y2).  Опреде-

лить,  какой  из отрезков - OA или OB образует больший угол с осью

OX.

                            Задача 2.

     Принадлежит ли точка плоскости A отрезку с конечными  точками

B и C?

                            Задача 3.

     1. Выпуклый многоугольник задается  координатами  вершин  при

его  обходе по часовой или против часовой стрелки.  Контур многоу-

гольника не имеет самопересечений. Определить направление обхода.

     2. Выполнить то же самое, но только в случае невыпуклого мно-

гоугольника.

                            Задача 4.

     Отрезок на плоскости задается двумя не совпадающими концевыми

точками X(x1,x2) и Y(y1,y2).  Из точки Z(z1,z2) к прямой, содержа-

щей отрезок [X,Y], проводится перпендикуляр P.

    Определить, попадает  ли  перпендикуляр P на отрезок [X,Y] или

на его продолжение.

                            Задача 5.

     Многоугольник на плоскости задается координатами своих N вер-

шин в порядке обхода их по контуру по часовой стрелке.  Считается,

что контур самопересечений не имеет.

     Найти площадь, периметр и углы многоугольника.

                            Задача 6.

     Определить, пересекается ли прямая ax+b=y и отрезок с концами

(x1,y1), (x2,y2).

                            Задача 7.

     Отрезки на плоскости задаются парами целочисленных  координат

концевых точек. Определить, пересекаются ли 2 отрезка.

                            Задача 8.

     1. Треугольник на плоскости задается целочисленными координа-

тами вершин.  Для заданной точки Z(x,y) определить, принадлежит ли

она стороне треугольника или лежит внутри или вне его.

     2. Многоугольник на плоскости задается координатами  своих  N

вершин в порядке обхода их по контуру по часовой  стрелке  (контур

самопересечений не  имеет).  Для заданной точки Z(x,y) определить,

принадлежит ли она стороне многоугольника или лежит внутри или вне

его.

                            Задача 9.

     На плоскости заданы n отрезков координатами  концевых  точек.

Концы  отрезков  задаются  двумя  парами  координат (x1[i],y1[i]),

(x2[i],y2[i]), 1<=i<=n (концы принадлежат отрезку).

     Необходимо найти  прямую,  имеющую общие точки с максимальным

числом отрезков, и напечатать в порядке возрастания номера тех от-

резков, которые эта прямая пересекает.

                            Задача 10.

     N точек на плоскости заданы своими координатами.  Найти такой

минимальный по площади выпуклый многоугольник, что все N точек ле-

жат  либо внутри этого многоугольника,  либо на его границе (такой

выпуклый многоугольник называется выпуклой оболочкой).

                            Задача 11.

     На решетке размера m*n заданы k  точек  своими  координатами.

Необходимо  определить, можно  ли построить выпуклый многоугольник

такой, что каждая точка принадлежит некоторой стороне.

                            Задача 12.

     N точек на плоскости заданы своими координатами.  Найти поря-

док, в котором можно соединить эти точки, чтобы получился N-уголь-

ник (т.е. не было бы пересечений сторон).

                            Задача 13.

     Представьте себе, что в тетрадке Вы  зарисовали на листе какое

-то количество клеточек и получили клеточную фигуру.

     Сколько осей симметрии имеет заданная клеточная фигура.

Пояснение :

     1) Задается S - число тестов. Для каждого теста задаются NI -

размер фигуры по вертикали,  NJ -  размер  фигуры  по  горизонтали

(NI<101, NJ<81) и сама фигура в виде NI строк из пробелов и единиц

по NJ символов в каждой строке.

     2) Числа S, NI, NJ занимают при вводе по три позиции.

Пример .

Входные данные :

2            ( количество тестов )

2            ( размер 1-ой фигуры по вертикали )

4            ( размер 1-ой фигуры по горизонтали )

1111

1  1

3            ( размер 2-ой фигуры по вертикали )

5            ( размер 2-ой фигуры по горизонтали )

11111

111

 111

 Выходные сообщения:

1-АЯ ФИГУРА ИМЕЕТ 1 ОСЕЙ СИММЕТРИИ

2-АЯ ФИГУРА ИМЕЕТ 0 ОСЕЙ СИММЕТРИИ

                            Задача 14.

     Прямоугольник ABCD  задан координатами своих вершин.На проти-

воположных сторонах AB и CD заданы последовательности R1 и R2 из N

точек разбиения,  а на сторонах BC и AD -- R3 и R4 из M точек раз-

биения.Нумерация элементов последовательности R1 и  R2  начинается

соответственно от точек A и D,а в R3 и R4 -- от B и A.Соединив от-

резками точки с одинаковыми номерами в разбиениях R1 и R2, а затем

в  разбиениях R3 и R4,  получим разбиение Q прямоугольника ABCD на

множество четырехугольников. Построить алгоритм,определяющий четы-

рехугольник  разбиения Q с наибольшей площадью,при условии,что от-

резки,соединяющие точки разбиений R1 и R2 параллельны стороне  AD.

Последовательности  R1,  R2,  R3 и R4 задаются как массивы из длин

отрезков разбиения соответствующих сторон прямоугольника.

                            Задача 15.

     На прямой  задано  N  точек с координатами X1,X2,...,Xn.  На-

писать программу,  которая находит на прямой такую точку z,  сумма

расстояний от которой до данных N точек минимальна.

                            Задача 16.

     На двумерной плоскости задано N точек с координатами (X1,Y1),

(X2,Y2),  ...,  (Xn,Yn). Написать программу, которая находит такую

точку Z(x,y),  сумма расстояний от которой до остальных минимальна

и:

     а) Z - одна из заданных точек;

     b) Z - произвольная точка плоскости.

                            Задача 17.

     На плоскости  расположены N точек,заданные своими координата-

ми. Найти на оси абсцисс точку,  наибольшее из расстояний от кото-

рой до выбранных точек было бы минимальным.

                            Задача 18.

     На двумерной плоскости задано N точек с координатами (X1,Y1),

(X2,Y2),  ...,  (Xn,Yn). Написать программу, которая из этих точек

выделяет вершины квадрата, содержащего максимальное число заданных

точек.

     ПРИМЕЧАНИЕ: предполагается,  что точки, расположенные на сто-

ронах квадрата, принадлежат ему.

                            Задача 19.

     Задано на  плоскости множество из N прямоугольников,  стороны

которых параллельны осям координат,  при этом каждый прямоугольник

задается координатами левой нижней и правой верхней его вершин.

     Составить алгоритм определения наибольшего натурального числа

К, для которого существует точка плоскости, принадлежащая одновре-

менно К прямоугольникам.

     Примечание: эффективным  считается  алгоритм,  число действий

которого пропорционально Н**2.

                            Задача 20.

     На квадратном  торте  N свечей.  Можно ли одним прямолинейным

разрезом разделить его на две равные по площади части, одна из ко-

торых не содержала бы ни одной свечи? Свечи будем считать точками,

у которых известны их целочисленные координаты  Х[1],  Y[1];  ...;

Х[N],  Y[N]  (начало координат - в центре торта);  разрез не может

проходить через свечу.

                            Задача 21.

     Даны N, N>1, прямоугольников, для которых предполагается, что:

     А). Стороны любого  прямоугольника  параллельны  координатным

осям и прямоугольник задается концами одной из диагоналей.

     В). Каждый прямоугольник имеет общие внутренние точки с  хотя

бы  одним из остальных и не имеет общих вершин,  сторон или частей

сторон ни с одним из остальных прямоугольников.

     Составить программу,  которая решает следующие задачи:

     1. С помощью последовательности точек определить внешний кон-

тур фигуры  F,являющейся  объединением  прямоугольников  - ломаную

замкнутую кривую.  Пример на чертеже.

     2.Определить содержит ли фигура F "дырки" ,т.е. замкнутые фи-

гуры,  которые ей не принадлежат.

     3. Разложить  фигуру на наименьшее возможное число не пересе-

кающихся прямоугольников,  которые могут иметь общие  стороны  или

части сторон , а их объединение дает фигуру F.

     4. Вычислить периметр и площадь фигуры F.

     Примечание.

     1. Задачи 3,4 решаются только для фигур,  которые не содержат

"дырки".

     2. Полное решение содержит:

        -анализ (обоснование) решения

        -текст программы с соответствующими комментариями

        -выполнение текстового  примера,который будет дан при при-

емке работы

Объединение прямоугольников Ai Bi Ci Di,i=1,2,3,4 есть

фигура F=A2 B2 X1 B1 X2 B4 C4 D4 X3 X4 C2 D2

фигура F содержит единственную "дырку" PQRS

 A2-----------¬B2

   ¦          ¦

   ¦     A1   ¦X1                  B1

   ¦      ----+---------------------¬

   ¦      ¦   ¦               ------+X2-----¬B4

   ¦    D1L---+---------------+A-----C1     ¦

   ¦          ¦P            Q ¦             ¦

   ¦          ¦               ¦             ¦

   ¦          ¦S            R ¦  B3         ¦

   ¦     A3---+---------------+---¬         ¦

   ¦     D3L--+X4-----------X3+----C3       ¦

   ¦          ¦               ¦             ¦

 D2L-----------C2            D4--------------C4

                            Задача 22.

                        Очертание города.

     Необходимо написать программу - помощник архитектора в  рисо-

вании очертания города. Город задается расположением зданий. Город

рассматривается как двумерный и все здания в нем - прямоугольники,

имеющие  одинаковое основание (город построен на равнине).  Здания

задаются тройкой чисел (L[i],H[i],R[i]) где L[i] и R[i] есть коор-

динаты левой и правой стен здания i, а H[i] - высота этого здания.

На рисунке 1 здания описываются тройками

 (1,11,5),(2,6,7),(3,13,9),(12,7,16),(14,3,25),(19,18,22),

 (23,13,29),(24,4,28)

а контур, показанный на рис. 2, задается последовательностью

 (1,11,3,13,9,0,12,7,16,3,19,18,22,3,23,13,29,0)

(о способе формировании этой последовательности см. ниже).

                                  ----¬

                                  ¦   ¦

                                  ¦   ¦

                                  ¦   ¦

         ---------¬               ¦   ¦

         ¦        ¦               ¦   ¦
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Ввод.

 Ввод представляет собой последовательность троек, задающих дома.

Все координаты есть целые числа, меньшие 10000. Во входном файле

минимум одно и максимум 50 зданий. Каждая тройка, обозначающая

здание находится в отдельной строке во входном файле. Все целые

числа в тройке разделены одним или несколькими пробелами. Тройки

отсортированы по L[i], т.е. по левой х-координате здания, таким

образом, здание с самой маленькой левой х-координатой является

первым во входном файле.

Вывод.

 Вывод будет состоять из вектора, описывающего очертание, как по-

казано в примере выше. В векторе очертания (v[1],v[2],v[3], ... ,

v[n-2],v[n-1],v[n]), v[i], когда i-четное число, означает горизон-

тальную линию (высоту). Когда i-нечетное, v[i]-означает вертикальную

линию (х-координату). Вектор очертания будет определять маршрут,

пройденный, к примеру, жуком, начавшим с минимальной х-координаты и

путешествующим по всем вертикальным и горизонтальным линиям, определяю-

щим контур. Последний элемент в векторе линии контура будет 0.

                            Задача 23.

     Нижняя левая  и верхняя правая вершины прямоугольника A имеют

координаты (0,0) и (V,W) соответственно.  Множество S из  N  точек

задается парами координат (x[i],y[i]), 1<=i<=N.

     Найти такой прямоугольник G  максимальной  площади,  что  его

стороны параллельны сторонам A, G полностью лежит в A (G и A могут

иметь общие граничные точки) и ни одна точка из S не лежит  внутри

G (но может лежать на его стороне).  Напечатать величину площади G

и координаты нижней левой и верхней правой  вершин  этого  прямоу-

гольника.

     Если таких прямоугольников несколько,  то вывести  информацию

по каждому.

     Замечание: в множестве S никакие две точки не лежат на  одной

прямой, параллельной стороне A.

     Необходимо:

  1. Организовать ввод данных в виде

  < Введите V и W -- координату верхней правой вершины прямоугольника A >

  < Введите N -- число точек >

  < Введите координаты точек >

    x[1]-->      y[1]-->

           .....

    x[N]-->      y[N]-->

  2. Вывести результаты в виде

  < Максимальная площадь прямоугольника = >

  < Координаты  нижней левой и верхней правой  вершин прямоугольника(ов) >

    x1-->     y1-->            x2-->     y2-->

                            Задача 24.

     В первом квадранте координатной системы OXY нарисован  первый

квадрат  - ABCD,  длина стороны которого равна 1 и вершина A нахо-

дится в начале координат. Потом нарисованы: второй квадрат - BEFC,

третий - DFGH, четвертый - JAHI, пятый- KLEJ, шестой - LMNG, и так

далее 'по спирали' (рис.1).

     Написать программу,  которая  для введенных целых чисел x и y

определяет и выводит номер квадрата,  которому  принадлежит  точка

P(x;y).  Если  точка P лежит на сторонах квадратов или в вершинах,

то будем считать,  что она принадлежит квадрату с наименьшим номе-

ром из возможных.

   Примеры:   x   y    результат
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                            Задача 25.

     На плоскости  N  различных  точек заданы своими координатами.

Найти уравнение прямой, делящей это множество точек на 2 равномощ-

ных подмножества  (т.е.  на  подмножества с одинаковым количеством

элементов).

                            Задача 26.

     Найти пересечение  и  объединение двух выпуклых многоугольни-

ков. Многоугольники задаются координатами вершин в порядке обхода

по контуру.

                            Задача 27.

     N-угольник на плоскости задается координатами вершин в поряд-

ке обхода по контуру (контур самопересечений не имеет).  Для точки

Z(x,y) найти минимальное расстояние до контура N-угольника.

                            Задача 28.

     На плоскости  задано  N  точек  своими координатами и матрица

C(N*N); C(i,j)=C(j,i)=1 в случае, если вершины i и j соединены от-

резком и 0 иначе. Известно, что любая вершина соединена по крайней

мере с двумя другими, и что отрезки пересекаются только в концевых

точках. Таким образом, вся плоскость разбивается на множество мно-

гоугольников.  Задана точка Z(x,y).  Найти минимальный по  площади

многоугольник,  содержащий Z,  или выдать сообщение, что такого не

существует.  Если Z принадлежит какому-то отрезку,  то выдать  его

концевые точки,  если Z лежит в многоугольнике, то выдать его вер-

шины в порядке обхода по контуру.

                            Задача 29.

     Будем называть два многоугольника подобными, если сущест-

вует взаимно-однозначное отображение сторон  этих  двух  фигур

такое, что соответствующие стороны пропорциональны с коэффици-

ентом пропорциональности k,  а углы,  образованные двумя соот-

ветствующими сторонами, равны.

     Определить, подобны ли два многоугольника. Многоугольники

задаются на плоскости координатами вершин контуров.  Вершины в

контуре перечисляются в порядке обхода против часовой стрелки.

     Примечание: так как все вычисления на ЭВМ проводятся с ог-

раниченной точностью,  то считать, что две величины равны если

они совпадают с точностью до двух знаков после запятой.

ВВОД: <из файла T.TXT>

   <Количество вершин в контуре:> N

   <Многоугольник 1:>

   <Координаты вершины 1:> x11, y11

            .....

   <Координаты вершины N:> x1N, y1N

   <Многоугольник 2:>

   <Координаты вершины 1:> x21, y21

                .....

   <Координаты вершины N:> x2N, y2N

ВЫВОД:

   <Многоугольники не подобны>

       или

   <Многоугольники подобны с k=> k

                            Задача 30.

     Заданы натуральное   N   и   две   последовательности   целых

чисел (а1,а2,...,аN) и (b1,b2,...,bN). Заданы также два числа X0 и

X1, X0<X1.

     1. Найти числа t(0), t(1),  ...,  t(p), p<=N, такие ,что X0 =

=t(0)<t(1)<...<t(p)=X1 и  указать  для  каждого  отрезка  [t(j-1),

t(j)], 1<=j<=p, такое число k, 1<=k<=N, что для всех i, 1<=i<=N, и

для   всех   x   из  [t(j)-1,t(j)]  справедливо  неравенство  аk*x

+bk>=аi*x+bi.

     2.Найти числа s(0),  s(1),  ...,  s(Q), такие, что X0 = s(0)<

<s(1)<...<s(Q)=X1,  и указать для каждого  отрезка  [s(j-1),s(j)],

1<=j<=Q, такую перестановку (i1,i2,...,iN) чисел 1,2,3,...,N,  что

для всех x из [s(j-1),s(j)] справедливо неравенство

               аi1*x+bi1<=аi2*x+bi2<=...<=аiN*x+biN

и для всех отрезков соответствующие перестановки различны.

                            Задача 31.

     На плоскости задано множество точек А и множество  прямых  В.

Найти  две  такие  различные точки из А,  что проходящая через них

прямая параллельна наибольшему количеству прямых из В.

                            Задача 32.

     В правильном  n-угольнике провели несколько диагоналей,причем

никакие три не пересекаются в одной точке.На сколько частей диаго-

нали  разбили n-угольник? Диагонали заданы номерами вершин n-уголь-

ника,которые они соединяют,все вершины перенумерованы  по  порядку

числами 1, ..., n.

                            Задача 33.

     Круг разрезан несамопересекающейся ломаной, координаты вершин

которой  заданы  парами натуральных чисел (x1,y1),  ...,  (xk,yk).

Первая и последняя вершины лежат на границе круга,  а остальные  -

внутри  его.  Определить,  можно  ли  разъединить две получившиеся

части круга (выход из плоскости и повороты разнимаемых  частей  не

допускается).

                            Задача 34.

     Среди треугольников с вершинами в заданном множестве точек на

плоскости  указать  такой,  стороны которого содержат максимальное

число точек заданного множества.

                            Задача 35.

     Все стены дома имеют длину 5м.  Северная и южная  стороны-бе-

лые,  западная и восточная-синие. Человек прошел от юго-восточного

угла дома А метров на юг,  В метров на восток и С метров  север  и

посмотрел на дом.

  Написать алгоритм,который определяет, что видит человек.

                            Задача 36.

      На местности,  представляющей собой идеально ровную  поверх-

ность, стоит высокий забор. План забора представляет собой замкну-

тую ломаную без самопересечений. Эта ломаная задается N парами ко-

ординат  своих  вершин в порядке обхода ограничиваемой забором об-

ласти против часовой стрелки.  Вершины пронумерованы от  1  до  N,

N<100.

     В точке  (x,y) стоит человек ( (x,y) не может лежать на лома-

ной).  Считая, что каждому звену ломаной становится в соответствие

пара номеров концевых вершин, указать, какие звенья человек увидит

полностью или частично в качестве невырожденного отрезка,  а какие

- вообще нет. Если при взгляде звено видно как точка или как пара,

точек, то полагаем, что оно не видно.

                            Задача 37.

     На гранях  двух  равных  правильных тетраэдров N и M написаны

числа N1,N2,N3,N4 и M1,M2,M3,M4.

     Можно ли совместить тетраэдры так,  чтобы на совпадающих гра-

нях оказались одинаковые числа?

                            Задача 38.

     На столе  лежит  игральный  кубик гранью A0 к нам,  гранью B0

вверх.  Написать программу определяющую последовательность "канто-

вания" кубика ("на нас",  "от нас",  "вправо", "влево"), после вы-

полнения которых кубик окажется на прежнем месте,  но к нам гранью

Ak, вверх - Bk.

     ПРИМЕЧАНИЕ: Под кантованием понимается  перекатывание  кубика

через  соприкасающееся  со  столом  ребро  без скольжения.  Другие

способы перемещения кубика запрещены.  Нумерация граней кубика та-

кова,что если его положить на грань с цифрой"5",  то боковые грани

будут иметь номера"1","6","4","3" при обходе по часовой стрелке, а

верхняя - номер "2".

                             Задача 39.

     Заданы стороны a и b  двух квадратов,  симметрично вложенных.

Определить  угол  V,  под которым шарик надо выпустить из точки A,

чтобы он попал в точку B за минимальное количество отражений.

   рис.
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                            ГЕОМЕТРИЯ.

                            Задача 1.

     Даны 2 точки A(x1,y1) и B(x2,y2). Определить, какой из отрез-

ков, OA или OB, образует больший угол с осью OX.

     В курсе    высшей    алгебры    показывается,    что     если

D=x1*y2-x2*y1<0,  то угол, определяемый точкой A больше, чем угол,

определяемый точкой B;  если D=0,  то углы равны,  и если D>0,  то

угол, образуемый OB, больше.

     Например:

                A(-1,3), B(0,-2), x1*y2-x2*y1=2>0,

и следовательно,  отрезок OA образует меньший угол с осью OX (угол

всегда отсчитываются против часовой стрелки !).

                            Задача 2.

     Как определить,  принадлежит ли точка A(x,y) отрезку с конце-

выми точками B(x1,y1) и C(x2,y2)?

     Точки отрезка z можно описать уравнением

           pOB+(1-p)OC=z,  0<=p<=1,  OB и OC - векторы.

     Если существует такое p, 0<=p<=1, что

     pOB+(1-p)OC=A,

то A лежит на отрезке, иначе - нет.

     Равенство (*) расписывается по координатно так:

     px1+(1-p)x2=x

     py1+(1-p)y2=y

     Из первого уравнения находим p,  подставляем во второе:  если

получаем равенство и 0<=p<=1, то A на отрезке, иначе - нет.

                            Задача 3.

     Найдем какую-нибудь внутреннюю точку A(x,y) выпуклого многоу-

гольника, например, центр масс трех последовательных точек на кон-

туре: A(x,y)=((x1+x2+x3)/3;(y1+y2+y3)/3).

     На контуре выберем произвольно две  последовательные  вершины

L1 и L2 и вычислим углы,  которые образуют отрезки (A,L1) и (A,L2)

с осью OX.  Если первый угол меньше второго, то обход против часо-

вой  стрелки,  иначе  -  по  часовой.  Для  вычисления углов можно

использовать функцию arctan(x) в Pascal.

     Рассмотрим чуть  другую  задачу:

     Даны 2 точки A(x1,y1) и B(x2,y2). Определить, какой из отрез-

ков,OA или OB, образует больший угол с осью OX. (Предыдущая задача

очевидным образом сводится к этой задаче 1).

     Если в условии  задачи  многоугольник  невыпуклый,  то  можно

предложить следующий способ решения:  находим точку с максимальной

абсциссой, и, идя вдоль контура, смотрим: если первое невертикаль-

ное ребро отклоняется против часовой стрелки,  то это обход против

часовой стрелки, иначе - нет.

                            Задача 4.

     Пусть a,b и c -- длины отрезков XY,  YZ и ZX  соответственно.

Если перпендикуляр P попадает на отрезок XY,  то углы XYZ и YXZ по

величине не превосходят 90 градусов (эти оба угла не тупые).

     По теореме косинусов

     B^2 = A^2 + C^2 - 2*A*C*cos YXZ

и

     C^2 = A^2 + B^2 - 2*A*B*cos XYZ

     Если углы  XYZ  и YXZ не тупые,  то cos YXZ и cos XYZ лежат в

пределах от 0 до 1,  и слaгаемые -2*B*C*cos YXZ и -2*A*B*cos XYZ в

приведенных  выше формулах неположительны,  т.е.  в случае,  когда

перпендикуляр попадает на отрезок XY,  должны выполняться одновре-

менно два неравенства

                         B^2 <= A^2 + C^2

и

                        C^2 <= A^2 + B^2,

     Если хотя  бы  одно неравенство нарушается,  то перпендикуляр

попадает на продолжение отрезка . Примечание :

     Квадрат длины отрезка, например, XY, можно найти по формуле

                   A = (x1-y1)**2 + (x2-y2)**2

                            Задача 5.
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     Без нарушения общности считаем,  что фигура располагается  пол-

ностью в одной из полуплоскостей (если это не так, то просто сделаем

параллельный перенос).

     Площадь фигуры будем вычислять как  сумму  площадей  трапеций

(считаем, что площадь может быть и отрицательной) по формуле

                 1      n

             S= --- *  SUM (X   - X )* ABS(Y    - Y )

                 2     i=1   i+1   i        i+1    i

    Тут считается, что (X   ,Y   )=(X ,Y ).

                         N+1  N+1    1  1

    Например, для фигуры на рисунке площадь будет вычисляться следующим

образом :

          S   = S     + S     + S      =  S     + S     - ¦S    ¦.

           ABC   DBCE    ECAF    ABDF      DBCE    ECAF     ABDF

     Периметр фигуры находится как сумма длин сторон многоугольни-

ка, длина стороны между точками A(x1,y1) и B(x2,y2) вычисляется по

хорошо известной формуле

               d(A,B)=SQRT(SQR(x1-x2)+SQR(y1-y2)).

     Нахождение угла между сторонами можно свести к задаче  нахож-

дения угла между отрезками OD и OP (O - начало координат). Находим

(используя функцию arctan в Паскале) угол,  образуемый отрезком OP

с  осью OX,  и угол,  образуемый OD с OX (при этом необходимо пра-

вильно определить значение величины угла - арктангенсы углов 45  и

225  градусов  одни и те же; для нахождения истинных величин углов

надо еще смотреть, в каких квадрантах расположены точки P и D).

                            Задача 6.

     Вариант 1. Можно через концы отрезка провести прямую cx+d=y и

определить,  принадлежит ли точка пересечения двух прямых x,  если

она существует,  отрезку.  То есть,  мы  должны  решить  уравнение

x*(c-a)=(b-d),  найти  y=ax+b,  и  проверить выполнение неравенств

x1<=x<=x2, y1<=y<=y2.

     Но при  нахождении x при делении могут возникнуть большие вы-

числительные погрешности или даже переполнение или  потеря  значи-

мости, в результате чего получится неверный ответ.

     Вариант 2.  Обозначим F(x,y)=ax+b-y.  Прямая ax+b=y разбивает

плоскость на три части:  в одной F(x,y)>0,  в другой F(x,y)<0 и на

прямой ax+b=y F(x,y)=0 .  Если эта прямая пересекает  отрезок,  то

либо концы отрезка лежат в различных полуплоскостях,  либо хотя бы

одна концевая точка отрезка лежит на прямой.  Это равносильно  вы-

полнению следующего неравенства F(x1,y1)*F(x2,y2)<=0.  Таким обра-

зом,  не вычисляя точку пересечения, мы по знаку функционала судим

о том, имеют ли прямая и отрезок общую точку. Очевидно, что второй

вариант решения подзадачи предпочтительнее первого.

                            Задача 7.

     Выписываем уравнения  прямых A и B таких,  что концевые точки

отрезка 1 принадлежит прямой A, а отрезка 2 - прямой B.

     Далее см. решение задачи 6.

                            Задача 8.

     Можно, конечно,  из точки Z провести отрезки ко всем 3-м вер-

шинам треугольника,  и посмотреть:  если сумма площадей трех треу-

гольников ZAB, ZBC, ZCA равна площадей ABC, то точка внутри, иначе

- снаружи, но так как все вычисления в машине проводятся с ограни-

ченной точностью,  то проверка на равенство ПРАКТИЧЕСКИ НИКОГДА не

даст правильного ответа.  Вы почти всегда будете получать, что Z -

вне ABC,  не смотря на действительное расположение точки Z. Попро-

буем решить задачу по-другому:

     Принадлежность точки стороне проверяется просто:  если конце-

вые точки стороны A(x1,y1) и B(x2,y2),  то, если точка Z(x,y) при-

надлежит стороне,  то должно существовать такое число p,  0<=p<=1,

что

     x=p*x1+(1-p)*x2

     y=p*y1+(1-p)*y2

     (тут используется  то,  что если прямая проходит через A и B,

то точки прямой  имеют координаты  (p*x1+(1-p)*x2, p*y1+(1-p)*y2),

p -  действительное  число.  При 0<=p<=1 мы получаем отрезок между

точками A и B).

     Далее, проведем  из  точки Z прямую,  параллельную оси OX (ее

уравнение будет x=u) и проверим,  сколько сторон треугольника  пе-

ресекает полулуч,  идущий от точки Z, например, вправо. Если 0, то

Z - вне треугольника, если 1 - то внутри, если 2 - то снаружи (оп-

ределение пересечения прямой и стороны - задача 6).

     Надо конкретно обработать случай, когда прямая пересекает од-

ну из вершин треугольника (например, A). Может быть 2 случая:

                                        В  случае  1,  когда   оба

   Z   \  /          Z        \         ребра,  входящих в  верши-

  -+----\/-----     -+---------\-       ну A, лежат по одну сторо-

         A                     /A       ну  от  прямой, количество

   случай 1          случай 2 /         пересечений можно считать

                                        равным  двум  (или нулю),

в случае 2,  когда ребра лежат по разные стороны от прямой,  число

пересечений примем равным 1.  Проверка, по разные или по одну сто-

рону от прямой лежат концевые точки отрезков - см. задачу  6. Если

прямая  проходит  по  стороне,  то число пересечений будем считать

равным 2.

     Аналогично можно  проверить,  лежит ли точка Z внутри многоу-

гольника (в  алгоритме  безразлично,  выпуклый  он  или  нет).  Мы

подсчитываем число пересечений луча со сторонами - если оно нечет-

ное, то точка внутри, если четное - то снаружи.

                            Задача 9.

     Один из возможных методов решения.  Предположим, мы нашли та-

кую прямую. Будем сдвигать ее в направлении, перпендикулярном этой

прямой  (параллельный  перенос) до тех пор,  пока она не пересечет

какую-нибудь из концевых точек отрезка.  За счет  поворота  прямой

вокруг этой точки мы можем добиться того,  что прямая будет прохо-

дить через 2 концевые точки отрезков и не перестанет быть решением

задачи.

     Следовательно, мы должны рассмотреть прямые, проходящие через

все  возможные комбинации пар концевых точек отрезков.  Всего надо

проверить (2*N-1)+(2*N-2)+...+1=N*(2*N-1) линий и  для  каждой  из

них найти число пересечений с отрезками.  Та прямая, у которой это

число максимальное, и есть искомая.

     При решении возникает подзадача.

     Определить, пересекается ли прямая ax+b=y и отрезок с концами

(x1,y1), (x2,y2).

     Решение ее - см. Задача 6.

                            Задача 10.

     Строим выпуклую оболочку данного множества точек - т.е. такой

выпуклый многоугольник,  вершинами которого являются некоторые  из

этих  N точек (возможно,  не все),  что через какое бы ребро этого

многоугольника мы ни провели прямую,  все N точек  исходного  мно-

жества будут лежать по одну сторону от этой прямой и на ней (опре-

деление местоположения точек относительно прямой см. задачу 6).

     Из произвольной точки a(1) множества A из N точек  мы  можем

провести  не более N-1 - го отрезка так,  чтобы и вторая концевая

точка этого отрезка  была  из  множества  A.  Берем  тот  отрезок

[a(1),a(2)],  для  которого  все  точки множества A лежат по одну

сторону от прямой,  проходящей через этот отрезок (если любой от-

резок не удовлетворяет этому условию, то берем другое a(1); с са-

мого начала лучше всего взять в качестве a[1] точку с  максималь-

ной абсциссой, а если таких несколько, то среди них берем точку с

максимальной ординатой -- это гарантирует,  что a[1]  принадлежит

искомому  контуру  выпуклого многоугольника). Для точки a(2) ищем

точку a(3)<>a(1) так, чтобы все множество A лежало по одну сторо-

ну от прямой,  определяемой отрезком [a(2),a(3)],  ..., для точки

a(i) ищем a(i+1)<>a(i-1) так,  чтобы A лежало по одну сторону  от

[a(i),a(i+1)],  и т.д.,  до тех пор, пока очередной точкой a(i+1)

не станет a(1) - мы замкнули контур,  и нашли выпуклую  оболочку.

Все точки множества A, не лежащие на контуре, лежат внутри выпук-

лой оболочки.

                            Задача 11.

     Предположим, что мы построили искомый выпуклый многоугольник.

Если какая-то точка a (из данного в условии набора  S,  состоящего

из k точек) лежит на стороне многоугольника,  то мы считаем ее но-

вой вершиной этого многоугольника.  Мы можем считать, что все вер-

шины  данного многоугольника есть точки набора S (если это не так,

и между двумя точками a и b набора  S  лежит  одна  или  несколько

"посторонних" вершин,  то мы можем их отбросить и считать, что a и

b - две последовательные вершины контура. Многоугольник при этом у

нас  остается выпуклым (отрезок [a,b] делит фигуру на два выпуклых

многоугольника), а так как на контуре между a и b не лежало ни од-

ной точки из S, то многоугольник все еще удовлетворяет требованиям

задачи).

     Итак, в качестве решения задачи мы получили выпуклую оболочку

множества S (о построении ее см. задачу 10).

     Если построенная выпуклая оболочка такова, что каждая точка S

является ее вершиной (или лежит на  стороне),  то  задача  решена,

иначе решения не существует.

                            Задача 12.

     Рассмотрим два из возможных алгоритмов.

     Вариант 1.  Строим выпуклую оболочку данного множества точек

(см. задачу 10).

     Если все точки множества A лежат на контуре, то задача реше-

на.  Если  же  нет,  то ищем точку l с минимальным расстоянием до

контура -- пусть это минимальное  расстояние  до  стороны  фигуры

(u,v) (если таких точек несколько, то берем любую из них), встав-

ляем в контур точку l (вместо контура

                           ... u,v ...

будет

                         ... u,l,v, ...).

     Для оставшихся точек повторяем описанную выше процедуру, пока

последняя не будет вставлена в контур.

     Расстояние от точки до стороны - это либо длина перпендикуля-

ра,  опущенного  из точки на сторону (если проекция точки попадает

на отрезок,  см.  задачу 4), либо, в противном случае, минимальное

из расстояний от точки до концевых точек стороны.

     Расстояние от точки z(u,v) до ее проекции на прямую Ax+By+C=0

есть

                   d=ABS(Au+Bv+C)/SQR(A*A+B*B).

     Вариант 2.  Строим выпуклую оболочку V данного множества то-

чек (см. задачу 10).

     Если все точки множества A лежат на контуре, то задача реше-

на. Иначе обозначим через A1 все внутренние точки выпуклой оболоч-

ки V. Строим для нового множества A1 выпуклую оболочку V1 (конту-

ры V и V1 не пересекаются!).

     "Склеиваем" два контура:

     Выберем по паре последовательных вершин p,s и p1,s1 на  кон-

турах V и V1 соответственно так,  чтобы в четырехугольнике с вер-

шинами s,p,p1,s1 не лежало больше никаких других точек контуров V

и V1.  Разрываем  контуры V и V1 (убирая ребра (p,s) и (p1,s1)) и

объединяем их (добавляя ребра (p,p1) и (s,s1)).

     Если внутри V1 нет внутренних точек, то задача решена, иначе

же с внутренними точками V1 проделываем те же самые операции: на-

ходим выпуклую оболочку и пары последовательных точек  на  конту-

рах, разрываем и склеиваем контуры,  и т.д., пока не получим, что

последняя построенная выпуклая оболочка содержит в себе 0,  1 или

2 точки.

     Если точек 0, то задача решена. В противном случае присоеди-

няем точки к ранее образованному контуру так,  чтобы фигура оста-

лась многоугольником (можно проводить присоединение,  как и в ва-

рианте 1).

                            Задача 13.

     У клеточной фигуры (представьте себе,  что в тетрадке Вы  за-

рисовали на листе какое-то количество клеточек) могут быть следую-

щие оси симметрии - горизонтальная,  вертикальная и идущие под уг-

лом 45 и -45 градусов (т.е. 4 оси симметрии - как у квадрата). При

любых других осях клетки листа при отображении не перейдут в клет-

ки.  Оси могут проходить как через центр какой-то клетки, так и по

стороне. Например, фигуры

     ***

     ***   и   ***

имеют по 2 оси симметрии - горизонтальную  и  вертикальную,  а

фигура  *  - все 4 оси симметрии.

     Вводим систему координат таким образом, что каждая зарисован-

ная клетка представляется точкой с целочисленными координатами.

     Находим вероятный центр симметрии фигуры(имеющий  координаты

((Xmax  + Xmin)/2,  (Ymax+Ymin)/2),  где Xmax,  Ymax,  Xmin и Ymin

соответственно максимальные и минимальные иксовые и игрековые  ко-

ординаты точек в заданной нами системе координат:

        Xmax = max{Xi} ;    Ymax = max{Yi},

        Xmin = min{Xi} ;    Ymin = min{Yi}   ).

Если у фигуры есть ось симметрии, то она проходит через этот вероят-

ный центр симметрии фигуры

     Рассматриваем 4 возможных оси симметрии,  проходящие через этот

центр. Определяем, является ли фигура симметричной относительно каж-

дой из осей.  (Для удобства этот центр можно считать началом системы

координат.  При симметрии относительно горизонтальной (вертикальной)

оси каждой клетке фигуры (x,y) должна соответствовать клетка с такой

же иксовой (игрековой) координатой,  но с обратной по  знаку  другой

координатой,  т.е.  (x,-y)  (соответственно,  для  вертикальной  оси

(-x,y)). При симметрии относительно оси с наклоном 45 (-45) градусов

каждой клетке (x,y) фигуры должна соответствовать клетка с координа-

той (y,x) (соответственно (-y,-x)).

                            Задача 14.

     Отрезки, соединяющие  точки  разбиения  R1 и R2,  параллельны

стороне AD. Будем брать отрезки, соединяющие последовательные точ-

ки  разбиения R3 и R4 и искать между этими двумя последовательными

отрезками четырехугольник с наибольшей  площадью.  Четырехугольник

разбиения  Q с максимальной площадью есть четырехугольник с макси-

мальной площадью по всем таким разбиениям прямоугольника  отрезка-

ми.

     Пусть последовательные точки разбиения с одинаковыми номерами

на сторонах BC и AD есть, соответственно f1,f2 и g1,g2.

     Если f2-f1=g2-g1,  то анализируемые четырехугольники есть па-

раллелепипеды,  и параллелепипед с максимальной площадью определя-

ется  максимальной длиной отрезка в разбиении R1 (или,  что то же,

R2).

     Если, для  определенности f2-f1 > g2-g1 (случай обратного не-

равенства рассматривается  аналогично),  то,  обозначая  f2-f1=h1,

g2-g1=h2,  l=CD,  h' и h" - соответственно высоты левой  и  правой

сторон четырехугольника,  L2 - ширину его основания, z - точку пе-

ресечения продолжения верхней и  нижней  сторон  четырехугольника,

L1, L3 и x - соответственно расстояния от левой стенки прямоуголь-

ника ABCD до четырехугольника,  от  правой  стенки  прямоугольника

ABCD до четырехугольника,  от точки x до прямоугольника ABCD, пло-

щадь четырехугольника - s; получаем следующую схему и равенства:

        l

  C----T--T--¬D             x    x+l

   ¦   ¦  ¦  ¦  /z         --- = ---

  -+---+--+--+-/--          h2    h1

   ¦   ¦  ¦  ¦/.__ h2

   ¦   ¦  ¦h"/ .           s = (h'+h") * L2/2

   ¦ h'¦  ¦ /¦ .

   ¦   ¦  ¦/ ¦ .            x    x+L3   x+L2+L3

h1 ¦   ¦  /  ¦ .           --- = ---- = -------

   ¦   ¦ /.  ¦ .            h1    h"       h'

   ¦   ¦/ .  ¦ .

   ¦   /  .  ¦ .

   ¦  /.  .  ¦ .        Откуда    x=l*h2/(h1-h2)

   ¦ / .  .  ¦ .                  h'=h2*(x+L2+L3)/x

  _¦/  .  .  ¦ .                  h"=h2*(x+L3)/x

   ¦L1 .L2.L3¦ .

   L----------x.

  B          A

     Для каждой пары отрезков, определяемых точками разбиения R3 и

R4, находим максимальную площадь четырехугольника между этими дву-

мя отрезками.

                            Задача 15.

     Пусть координаты точек x[1], ..., x[N] не убывают (если это не

так, то просто отсортируем предварительно последовательность).

                        Метод решения #1.

     Предположим, что  мы нашли точку z,  и она лежит на интервале

(x[i],x[i+1]).  Справа от нее i точек, слева - N-i. Сумма расстоя-

ний Smin будет такой:

     Smin=(z-x[1])+ ... +(z-x[i])+(x[i+1]-z)+ ... +(x[N]-z).

     Предположим, что  i>N-i  и  мы  в пределах интервала сдвигаем

точку z влево на какую-то маленькую величину d (d<z-x[i]). Получа-

ем новую сумму S

       S=(z-d-x[1])+ ... +(z-d-x[i])+(x[i+1]-(z-d))+ ... +

                 +(x[N]-(z-d))=Smin-d*i+d*(N-i).

     А так как, по предположению, i>N-i, то S<Smin  !?

     Ситуация, когда  N-i>i,  исследуется  аналогично  - мы делаем

сдвиг на величину d<x[N+1] - z вправо,  не выходя при этом за гра-

ницы интервала,  и опять же получаем, что новая сумма S<Smin. Слу-

чай,  когда z совпадает с одной из точек x[i] исследуется так  же,

как и выше, используя маленькие сдвиги.

     Следовательно, для того,  чтобы точка z была искомой, необхо-

димо и достаточно, чтобы справа и слева от нее лежало одно и то же

число точек.  Если N=2k,  то точка z может быть любой из точек от-

резка [x[k],x[k+1]], если же N=2k+1, то точка z=x[k+1].

                        Метод решения #2.

     Пусть мы решаем задачу для N точек на прямой.

     Точка z должна, очевидно, лежать на отрезке [x[1],x[N]].

     Если N=1, то данная точка и является искомой.

     Если N=2, то z может лежать где угодно на отрезке [x[1],x[N]]

- суммарное расстояние будет одинаковым и равным длине отрезка.

     Если N>2, то суммарное расстояние от точки z до точек с мини-

мальной и максимальной координатами (т.е. до точек x[1] и x[N]) не

зависит от  местоположения  точки  z  и равно длине отрезка [x[1],

x[N]]. Так как суммарное расстояние до этих двух точек  постоянно,

то поэтому мы можем их отбросить,  и решать задачу уже для N-2 то-

чек x[2],...,x[N-1].  Проведя необходимое число раз сокращение ко-

личества  точек,  мы  придем к уже рассмотренным случаям одной или

двух точек.

     Окончательно получаем: если N=2k, то точка z может быть любой

из точек отрезка [x[k],x[k+1]], если же N=2k+1, то точка z=x[k+1].

                            Задача 16.

     А) Единственный способ найти такую точку - это вычислить  все

суммы расстояний,  а затем взять среди них минимальную. Расстояние

между точками x(x1,x2) и y(y1,y2) считается по формуле

           d(x,y)=SQRT(SQR(x[1]-y[1])+SQR(x[2]-y[2])).

     Если же расстояние считается по формуле

              d(x,y)=abs(x[1]-y[1])+abs(x[2]-y[2]),

то в этом случае применима идея решения  задачи  15  (посмотрите,

что и как тогда получается).

     В) Z есть центр масс системы из N точек

                      Zx=(x[1]+ ... +x[N])/N

                      Zy=(y[1]+ ... +y[N])/N

                            Задача 17.

     Переформулируем задачу:  На плоскости своими координатами

задаются N точек P_i(x_i,y_i).  Построить окружность минималь-

ного радиуса с центром на оси абсцисс так, чтобы она содержала

внутри себя и на своей границе все эти точки.

     Везде в  дальнейшем  будем обозначать через C(P,Z) окруж-

ность с  центром  в  точке  (P,O)  и  проходящую  через  точку

Z=(Zx,Zy).

     Очевидно, что на искомой окружности лежит по меньшей мере

одна точка. Действительно, в противном случае мы можем, не ме-

няя центра окружности, уменьшить ее радиус, а это противоречит

предположению о том,  что нами была построена окружность мини-

мального радиуса.

     Докажем следующее  простое  утверждение:  Если на искомой

окружности лежит единственная точка,  то центр окружности есть

проекция этой точки на ось абсцисс.

     Предположим противное - на минимальной  окружности  лежит

единственная точка Z(Zx,Zy), а центр ее не совпадает с (Zx,0).

Если мы начнем понемножку двигать центр окружности, проходящей

через точку Z,  в направлении (Zx,0),  то,  так как все точки,

кроме Z,  лежат внутри окружности,  до какого-то момента они и

будут оставаться  внутри  нее.  Таким  образом  мы  можем хоть

чуть-чуть, но сдвинуть центр,  уменьшив при этом радиус окруж-

ности, содержащей все точки. Получаем противоречие с предполо-

жением о минимальности радиуса.

     Следствие. Если  на  искомой окружности лежит только одна

точка, то это точка с максимальной по модулю ординатой.

     Отметим далее,  что  окружность  с центром на оси абсцисс

единственным образом определяется двумя лежащими на ней точка-

ми (центр  этой окружности - это точка пересечения оси абсцисс

и срединного перпендикуляра к отрезку,  соединяющего  эти  две

точки).

     Таким образом мы получаем следующий

                           Алгоритм 1:

     Шаг 1.  Ищем точку (x_i,y_i) с максимальной по модулю ор-

динатой y_i (если  таких  точек  несколько,  и  у  них  разные

абсциссы, то    перейти   на   Шаг   2),  и   для   окружности

C(x_i,(x_i,y_i)) проверяем,  содержит ли она все N точек. Если

да, то задача решена, если нет, то

     Шаг 2.  Среди окружностей, определяемых всевозможными па-

рами точек (P_i, P_j), находим те, которые содержат все точки,

а затем выбираем из них окружность минимального радиуса.

     Пар точек,  которые  могут  определять окружности,  всего

N(N-1)/2, т.е.  порядка N*N, следовательно, и возможных окруж-

ностей тоже  порядка N*N.  Для проверки принадлежности N точек

каждой окружности требуется порядка N операций.  Получаем, что

сложность этого  алгоритма  порядка  N^3.  (Когда мы говорим о

сложности алгоритма,  то мы рассматриваем  только  зависимость

роста числа  требуемых  операций  от  числа  N,  игнорируя все

константные множители и медленно растущие слагаемые).

     Рассмотрим другой способ решения этой задачи,  основанный

на более глубоком ее анализе.

                           Вариант #2.

     Проверка по Шагу 1 ранее изложенного  алгоритма  остается

без изменения. Пусть искомая окружность не найдена.

     Для обоснования Шага 2 докажем следующее утверждение:

     Пусть окружность  с центром (P_ij,0) определяется точками

P_i(x_i,y_i) и P_j(x_j,y_j).  Она только тогда может быть  со-

держащей все  точки окружностью C минимального радиуса,  когда

(P_ij,0) лежит    на    ортогональной     проекции     отрезка

[(x_i,y_i),(x_j,y_j)] на ось абсцисс,  т.е. должны выполняться

неравенства x_i<=P_ij<=x_j.

     Окружность C с центром (P_ij,0) должна проходить не менее

чем через 2 точки заданного множества из N точек,  и при  этом

из этих  точек  всегда  можно  выбрать две такие (обозначим их

P_i(x_i,y_i) и P_j(x_j,y_j)), что x_i<P_ij<x_j. Действительно,

если бы абсциссы всех лежащих на окружности точек были, напри-

мер,  меньше P_ij, то (P_ij,0) можно было бы сместить влево по

оси абсцисс  на некоторую величину с уменьшением радиуса охва-

тывающей все точки окружности,  что противоречит минимальности

найденной ранее окружности.

     Ни одна из точек,  лежащих на окружности не  может  иметь

абсциссы P_ij вследствие невыполнения условия Шага 1.

     Итак: всегда можно найти две лежащие на окружности  точки

P_i и P_j с абсциссами, соответственно, меньше и больше абсцис-

сы центра окружности.  Эти точки определяют центр окружности

(P_ij,0) -  точку пересечение серединного перпендикуляра к от-

резку [P_i,P_j] с  осью  абсцисс.  При  этом  точка  (P_ij,0),

естественно, будет лежать на проекции отрезка [P_i,P_j] на ось

абсцисс.

     Рассматривая все  пары  точек (P_i,P_j) таких,  что точка

пересечения (P_ij,0)  серединного  перпендикуляра  к   отрезку

[P_i,P_j] с  осью  абсцисс лежит на проекции отрезка [P_i,P_j]

на ось абсцисс,  получаем,  что центр искомой окружности мини-

мального радиуса совпадает с одной из таким образом полученных

точек. Каждая из рассматриваемых пар точек (P_i,P_j) определя-

ет  окружность  минимального радиуса R_ij,  содержащую эти две

точки.

     Из всего  вышесказанного  получаем,  что интересующая нас

окружность минимального радиуса,  содержащая N  точек,  должна

иметь максимальный из всех полученных радиусов R_ij.

     Всего пар точек (P_i,P_j) не более (N^2-N)/2, и, следова-

тельно, сложность алгоритма

     O((N^2-N)/2) = O(N^2-N) = O(N^2).

     Тут мы,  как и обычно, избавляемся от констант и медленно

растущих слагаемых.

                           Вариант #3.

     Все вычисления на машине проводятся с  ограниченной  точ-

ностью, с  определенным  числом знаков после запятой.  Поэтому

нам бывает достаточно только  указать,  что  интересующая  нас

точка лежит  внутри  отрезка  заранее  заданной длины epsilon.

Epsilon задается пользователем.  Например, если мы хотим найти

координату точки  с  точностью  5  знаков  после  запятой,  то

epsilon = 10^(-6).

     В отличие  от варианта #2 мы не будем брать все перпенди-

куляры, попадающие на проекции отрезков и искать среди получа-

емых окружностей окружность с максимальным радиусом. Наоборот,

описанным ниже способом будем выбирать точку на оси абсцисс  и

проверять, является ли она искомой или нет.

     Из варианта решения #2 можно сделать вывод,  что  искомая

точка лежит на отрезке [A(0),B(0)]=[min{x_i},max{x_i}].  Пусть

C(0)=(A(0)+B(0))/2 - середина этого отрезка,  а L=B(0)-A(0)  -

его длина.

     Обозначим:

     Dl(C(0))=максимальное из  расстояний от точки (C(0),0) до

точек (x_i,y_i) с абсциссами x_i<=C(0);

     Dr(C(0))=максимальное из  расстояний от точки (C(0),0) до

точек (x_i,y_i) с абсциссами x_i>=C(0).

     i-ый итеративный (повторяющийся) шаг алгоритма, i=0, 1, 2,

3, ... :

     Если B(i)-A(i)<=epsilon, то центр окружности лежит на от-

резке [A(i),B(i)] и желаемая точность достигнута. Стоп.

     Иначе

         Вычисляем C(i)=(A(i)+B(i))/2.

         Находим Dl(C(i)) и Dr(C(i)).

     Если Dl(C(i))<Dr(C(i)),  то искомая точка не может лежать

на промежутке  [A(i),C(i)),  так как радиус любой содержащей N

точек окружности с центром на этом промежутке больше  Dr(C(i))

(проверьте сами!),  а  окружность  с центром C(i) имеет радиус

Dr(C(i)). Поэтому   центр   искомой   окружности   лежит    на

[C(i),B(i)], который мы обозначим [A(i+1),B(i+1)],

     иначе, если Dr(C(i))<Dl(C(i)),  то, аналогично, получаем,

что центр искомой окружности лежит на [A(i),C(i)],  которой мы

обозначим [A(i+1),B(i+1)]

     иначе, если Dr(C(i))=Dl(C(i)),

     то C(i) - центр искомой окружности. Стоп.

     Конец i-го итеративного шага. Выполнить шаг i+1.

     Мы видим,  что  длина L начального отрезка на каждом шаге

уменьшается вдвое. Алгоритм, вообще говоря, заканчивает работу

при выполнении условия

     L/(2^S)<=epsilon,

т.е. требуется не более чем S=[log2 (L/epsilon)]+1 шагов,  где

log2 - это логарифм по основанию 2.

     Так как на каждом шаге (для вычисления Dl и Dr)  выполня-

ется  не более O(N) операций,  то всего их потребуется порядка

O(N log2 (L/epsilon)).

                            Задача 18.

     Это переборная задача. Обратите внимание, что стороны квадра-

та могут и не быть параллельны осям координат!  Каждую из N  точек

мы  последовательно  рассматриваем в качестве верхнего левого угла

квадрата,  каждую из оставшихся N-1 - как нижнюю правую вершины  и

смотрим,  есть ли для них в этом множестве из N точек точки, соот-

ветствующие верхнему правому и нижнему левому углу.  Если  да,  то

подсчитываем, сколько точек лежат в данном квадрате.

     Пусть координата левого верхнего угла (x1,y1), нижнего право-

го (x2,y2),  тогда координата пересечения диагоналей четырехуголь-

ника ((x1+x2)/2,(y1+y2)/2); координата верхнего правого угла

     ((x1+x2)/2+[y1-(y1+y2)/2],(y1+y2)/2+[x1-(x1+x2)/2])=

     =((x1+x2+y1-y2)/2, (x1-x2+y1+y2)/2),

нижнего левого - ((x1+x2-y1+y2)/2,(-x1+x2+y1+y2)/2)

                (Постройте чертеж и проверьте !).

     Для (x1,y1)  и  (x2,y2)  должны  выполняться  следующие нера-

венства:  x1<=x2,  y1>=y2 (иначе это будут уже не левый верхний  и

правый нижний углы квадрата).

     Проверка принадлежности точки фигуре - см. задачу 8.

  Программа:

{ В исходном множестве поочередно перебираются все пары точек.       }

{ Предполагая, что отрезок, соединяющий эти точки, является ребром   }

{ квадрата строим квадрат и смотрим, все ли его вершины имеются в    }

{ исходном множестве. Если все, то определяем, сколько точек из      }

{ исходного множества лежит внутри этого квадрата. Если это число    }

{ превосходит старый рекорд то запоминаем найденный квадрат.         }

{                                                                    }

{$A-,B-,D-,E+,F-,I+,L-,N-,O-,R-,S-,V-}

{$M 65520,0,655360}

uses crt;

const

   maxn = 100;{ Максимальное число точек }

type

   xy = record x,y : real end; { Тип для записи координат точек }

var

   m                 : array[1..maxn] of xy;   { Координаты точек множества }

   i,j,g,k,n,p       : word; { вспомогательные переменные                   }

   num               : word; { для записи числа точек в текущем квадрате    }

   rec               : word; { для записи числа точек в лучшем квадрате     }

   a1,b1,c1          : real; { вспомогательные переменные                   }

   r,c               : array[1..5] of xy;{ для записи вершин квадратов      }

   f1,f2             : boolean;

   o                 : array[1..4] of shortint;

Function sign(a : real) : shortint;{ Функция signum }

begin

   if a<0 then sign:=-1

    else if a>0 then sign:=1

     else sign:=0

end;

{ нахождение коэффициентов прямой, проходящей через точки x1,y1 и x2,y2 }

procedure getabc(x1,y1,x2,y2:real; var a,b,c:real);

begin

 a:=y2-y1; b:=x1-x2; c:=-(a*x1+b*y1)

end;

begin

   write('Введите число точек...'); readln(n);

   for i:=1 to n do

     begin

        write('Введите координаты ',i,'-ой точки...');readln(m[i].x,m[i].y);

     end;

   rec:=0;{ Обнуление рекорда }

   for i:=1 to n do  { Перебор всех квадратов, для которых отрезок m[i]-m[j] }

    for j:=1 to n do { является ребром }

     if i<>j then

      begin

        c[1]:=m[i]; c[2]:=m[j]; { Определение вершин квадрата }

        c[3].x:=c[2].x+(c[1].y-c[2].y); c[3].y:=c[2].y+(c[2].x-c[1].x);

        c[4].x:=c[1].x+(c[1].y-c[2].y); c[4].y:=c[1].y+(c[2].x-c[1].x);

        c[5]:=c[1];

        num:=0;

        { Проверка на наличие всех вершин квадрата в исходном множестве точек }

        f1:=false; f2:=false;

        for g:=1 to n do if (m[g].x=c[3].x) and (m[g].y=c[3].y) then f1:=true;

        for g:=1 to n do if (m[g].x=c[4].x) and (m[g].y=c[4].y) then f2:=true;

        if (c[1].x=c[2].x) and (c[1].y=c[2].y) then f1:=false;

        if f1 and f2 then {Если все вершины квадрата есть в исходном множестве}

          for k:=1 to n do { то определяем число точек в квадрате}

            begin

              for g:=1 to 4 do

                begin

                  getabc(c[g].x,c[g].y,c[g+1].x,c[g+1].y,a1,b1,c1);

                  o[g]:=sign(a1*m[k].x+b1*m[k].y+c1);

                end;

              if ((o[1]=o[2]) and (o[2]=o[3]) and (o[3]=o[4])) or

                 ((o[1]=o[2]) and (o[2]=o[3]) and (o[4]=0)) or

                 ((o[1]=o[2]) and (o[2]=o[4]) and (o[3]=0)) or

                 ((o[1]=o[3]) and (o[3]=o[4]) and (o[2]=0)) or

                 ((o[2]=o[3]) and (o[3]=o[4]) and (o[1]=0)) or

                 ((m[k].x=c[1].x) and (m[k].y=c[1].y)) or

                 ((m[k].x=c[2].x) and (m[k].y=c[2].y)) or

                 ((m[k].x=c[3].x) and (m[k].y=c[3].y)) or

                 ((m[k].x=c[4].x) and (m[k].y=c[4].y)) then inc(num);

            end;

        if rec<num then begin r:=c; rec:=num end;

      end;

   if rec=0 then { Не найдено ни одного квадрата }

     begin

        writeln('Не найдено ни одного квадрата.'); halt

     end;

   { Вывод результатов }

   write('Лучший квадрат : ');

   for i:=1 to 3 do write('(',r[i].x:2:2,',',r[i].y:2:2,')-');

   writeln('(',r[4].x:2:2,',', r[4].y:2:2,').');

   writeln('В нем находится ',rec,' точек.');

end.

                            Задача 19.

     На первом этапе на основании координат вершин прямоугольников

формируем 4 массива: массив Х-овых координат вершин прямоугольника

и  связанный с ним массив номеров прямоугольников,вершина которого

соответствует  данной  Х-овой  координате;аналогично   формируются

массивы для У-овых координат. При этом координате вершины ставится

в соответствие номер со знаком "+",  если вершина левая нижняя,  и

знак "-", если правая верхняя.

     На втором этапе массивы координат сортируются в порядке  неу-

бывания (при этом соответствие между координатами и вершинами сох-

раняется), причем для одинаковых координат вначале должны распола-

гаться номера  левых нижних вершин (т.е.  со знаком "+"),  а затем

номера правых верхних.  Это легко делается, если рассматривать но-

мера как вторые значения для сортировки.

     На следующих этапах  проводится  просмотр  необходимых  точек

(будут рассмотрены все точки,  лежащие на пересечении горизонталь-

ных и вертикальных линий,  проходящих через вершины  прямоугольни-

ков) следующим образом.  Формируется массив активных прямоугольни-

ков по У-овым координатам. Для этого, начиная с минимальной У-овой

координаты, доходим до ближайшей координаты,  у которой номер вер-

шины имеет знак "-" или ее координата отлична от предыдущей  коор-

динаты. При  этом номера всех пройденных вершин активизируем.  Для

этого в массиве АКТИВНАЯ на соответствующее место ставим 1  или  0

(вначале все элементы массива равны 0). 1 ставится при прохождении

вершины со знаком "+", 0- со знаком "-".

     После поиска  нужной  У-овой  координаты  просматриваем   все

Х-овые координаты по такому же принципу, как при нахождении макси-

мального пересечения отрезков (т.е. если встречаем вершину со зна-

ком "+",  то  текущее  количество пересечений увеличиваем на 1,  а

если встречаем вершину со знаком "-", то уменьшаем на 1). При этом

учитывается, активна ли встреченная вершина.  Таким образом, изме-

нение текущего количества пересечений выполняется только  для  ак-

тивных вершин. После вычисления максимального значения пересечения

для текущей У-овой координаты переходим к очередной У-овой коорди-

нате. Описанные  действия выполняются,  пока все У-овые координаты

не будут просмотрены.

                            Задача 20.

     Понятно, что если есть свеча с нулевыми координатами или  две

свечи лежат на прямой,  проходящей через начало координат, по раз-

ные стороны от начала координат,  то решения не существует.  Пусть

таких свеч нет.

     Проведем линию через центр и первую свечу  (пусть  это  точка

А).  Если  все  свечи оказались по одну сторону линии,  то решение

построено.  Предположим,  что существуют свечи по  разные  стороны

прямой. Определим направление прямой от центра к свече,  и пусть М

- множество точек,  лежащих по правую сторону от прямой. Определим

среди  них  точку  В,  для которой угол АОВ максимальный и лежит в

пределах от 0 до 180 градусов.  Это можно определить через косинус

угла  АОВ ( большему углу соответствует меньший косинус).  Проведя

вторую линию ОВ,  проверяем, лежат ли все свечи по одну сторону от

нее. Если да, то решение найдено. Если нет, то решения нет.

                            Задача 21.

     Припишем сторонам  каждого  из  N прямоугольников ориентацию:

левая сторона считается идущей снизу вверх  (ориентацию  обозначим

1),  верхняя - слева направо (2), правая - сверху вниз (3), нижняя

- слева направо (ориентация 4). Найдем точки пересечения N прямоу-

гольников.  Обозначим  это множество точек S.  Добавим в S угловые

точки всех прямоугольников.  Каждой  из  точек  S  припишем  пару,

состоящую из двух ориентаций,  соответствующих ориентациям тех ре-

бер, пересечением которых точка является.

     Найдем в множестве S точку с максимальной ординатой.  Так как

таких точек несколько, то возьмем среди них точку P0 с минимальной

абсциссой.  Эта  точка  лежит на верхней части контура объединения

прямоугольников и является левым верхним углом  какого-то  прямоу-

гольника.  Печатаем P0.  Будем двигаться от P0 вниз по ребру, пока

не встретим одну из точек S (это будет либо точка -  угол  прямоу-

гольника,  либо  точка - пересечение сторон).  Обозначим эту точку

P1.  Ей приписана пара  ориентаций  (O1,O2),  одна  из  ориентаций

(пусть,  например, O1) есть 3 (это то ребро, по которому мы пришли

в P1).  Печатаем P1 - очередную вершину контура,  и  двигаемся  из

точки P1 (по ребру какого-то прямоугольника) в направлении O2, по-

ка не достигнем еще какой-нибудь вершины из S.  Обозначим ее P2. У

нее пара ориентаций (O1',O2').  Пусть,  например, O2'=O2, тогда мы

из очередной вершины контура P2 будем двигаться в направлении O1',

и т.д., пока не достигнем вершины P0. Контур выписан.

     Определим, есть  ли  в  контуре  "дырки".  Занесем  в  массив

A[1..2,1..2*N]  в строку 1 все ординаты вершин прямоугольников без

повторений и отсортируем этот массив по первой строке по возраста-

нию. Предположим, что в массиве A хранится всего S различных орди-

нат: A[1,1], ... ,A[1,s]. Сначала все A[2,i]=0, i=1, ... , s.

     Определим массив B[1..4,1..N].  В  первой  строке  массива  B

располагаются  в  порядке неубывания x - координаты левых нижних и

правых верхних вершин всех N прямоугольников:

     B[1,i] - x - координата какой-то вершины P

     B[2,i] и B[3,i] соответственно - ординаты  нижней  и  верхней

вершин  той вертикальной стороны прямоугольника,  на которой лежит

P.

     B[4,i]=0, если  эта вертикальная сторона прямоугольника левая

и 1, если правая.

     Воспользуемся методом сканирующей прямой:

     Будем брать  по возрастанию индекса i элементы B[1,i] массива

B,  и  увеличивать  на  1   все   элементы   A[2,j]   такие,   что

B[2,i]<=A[1,j]<B[3,i] (A[2,j] будет равно количеству прямоугольни-

ков,   содержащих   внутри   себя   или   на    границе    отрезок

A[1,j]<=y<=A[2,j], x=B[1,i]). Если какое-то A[2,j]=0, то это озна-

чает,  что  прямоугольники  при  x=B[1,i]  не  покрывают  интервал

y=(A[1,j],A[1,j+1]).

     Если мы найдем такие i,l  и  k,  что  при  x=B[1,i]  интервал

(A[1,l],A[1,k+1])   не  покрыт  многоугольниками  (т.е.  A[2,l]  =

= A[2,l+1] = ...  = A[2,k]=0),  а интервалы (A[1,l-1],  A[1,l])  и

(A[1,k+1],A[1,k+2]) покрыты (т.е. A[2,l-1]>0 и A[2,k+1]>0), и точ-

ка (x,y)=(B[1,i],A[1,l]) не принадлежит внешнему контуру фигуры  -

объединения прямоугольников, то у фигуры есть по крайней мере одна

дырка.  Чтобы,  при необходимости, выписать контур дырки, поступим

как и в случае нахождения внешнего контура - пойдем по ребрам, об-

разующим контур.

     Пункт 3 задачи решается перебором.

     Для решения пункта 4 см. задачу 5.

                            Задача 22.

     Контур может иметь излом лишь в точках,  соответствующих сте-

нам зданий. Занесем в массив А координаты L[i] и R[i] и отсортиру-

ем его по неубыванию.  Заметим также, что между двух соседних стен

(определяемых каждыми двумя соседними элементами  массива)  высота

контура остается постоянной. Поэтому для каждых двух соседних эле-

ментов массива А найдем их полусумму  (координату  точки,  лежащей

между стенами) и вычислим высоту контура в этой точке; после этого

мы будем знать высоты всех горизонтальных  площадок  и  координаты

начала  и  конца  этих площадок.  Будем выписывать контур точка за

точкой, начиная с самой левой точки контура. Если две соседние го-

ризонтальные площадки имеют одинаковую высоту,  то мы их "склеива-

ем",  т.е.  рассматриваем как одну площадку.  Если же две соседние

площадки различаются по высоте,  то,  следовательно, надо выписать

горизонтальный излом контура.

                            Задача 23.

     Считаем, что  точки в S не дублируется (т.к.  S - множество).

Введем в множество S точки (0,W),(0,0),(V,0),(V,W) - вершины A.

     Пусть есть  два  двумерных  массива  - BX и BY;  в массиве BX

располагаются координаты точек множества S  в  порядке  неубывания

абсциссы,  в  BY - по невозрастанию ординаты.  Будем считать,  что

BX[i,1] и BX[i,2] (аналогично BY[j,1] и BY[j,2]) соответственно x-

и y-координаты точки из S.

     Рассмотрим множество  прямоугольников   Pi,   удовлетворяющих

условию задачи.  Тот из них,  который имеет максимальную площадь и

является искомым.  Очевидно, что на каждой из сторон Pi должна ле-

жать точка из S, либо сторона Pi должна лежать на стороне A.

     Рассмотрим следующие случаи:

     1) Верхняя  сторона P лежит на верхней стороне прямоугольника

A.  Для каждой точки BX[i] ищем,  двигаясь по массиву BX вправо  и

влево от элемента BX[i] такие первые BX[j] и BX[k],  j<i, k>i, что

BX[j,2]>BX[i,2], BX[k,2]>BX[i,2].

     Считаем, что стороны прямоугольника Pi проходит: нижняя - че-

рез точку BX[i],  левая - через BX[j], правая - через BX[k]. Верх-

няя сторона лежит на верхней стороне A.

     Таким образом находим все прямоугольники, примыкающие к верх-

ней стороне.

     Прямоугольники, примыкающие к нижней, левой и правой сторонам

A находятся аналогично, но в двух последних случаях надо вместо BX

использовать массив BY.

     2) Случай, когда ни одна из сторон Pi не лежит на стороне A.

     Берем последовательно точки массива BY[i],  i=1,  ...,  N,  и

считаем,  что  верхняя сторона Pi проходит через точку BY[i].  Для

этой точки полагаем сначала,  что XBegin=0,  XEnd=V. Находим такие

точки  BY[j]  и BY[k] (при просмотре массива BY вправо от элемента

BY[i]),  что  BY[j,2]<BY[i,2],  BY[k,2]<BY[i,2],  BY[j,1]<=XBegin,

BY[k,1]<=XEnd,  BY[j,1]<BY[i,1], BY[k,1]>BY[i,1] (объяснение смот-

рите ниже),  т.е. мы находим точки с максимальной ординатой, через

которые  можно провести правую и левую стороны прямоугольника Pi).

Внутри интервала (BY[j,1],  BY[k,1]) на оси OX ищем точку  BY[l,1]

такую, что y - координата этой точки BY[l,2] максимальная, меньшая

величины max{BY[j,2],BY[k,2]}.

     Через эту  точку BY[l] будем проходить нижняя сторона прямоу-

гольника. Полагаем XBegin=BY[j,1], XEnd=BY[k,1].

     Но этим  прямоугольником может не исчерпываться все множество

прямоугольников,  у которых точка BY[i] лежит на верхней  стороне.

Попытаемся найти еще один из таких прямоугольников.  Очевидно, что

левая его сторона имеет x-координату не  меньшую,  чем  XBegin,  а

правая - не большую, чем XEnd. Будем искать такую точку BY[l], что

XBegin<=BY[l,1]<=XEnd  (теперь  уже  понятно  почему),  BY[l,2]  -

максимальная  из  всех  ординат,  меньших max{BY[j,2],BY[k,2]} (мы

"сужаем"   прямоугольник   как   можно    незначительнее).    Если

BY[l,1]<BY[i,1], то это новая левая сторона, иначе - новая правая.

Находим новую нижнюю сторону, и т.д. Если мы не можем найти нового

BY[l],  то просмотр прямоугольников с точкой BY[i] на верхней сто-

роне закончен, и мы переходим к BY[i+1].

                            Задача 24.

     Длина стороны первого квадрата - 1,  второго - 1,  третьего -

2, четвертого - 3, и т.д. Видно, что длины сторон есть числа Фибо-

наччи, определяемые следующим рекуррентным соотношением

               u(1)=1, u(2)=1, u(N)=u(N-1)+u(N-2).

     Будем хранить координаты четырехугольника  Ai  -  объединения

квадратов с номерами от 1 до i.

     Второй квадрат рисуется справа от первого (A1),

     третий     -  сверху от A2,

     четвертый  -  слева от A3,

     пятый      -  снизу от A4,

     шестой     -  опять справа от A5 и т.д.

     Как только  точка  P впервые попадает в Ai,  мы распечатываем

номер i.

     Проверка принадлежности точки P четырехугольнику с параллель-

ными осям сторонами:

     Пусть левый верхний угол (x1,y1), правый нижний (x2,y2). Точ-

ка  P(Px,Py)  принадлежит  четырехугольнику,   если   одновременно

x1<=Px<=x2 и y2<=Py<=y1.

                             Задача 25.

     Отсортировав координаты точек в порядке неубывания Х-овых коор-

динат,  а  в случае одинаковых Х-овых координат в порядке неубывания

У-овых координат,  находим координаты средней точки  (находящуюся  в

позиции n div 2+1),  пусть это точка (Х0,У0). При этом множество то-

чек оказалось разбито на 3 части:  точки,  лежащие на  прямой  х=Х0;

точки, лежащие левее прямой х=Х0; точки, лежащие правее прямой х=Х0.

Представим,  что точки,  лежащие левее прямой х=Х0 ( точки,  лежащие

правее прямой х=Х0) лежат в пределах некоторого прямоугольника,  где

Х1 (Х2) координаты его правого (левого) края.  Тогда  легко  понять,

что  существует  прямая с достаточно большим углом наклона,  которая

разделяет эти части. Осталось разделить только точки на прямой, что-

бы количество точек в получившихся частях было соответствующим (т.е.

пересечение прямой с прямой х=Х0). Если количество точек нечетно, то

искомая линия проходит через среднюю точку, иначе над средней точкой

(но под предыдущей, если она лежит па прямой х=Х0).

     Определим:

       Х1 - может быть легко найдена просмотром массива Х-овых коор-

            динат  справа налево от средней точки до нахождения пер-

            вой координаты, отличной от Х0. Если такая координата не

            найдена, то Х1=Х0-1.

       Х2 - может быть легко найдена просмотром массива Х-овых коор-

            динат  слева направо от средней точки до нахождения пер-

            вой координаты, отличной от Х0. Если такая координата не

            найдена, то Х1=Х0+1.

       У1 - это У-овая координата точки, предшествующей средней точ-

            ке,  если  Х-ая ее координата равна Х0,  или равна У0-1,

            если Х-овая  координата  точки,  предшествующей  средней

            точке, не равна Х0.

     После того,  как Х0,У0,Х1,У1 найдены, осталось написать уравне-

ние прямой через точки с координатами (Х2,У2) (Х3,У3), определяемыми

по следующему правилу:

      если N - четно

        то    Х2=Х0; У2=(У0+У1)/2, Х3=Х0+Z/2,У3=У0-Ymax+Ymin

        иначе Х2=Х0; У2=У0, Х3=Х0+Z/2,У3=У0-Ymax+Ymin

где Ymax- максимальная У-овая координата,  Ymin - минимальная У-овая

координата, Z=min(Х0-Х1,Х2-Х0).

                            Задача 26.

     Проведем через каждую вершину этих двух выпуклых  многоуголь-

ников  параллельные  оси  Oy  прямые.  Эти  прямые  разбивают  всю

плоскость на сектора.  Пересечение каждого сектора с выпуклым мно-

гоугольником образует трапецию. Поэтому внутри каждого сектора пе-

ресечением двух выпуклых многоугольников будет пресечение двух че-

тырехугольников.  Собираем все эти пересечения в одну фигуру, уда-

ляя при этом ложные вершины,  которые возникают на границах  между

секторами.

     Объединение делается аналогично.

                            Задача 27.

     Если проекция  точки  Z попадает на сторону многоугольника, а

не на ее продолжение (см.  задачу 4), то минимальное расстояние от

точки Z до стороны есть длина проведенного перпендикуляра. Если же

проекция точки Z попадает на продолжение стороны,  то  минимальное

расстояние есть  минимум из расстояний от Z до концевых точек этой

стороны.

     Минимальное расстояние  от точки Z до контура есть минимум из

расстояний от точки Z до каждой из сторон.

                            Задача 28.

     Проверяем, лежит ли точка z на каком-либо отрезке.  Если нет,

то проводим отрезок, концевые точки которого z и, например, верши-

на 1. Находим ближайшую к z точку пересечения этого отрезка и сто-

рон многоугольников,  на которые разбивается плоскость.  Пусть эта

точка принадлежит стороне ab.  Для этой стороны сначала определяем

направление обхода (см. задачу 3); затем ищем следующую, смежную с

текущей, сторону bc контура, которая образует минимальный по вели-

чине угол с отрезком ba (угол отсчитывается от отрезка ab по часо-

вой или против часовой стрелки в зависимости от того,  по или про-

тив часовой стрелки обход,  сравнение углов - см. задачу 1). Нахо-

дим замкнутый контур и определяем, находится ли точка z внутри не-

го или снаружи. Если снаружи, то удаляем из фигуры все ребра этого

контура и повторяем процесс.

     Пример:

                  ----------------------------¬

                  ¦--------------------------¬¦

                  ¦L--------------------------¦

                  ¦-------¬    Z      -------¬¦

                  ¦¦      ¦    .      ¦      ¦¦

                  ¦L-------           L-------¦

                  ¦--------------------------¬¦

                  ¦L--------------------------¦

                  L----------------------------

                            Задача 29.

     Подобные многоугольники могут быть зеркально симметричны! Фи-

гура на  плоскости  полностью  характеризуется матрицей расстояний

С(i,j), С(i,j)=расстоянию от вершины i до вершины j. Для каждой из

введенных фигур строим свою матрицу расстояний и проверяем,  можем

ли мы получить из  одной  матрицы  вторую  перестановкой  строк  и

столбцов и умножением всех элементов матрицы на одно и то же число.

                            Задача 30.

     Дадим другую интерпретацию этой задачи:

     Есть N отрезков, описываемых уравнениями

                ai*x+bi=y, x0<=x<=x1, i=1, ... ,N.

Предположим, что отрезки не совпадают.

     1. Найти верхний контур объединения фигур

               ai*x+bi<=y, i=1, ..., N, x0<=x<=x1,

(т.е. найти  такую разбивку t(0),  ...,  t(p) отрезка [x0,x1] и те

кусочки отрезков ai*x+bi=y,  t(j)<=x<=t(j+1), j=1, ..., p, что от-

резок  ai*x+bi  лежит  не  ниже любого другого отрезка al*x+bl при

t(j)<=x<=t(j+1))

     2. Найти  такую  разбивку  отрезка [x0,x1] точками S(j),  что в

каждом секторе S(i)<x<S(i+1) кусочки отрезков a(i)*x+b(i), i=1, ...,

N не пересекаются, а на границах сектора, при x=S(i) и при x=S(i+1),

лежит по крайней мере по одной точке пересечения  отрезков  ai*x+bi,

i=1, ..., N.

     Решим сначала пункт 2 задачи, затем пункт 1.

     Найдем все точки пересечения отрезков ai*x+bi, i=1,...,N друг

с другом.  Добавим в это множество точки x0 и x1. Упорядочим точки

пересечения  по возрастанию (если в последовательности встречаются

несколько точек с одним и тем же значением,  то оставляем  из  них

только одну). Получаем таким образом последовательность S(0), ...,

S(Q).

     Для каждого  отрезка  [S(i),  S(i+1)]  находим  его  середину

Zi=(S(i)+S(i+1))/2,  вычисляем значения fj=aj*Zi+bj,  j=1,  ...,N,

сортируем их по возрастанию. Индексы j значений fj в отсортирован-

ной  последовательности  - это как раз и есть искомая перестановка

(i1,i2,...,iN) чисел 1,2,3,  ..., N, упомянутая в формулировке за-

дачи в пункте 2.

     Для решения  пункта  1 выпишем по порядку для каждого отрезка

[S(j),S(j+1)], j=0, ..., Q-1, величины iN (это индекс самого верх-

него  отрезка в секторе [S(j),S(j+1)]).  Отрезок с номером k может

быть самым верхним для нескольких смежных секторов  [S(j),S(j+1)],

...,  [S(l),S(l+1)].  Поэтому  мы  просматриваем номера iN,  соот-

ветствующие отрезкам [S(j),S(j+1)],  j=0,  ...,  Q-1 и  определяем

последовательные  максимальные отрезки,  помеченные одним и тем же

номером.  Концевые точки этих максимальных отрезков и есть искомые

точки t(0), ..., t(p) (они выбираются по указанному выше методу из

точек S(0), ..., S(Q)).

                            Задача 31.

     Прямая ax+by+c=0, проходящая через точки P(x1,y1) и S(x2,y2),

должна удовлетворять равенствам

                  a*x1+b*y1+c=0             (1)

                  a*x2+b*y2+c=0             (2)

     Вычитая из (1) уравнение (2), получаем

                       b/a=(x1-x2)/(y1-y2).

     Если прямые параллельны, то их коэффициенты при x и y пропор-

циональны.

     Для каждых двух точек множества A находим отношение коэффици-

ентов b/a проходящей через эти точки прямой L.  Находим число пря-

мых  множества  B с тем же отношением коэффициентов (это - прямые,

параллельные L).

                            Задача 32.

     Пусть в  фигуре  уже проведены L диагоналей,  и они разбивают

n-угольник на  k  частей.  Проведем  еще  одну,  L+1-ю  диагональ.

Подсчитаем,  сколько  ранее  проведенных  диагоналей пересекает во

внутренних точках эта диагональ.  Обозначим количество пересечений

через S. Проведение диагонали

     1) увеличивает количество разбивок n-угольника на 1;

     2) каждое пересечение этой диагонали с ранее проведенной диа-

гональю также увеличивает количество разбивок на 1 (по условию ни-

какие 3 диагонали не пересекаются в одной точке).

     Итак, после проведения диагонали L+1 количество частей  K+S+1

(предполагается, что L+1-я диагональ не совпадает ни с одной ранее

проведенной).

     Как определить, пересекается ли диагональ, соединяющая верши-

ны i и j,  с диагональю,  заданной вершинами k и l?  Вершины i и j

разбивают контур многоугольника на 2 части: множество A - вершины,

лежащие на контуре между вершинами i и j,  и множество B - вершины

контура  между  j и i (множества A и B не включают i и j).  Если K

принадлежит одному из этих множеств,  а L - другому,  то диагонали

пересекаются, иначе - нет.

                            Задача 33.

     Будем обозначать через V(i) вершину  ломаной  с  координатами

(x(i),y(i)).

     Сначала рассмотрим разрез круга ломаной,  состоящей только из

двух ребер  R(1)=(V(1),V(2)) и R(2)=(V(2),V(3)).  Для того,  чтобы

разнять этот круг,  необходимо тянуть в направлении вектора S, вы-

ходящего из  точки  V(2)  и лежащего либо внутри угла V(1)V(2)V(3)

(вершина угла -- точка V(2)),  либо внутри центральносимметричного

ему относительно  точки  V(2) угла.  Будем говорить,  что вектор S

лежит в конусе C(2) с вершиной V(2).

     Аналогично, если ломаная определяется  k  вершинами,  то  для

каждой пары ребер (V(i),V(i+1)) и (V(i+1),V(i+2)),  i=1, ..., k-2,

определяем конус  C(i+1) возможных направлений перемещения,  затем

считаем, что параллельным переносом вершины всех конусов совмещены

в одной точке.  Пересечение всех C(i), i=2,...,k-1, и даст искомое

возможное направление  разнимания  круга.  Если  это   пересечение

пусто, то круг разнять нельзя, иначе -- можно.

                            Задача 34.

     Перебираем все возможные комбинации из трех точек, не лежащих

на  одной  прямой.  Находим,  используя  алгоритм  решения  задачи

2, искомый треугольник.

                            Задача 35.

     Считаем, что начало координат - это юго-восточный угол  дома,

и оси направлены параллельно стенам.

     Сначала надо проверить, не попал ли после перемещений человек

вовнутрь дома (проверка корректности входных данных). Если нет, то

в случае, если человек находится в зоне x>=0, 0<=y<=5, то он видит

только восточную стену дома;  если в зоне x>=0,y>=5, то северную и

восточную стены дома и т.д.

     Другой способ решить эту задачу - определить, как в задаче 27

минимальное расстояние от человека до дома. Если мини-

мум есть расстояние до угла дома, то человек видит две примыкающие

к этому углу стороны, иначе - только ту сторону, расстояние до ко-

торой минимально.

                            Задача 36.

     Пусть точка z - центр координат (если это не так, сделаем па-

раллельный перенос).  Для того,  чтобы звено забора было полностью

видно,  необходимо и достаточно, чтобы из точки z, где стоит чело-

век,  были видны обе вершины этого звена,  и еще какая-нибудь  его

внутренняя точка.  Будем считать,  что вершина l звена видна, если

интервал (z,l) не пересекает никаких звеньев забора,  или же  если

обе  концевые  вершины пересекаемого звена k лежат на [z,l],  т.е.

человек смотрит вдоль звена k.

     Отсортируем по неубыванию углы, образуемые с осью OX отрезка-

ми,  одна концевая точка которых z, а вторая пробегает все вершины

звеньев  (углы  отсчитываются от точки z в положительном направле-

нии, т.е. против часовой стрелки). Получаем последовательность уг-

лов a[1],a[2],  ,,, ,a[n]. Добавляем в эту последовательность угол

a[n+1]=a[1].  Из точки z в направлении между прямыми,  идущими под

углами  L[i]  и  L[i+1]  может  быть  виден  кусок  только  одного

единственного звена.

     Из точки z под углами (a[i]+a[i+1])/2,  i=1, ... ,n, проводим

лучи и для каждого луча смотрим, какое звено k этот луч пересекает

первым  (если первое пересечение происходит по вершине,  то оно не

рассматривается).  В том случае, если у звена k видны обе вершины,

то звено видно полностью, если хотя бы одна вершина не видна, то k

видно частично.

     После анализа точек пересечения всех n лучей те звенья, кото-

рые не видны ни полностью,  ни частично,  получают пометку невиди-

мых.

                            Задача 37.

     Рассматриваем нумерацию граней как элементы массивов. Сорти-

руем каждый из массивов с помощью некоторого  обменного  алгоритма

(например,  с помощью "пузырьковой" сортировки), подсчитывая коли-

чество обменов (пусть KN и KM).  Если отсортированные массивы сов-

падают  и  (KN-KM) кратно 2,  то тетраэдры совпадают.  (Обмен двух

граней можно трактовать как отражение тетраэдра в зеркале).

                        ЗАДАЧИ НА ГРАФАХ.

                    Предварительные сведения.

                         Что такое граф?

     Часто в задачах встречается следующая конструкция - есть дома

и дороги,  их соединяющие;  у каждой дороги есть длина.  По другой

терминологии такая конструкция называется графом,  дома называются

"вершинами",  дороги  -  "ребрами" или "дугами",  а длина дороги -

"весом ребра" или "весом дуги".  Таким образом фраза 'Найти  мини-

мальный вес пути между вершинами s и k в графе' может быть переве-

дена так:  'Есть дома и дороги их соединяющие.  Также заданы длины

дорог.  Найти кратчайшую длину пути от города s до города k,  если

двигаться можно только по дорогам'.  Пропускная  способность  дуги

(i,j) означает,  например,  сколько груза может быть перевезено по

дороге (по дуге) (i,j) за единицу времени);  а поток по дуге (i,j)

-- это сколько перевозится сейчас на самом деле).

     Часто используют следующие  обозначения:  Г(x(i))-  множество

вершин,  в которые есть дуга из вершины i; Д(x(i))- множество вер-

шин, из которых есть дуга в вершину i.

     Пусть в графе N вершин.

     Длины дуг обычно заносятся в матрицу (назовем ее C) размера N

на N, называемой матрицей смежности:

     var С: array [1..N,1..N] of integer;

     Элемент C[i,j] этой матрицы равен длине дуги (дороги>),  сое-

диняющей вершины  i и j,  и равен (например) 0 или -1,  если такой

дуги нет. Если дорога двунаправленная (дуга неориентированная), то

очевидно, что C[i,j]=C[j,i].

      Алгоритм расстановки пометок для задачи о максимальном

                         ( от s к t ) потоке.

      А. Расстановка пометок.  Вершина может находиться в одном из

трех состояний:  вершине приписана пометка и вершина просмотрена (

т.е.  она имеет пометку и все смежные с ней вершины "обработаны"),

пометка приписана,  но вершина не просмотрена ( т.е. она имеет по-

метку,  но  не  все смежные с ней вершины обработаны),  вершина не

имеет пометки.  Пометка произвольной вершины x(i) состоит из  двух

частей и имеет один из двух видов:  (+x(j),m) или (-x(j),m). Часть

+x(j) пометки первого типа означает,  что поток допускает увеличе-

ние вдоль дуги (x(j),x(i)). Часть -x(j) пометки другого типа озна-

чает, что поток может быть уменьшен вдоль дуги (x(i),x(j)). В обо-

их  случаях m задает максимальную величину дополнительного потока,

который может протекать от s к x(i) вдоль построенной  увеличиваю-

щей цепи потока. Присвоение пометки вершине x(i) соответствует на-

хождению увеличивающей цепи потока от s к x(i). Сначала все верши-

ны не имеют пометок.

     Шаг 1.  Присвоить вершине s пометку  (+s,m(s)=бесконечность).

Вершине s присвоена пометка и она просмотрена,  все остальные вер-

шины без пометок.

     Шаг 2.  Взять  некоторую  непросмотренную вершину с пометкой;

пусть ее пометка будет (+-x(k),m(x(i))) (+- обозначает,  что перед

x(k) может стоять как плюс, так и минус).

     (I) Каждой помеченной вершине  x(j),  принадлежащей  Г(x(i)),

для которой c(i,j)<q(i,j), присвоить пометку (-x(i),m(x(j))), где

               m(x(j))=min[m(x(i)),q(i,j)-c(i,j)].

     (II) Каждой  непомеченной  вершине x(j),  принадлежащей Д(x),

для которой c(i,j)>0, присвоить пометку (-x(i),m(x(j))), где

               m(x(j))=min[m(x(i)),c(j,i)].

(Теперь вершина x(i) и помечена,  и просмотрена,  а вершины  x(j),

пометки  которым присвоены в (I) и (II),  являются непросмотренны-

ми.) Обозначить каким-либо способом, что вершина x(i) просмотрена.

     Шаг 3.  Повторять шаг 2 до тех пор, пока либо вершина t будет

помечена, и тогда перейти к шагу 4, либо t будет не помечена и ни-

каких других пометок нельзя будет расставить;  в этом случае алго-

ритм заканчивает работу с максимальным вектором  потока  c.  Здесь

следует  отметить,  что  если X(0)-множество помеченных вершин,  а

X'(0) - множество не помеченных,  то ( X(0) --> X'(0)  )  является

минимальным разрезом.

     Б. Увеличение потока.

     Шаг 4. Положить x=t и перейти к шагу 5.

     Шаг 5.  (I) Если пометка в вершине x имеет вид (+z,m(x)),  то

изменить поток вдоль дуги (z,x) c c(z,x) на c(z,x)+m(t). (II) Если

пометка в вершине x имеет вид (-x,z) c c(x,z) на c(x,z)-m(t).

     Шаг 6. Если z=s, то стереть все пометки и вернуться к шагу 1,

чтобы начать расставлять пометки,  но используя уже улучшенный по-

ток, найденный на шаге 5. Если z<>s, то взять x=z и вернуть к шагу

5.

     Обозначения: Г(x(i))-  множество вершин,  в которые есть дуга

из вершины i;  Д(x(i))- множество вершин,  из которых есть дуга  в

вершину i;  c(i,j) - это пропускная способность дуги (т.е., напри-

мер, сколько груза может быть перевезено по дороге (по дуге) (i,j)

за  единицу времени);  q(i,j) - поток по дуге (i,j) (т.е.  сколько

перевозится сейчас на самом деле).

              --------------------------------------

     Кратчайшее расстояние от вершины нач до остальных вершин.

                       (Алгоритм Дейкстры).

Обозначения:

     C[i,j]- длина ребра(i,j),  С[i,j]>=0 (если ребра нет,  то его

длина полагается равной бесконечности).

     D[i]- кратчайшее текущее расстояние от вершины нач до вершины

i.

     флаг[i]- информация о просмотре вершины i:  0 - если  вершина

не просмотрена, 1 - если просмотрена. Если вершина просмотрена, то

для нее  D[i] есть наикратчайшее расстояние от вершины нач до вер-

шины i.

     предок[i]- информация о номере вершины, предшествующей верши-

не i в кратчайшем пути от вершины нач.

     минрас - это минимальное расстояние.

   Алгоритм:

      для i от 1 до N выполнять

       нц

         предок[i]:=нач;

         флаг[i]:=0;

         D[i]:=C[нач,i]

       кц

      флаг[нач]:=1;         { пока мы знаем только расстояние    }

      предок[нач]:=0        { от вершины нач до нее же, равное 0 }

      для i от 1 до N-1 выполнять

       нц

         минрас:=бесконечность;

         для j от 1 до N выполнять

           если (флаг[j]=0 и (минрас > D[j]) { находим минимальное}

               то минрас:=D[j];              {расстояние}

                  k:=j;                  { до непомеченных вершин }

           все

         флаг[k]:=1;         { вершина k помечается просмотренной }

         для j от 1 до N выполнять   { выполняем просмотр }

           если флаг[j]=0 и D[j]>D[k]+C[k,j]

            { Т.е. если для вершины j еще не найдено  кратчайшее

              расстояние от нач, и из вершины k по дуге C[k,j]

              путь в j короче, чем найденный ранее }

              то D[j]:=D[k]+C[k,j]      { то запоминаем его }

                  предок[j]:=k;

           все

       кц

                          Задача 1.

     Задан набор неповторяющихся пар (Ai,Aj),  Ai,  Aj принадлежат

множеству А={A1, A2, ..., An}. Необходимо составить цепочку макси-

мальной длины по правилу

                 (Ai,Aj)+(Aj,Ak)=(Ai,Aj,Ak).

     При образовании  этой цепочки любая пара может быть использо-

вана не более одного раза.

                            Задача 2.

     Между N  пунктами  (N<=50)  заданы дороги длиной A(i,j),  где

I,J-номера пунктов.  Дороги проложены на разной высоте и пересека-

ются только в общих пунктах.  В начальный момент времени из задан-

ных пунктов начинают двигаться с постоянной  скоростью  M  роботов

(M=2 или 3),  независимо меняя направление движения только в пунк-

тах.  Роботы управляются таким образом, чтобы минимизировать время

до встречи всех роботов в одном месте.  Скорость I-того робота мо-

жет быть равна 1 или 2 . Остановка роботов запрещена.

     Задание:

     Написать программу, которая:

1) при  заданных  N,M  и сети дорог единичной длины (все имеющиеся

   A(i,j)=1) определяет минимальное  время,  через  которое  может

   произойти встреча всех M роботов,  при этом начальное положение

   роботов и скорость их движения известны.

2) Выполнить те же действия, что и в п. 1, но только для различных

   значений A(i,j).

Примечание: В  случае невозможности встречи всех M роботов в одном

месте ни в какой момент времени в результате выполнения  программы

должно быть сформировано соответствующее сообщение.

     Требование к вводу-выводу:

1) Все входные данные - целые неотрицательные числа;

2) при задании сети дорог должно быть указано количество дорог - K

   и пункты их начала и конца в виде пар (i,j).

                            Задача 3.

     На плоскости расположено N точек. Имеется робот, который дви-

гается  следующим  образом.  Стартуя с некоторой начальной точки и

имея некоторое начальное направление,  робот  движется  до  первой

встреченной на его пути точки,  изменяя в ней свое текущее направ-

ление на 90 градусов,  т.е.  поворачивая налево или направо. После

этого он продолжает движение аналогично. Если робот достиг началь-

ной точки,  либо не может достичь новой точки (которую он  еще  не

посещал), то он останавливается.

     Определить, может ли робот посетить все N точек, если:

   1. Определены начальные точка и направление робота.

   2. Определена начальная точка, а направление робота можно выби-

рать.

   3. Начальную точку и направление робота можно выбирать.

     Координаты точек  -  целые числа,  угол измеряется в радианах

относительно оси ОХ.

                            Задача 4.

                             "ПУТЬ".

     Найти кратчайшее расстояние между двумя  вершинами  в  графе.

Найти  все  возможные пути между этими двумя вершинами в графе не-

пеpесекающиеся по

 а) pебpам

 б) веpшинам.

                             Задача 5.

     Лабиринт задается матрицей смежности N*N,  где C(i,j)=1, если

узел i связан узлом j посредством дороги.  Часть узлов назначается

входами,  часть - выходами. Входы и выходы задаются последователь-

ностями узлов X(1),..,X(p) и Y(1),..,Y(k) соответственно.

  Найти максимальное число людей, которых можно провести от

входов до выходов таким образом, чтобы:

 а) их пути не пересекались по дорогам, но могут пеpесекаться по узлам;

 б) их пути не пересекались по узлам;

                            Задача 6.

     N шестеpенок пpонумеpованы от 1 до N (N<= 10).  Заданы M (0<=

<=M<=45) соединений  паp  шестеpенoк  в  виде   (i,j),   1<=i<j<=N

(шестеpня с номеpом i находится в зацеплении с шестеpней j). Можно

ли повеpнуть шестеpню с номеpом 1?

     Если да,  то найти количество шестеpен, пpишедших в движение.

     Если нет, то тpебуется убpать минимальное число шестеpен так,

чтобы  в  оставшейся  системе  пpи вpащении шестеpни 1 во вpащение

пpишло бы максимальное  число  шестеpен. Указать  номеpа  убpанных

шестеpен ( если такой набоp не один, то любой из них ) и количест-

во шестеpен, пpишедших в движение.

                            Задача 7.

     На фигуре 1.показана вычислительная система,содержащая доста-

точное  количество  процессоров,использующих  общую  память  из 26

числовых переменных A,B,C,....,Z. Система работает шагами. На каж-

дом  шаге,  каждый  процессор выполняет либо оператор присваивания

либо пустой оператор. Оператор присваивания - это конструкция вида

      (переменная)=(арифметическое выражение)

где арифметическое выражение без скобок и содержит не более 2  пе-

ременных и арифметические операции. Процессоры вычисляют выражения

и присваивают их значения переменным из левых частей операторов, а

потом приступают к следующим операторам (при том одновременно). Не

допускается  одновременное  выполнение  2  или  больше  операторов

присваивания с одинаковой левой частью. Пустой оператор обозначаем

символом &. Выполняя его, процессор простаивает 1 шаг.

             ---¬      ---¬           ---¬
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                           фиг. 1

n последовательности операторов (присваивания или пустых) с одина-

ковой длиной  L называем n-программой с длиной L (выполняется за L

шагов на первых n процессоров), если на каждом шаге имеем не более

1 оператора  с  заданной левой частью.  n-программы P и Q называем

эквивалентными, если начиная с одного и того же начального состоя-

ния  переменных A,B,...,Z после выполнения как P,  так и Q получа-

ется одинаковый результат.

     Напишите программу,которая:

     Задание 1.  Вводит целое k(k<25) и 1-программу,  содержащую k

операторов присваивания.

     Задание 2. Проверяет правильность введенных операторов.

     Задание 3. Преобразует 1-программу в эквивалентную m-програм-

му c минимальной длиной (добавляя если надо  пустые  операторы)  и

выводит полученный результат.

     Задание 4.  Не  увеличивая  длину  построенной  в  Задании  3

n-программы,  преобразует  ее  в эквивалентную m-программу,  m-как

можно меньше, и выводит полученный результат.

     Замечание. На фигуре 2 показана 1-программа из 6 операторов и

3-программа и 2-программа - возможные решения задач 3(б) и 4(в).

 а)  D=A*D     б) A=B+C    B=C+D    D=D-E

     A=B+C        A=A-E      &        &

     A=A-E        E=A*B    D=A*D      &

     B=C+D     в) A=B+C    B=C+D

     D=D-E        A=A-E    D=D-E

     E=A*B        E=A*B    D=A*D

                  фиг.2.

                            Задача 8.

     Имеется N  прямоугольных конвертов и N прямоугольных открыток

различных размеров.  Можно ли разложить все открытки по конвертам,

чтобы в каждом конверте было по одной открытке. Замечание. Открыт-

ки нельзя складывать,  сгибать и т.п., но можно помещать в конверт

под углом.  Например, открытка с размерами сторон 5:1 помещается в

конверты с размерами 5:1,  6:3, 4.3:4.3, но не входит в конверты с

размерами 4:1, 10:0.5, 4.2:4.2.

                            Задача 9.

     Составить программу для нахождения произвольного разбиения 20

студентов  на  2 команды,  численность которых отличается не более

чем в 2 раза,  если известно,что в любой команде должны быть  сту-

денты, обязательно знакомые друг с другом. Круг знакомств задается

матрицей (20,20) с элементами

          A(ij)={1,если i студент знаком с j

                {0,иначе .

                           Задача 10.

     Имеется N  человек и прямоугольная таблица А[1:N,1:N];элемент

A[i,j] равен 1, если человек  i  знаком  с  человеком  j, А[i,j] =

=А[j,i]. Можно ли разбить людей на 2 группы, чтобы в каждой группе

были только незнакомые люди.

                           Задача 11.

     На олимпиаду прибыло N человек. Некоторые из них знакомы меж-

ду собой.Можно ли опосредованно перезнакомить их всех между собой?

(Незнакомые люди могут познакомиться только через общего  знакомо-

го).

                            Задача 12.

     Пусть группа состоит из N человек.  В ней каждый имеет  (N/2)

друзей и не больше K врагов.  У одного из них есть книга, которую

все хотели бы прочитать и потом обсудить с некоторыми  из  осталь-

ных.

     Написать программу, которая:

     1. Находит способ передачи книги таким образом,чтобы она  по-

бывала  у  каждого  в точности один раз,переходя только от друга к

другу и наконец возвратилась к своему владельцу.

     2.Разбивает людей  на  S групп,  где будет обсуждаться книга,

таким образом, чтобы вместе с каждым человеком в ту же самую груп-

пу  вошло не более P его врагов.

     Примечание: предполагается, что S*P>=K.

                            Задача 13.

     В заданном  графе необходимо определить,  существует ли цикл,

проходящий по каждому ребру графа ровно один раз.

                            Задача 14.

     Следующая фигура показывает запутанную сеть дорог района  го-

рода. Представьте, что мусорная машина должна пройти по всем доро-

гам хотя бы один раз, чтобы собрать мусор. Число на каждой стороне

показывает время,  которое должна потратить мусорная машина, чтобы

проехать этот интервал. На перекрестках машина должна ждать время,

равное числу пересекающихся дорог.

     Составьте программу,  показывающую  как  выбрать  необходимый

путь для сбора мусора в кратчайшее время.
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        Есть 11 остановок.

        от 1 до 2 путь 10 мин.

        от 1 до 3      4

       от  1 до 4      8

       от  2 до 3      8

       от  2 до 5      6

       от  3 до 4      4

       от  3 до 5      7

       от  4 до 7      7

       от  4 до 6      10

       от  4 до 8      7

       от  8 до 6      7

       от  8 до 10     6

       от  10 до 6     11

       от  6 до 9      4

       от  10 до 9     12

       от  6 до 11     5

       от  6 до 4      8

       от  5 до 4      8

       от  4 до 11     13

       от  9 до 11     5

                            Задача 15.

     N pазличных  станков  один  за  дpугим объединены в конвейеp.

Имеется N pабочих.  Задана матpица C[N , N], где C[i,j] пpоизводи-

тельность i-ого pабочего на j-ом станке. Опpеделить

     а) на каком станке должен pаботать каждый из  pабочих,  чтобы

пpоизводительность была максимальной.

     б) то же,  но станки  pасположены паpаллельно и выполняют од-

ноpодные опеpации.

                            Задача 16.

     На плоскости задан граф с N вершинами. Количество ребер, сое-

диненных с каждой вершиной, равно 3.

             Пример:

           B-------------¬C

            ¦\          /¦

            ¦ \ G    F / ¦

            ¦  -------¬  ¦

            ¦  ¦      ¦  ¦

            ¦  ¦      ¦  ¦

            ¦  L-------  ¦

            ¦  / H   E\  ¦

            ¦ /        \ ¦

           AL-------------D

     Пусть вершины X,Y и Z являются соседями вершины Т. Будем счи-

тать, что Y левый, а Z -правый сосед вершины Т относительно верши-

ны X,  если  ориентированный угол XTZ меньше ориентированного угла

XTY (положительным будем считать направление против часовой стрел-

ки). Например  вершина Е является правым соседом вершины Н относи-

тельно А,  а G - левым,  поскольку ориентированный угол АНЕ меньше

ориентированного угла AHG. (Ребра считаются отрезками).

   Составьте программу, которая:

   1. Вводит  координаты вершин графа и его ребра и рисует граф на

экране  компьютера,производя  при  этом  подходящее  масштабирова-

ние(Ребра выводятся как отрезки).

   2. Пусть заданы две начальные соседние вершины XO и X1 и после-

довательность вида LLRRL...  Тогда программа находит путь на графе

XOX1X2...Xn для вершин которого выполнено:

    -первые два являются заданными XO и X1

    -Xi+1 является левым или правым соседом Xi относительно Xi-1 в

зависимости  от заданной последовательности,при том L означает ле-

вый, а R -правый.

     Пример:В заданном  графе пусть даны начальные вершины А и H и

последовательность LRRLLR.  Тогда  программа  должна  найти   путь

AHGFEDCB.

    3. Рисует на экране путь,найденный в п.2.

    4. Пусть  даны начальная и конечная вершина.  Программа должна

найти путь,проходящий через минимальное число вершин,  вывести его

на экран и найти 2 первые вершины и управляющую последовательность

для этого пути, как определено в п.2.

                            Задача 17.

     Имеется N городов.  Для каждой пары городов (I,J) можно пост-

роить дорогу,  соединяющую эти два города и не заходящие в  другие

города. Стоимость  такой дороги A(I,J).  Вне городов дороги не пе-

ресекаются.

     Написать алгоритм  для  нахождения  самой дешевой системы до-

рог, позволяющей попасть из любого города в любой другой.  Резуль-

таты задавать  таблицей  B[1:N,1:N],  где  B[I,J]=1 тогда и только

тогда, когда дорогу, соединяющую города I и J, следует строить.

                            Задача 18.

     В картинной  галерее каждый сторож работает в течение некото-

рого непрерывного отрезка времени.  Расписанием стражи  называется

множество  пар [Т1(i),  Т2(i)] - моментов начала и конца дежурства

i-го сторожа из интервала [0,EndTime].

     Для заданного расписания стражи требуется:

(а) проверить, в любой ли момент в галерее находится не менее двух

    сторожей.

     Если условие (а) не выполнено, то:

(б) перечислить все интервалы времени с недостаточной охраной (ме-

    нее 2 сторожей).

(в) добавить наименьшее число сторожей с заданной,  одинаковой для

    всех  длительностью  дежурства,  чтобы   получить   правильное

    расписание (т.е. удовлетворяющее условию (а)).

(г) проверить,  можно ли обойтись без добавления  новых  сторожей,

    если  разрешается сдвигать времена дежурства каждого из сторо-

    жей с сохранением длительности дежурства.

(д) Если это возможно, то составить расписание с наименьшим числом

    сдвигов.

ВХОДНЫЕ ДАННЫЕ:

          (Все моменты времени задаются в целых минутах.)

EndTime - момент окончания стражи, т.е. охраняется отрезок времени

          [0, EndTime].

N       - число сторожей.

T1[i], T2[i],  i=1,..N - моменты начала и окончания дежурства i-го

                         сторожа.

Length - длительность дежурства каждого дополнительного сторожа.

ВЫХОДНЫЕ ДАННЫЕ:

(1) Ответ на пункт (а) в форме да/нет.

(2) При ответе "нет" на п. (а) - список пар (k,l) - начал и концов

    всех  малоохраняемых  интервалов  с указанием числа сторожей в

    каждом (0 или 1).

(3) Число дополнительных сторожей и моменты начала и окончания де-

    журства каждого дополнительного сторожа.

(4) Ответ на пункт (г) в форме да/нет. Если "да", то номера сторо-

    жей, смена которых сдвигается, и значения сдвигов.

(5) В ответ на пункт (д): наименьшее число сторожей, смена которых

    сдвигается, их номера и значения сдвигов.

ПРИМЕЧАНИЕ

   Программа должна допускать независимое тестирование пунктов (в),

(г), (д).

                            Задача 19.

     Вводится N - количество домов и К -  количество  дорог.  Дома

пронумерованы от 1 до N.  Каждая дорога определяется тройкой чисел

- двумя номерами домов - концов дороги и длиной дороги.  В  каждом

доме  живет  по одному человеку.  Найти точку - место встречи всех

людей,  от которой суммарное расстояние до всех домов будет  мини-

мальным.

     Если точка лежит на доpоге,  то указать номера домов - концов

этой доpоги и расстояние от первого из этих домов. Если точка сов-

падает с домом, то указать номер этого дома.

     Примечание: длины дорог - положительные целые числа.

                             Задача 20.

     N колец сцеплены между собой (задана матрица A(n*n), A(i,j)=1

в случае, если кольца i и j сцеплены друг с другом и A(i,j)=0 ина-

че).  Удалить минимальное количество колец так,  чтобы  получилась

цепочка.

                             Задача 21.

     Янка положил на стол N выпуклых K-гранников и N различных ти-

пов  наклеек  по  K штук каждая.  Ночью кто-то наклеил наклейки на

грани, по одной на грань.

     Помогите Янке  расставить  многогранники так,  чтобы наклейка

каждого типа была видна pовно K-1 раз.

                             Задача 22.

     Имеется N точек и M проводков.  Проводком можно соединить не-

которую пару различных точек,  причем пара может быть соединена не

более чем одним проводком. Все проводки должны быть использованы.

    Пусть Di  -  количество  проводков,  которые будут соединены с

точкой с номером i, i=1, ..., N.

    Необходимо соединить N точек с помощью M проводков таким обра-

зом, чтобы сумма S=D1*D1 + D2*D2 + ... + Dn*Dn была максимальной.

    Вывести величины  Di  в  неубывающем порядке и.  по требованию

(priznak=1), список соединений.

ВВОД:

   <Введите N:> N (N<=100)

   <Введите M:> M (M<=1000)

   <PRIZNAK=> PRIZNAK

ВЫВОД:

   <Результирующая конфигурация:> Di в неубывающем порядке.

   <Сумма S> S

   <Список соединений>

   <Точку 1 соединить с> список точек

     .....

   <Точку N соединить с> список точек

                            Задача 23.

    Задано N  городов c номерами от 1 до N и сеть из M дорог с од-

носторонним движением между ними.  Каждая дорога задается  тройкой

(i,  j, k), где i - номер города, в котором дорога начинается, j -

номер города,  в котором дорога заканчивается,  а  k  -  ее  длина

(число  k - натуральное).  Дороги друг с другом могут пересекаться

только в концевых городах.

    Все пути  между двумя указанными городами A и B можно упорядо-

чить в список по неубыванию их длин  (если  есть  несколько  путей

одинаковой длины,  то выбираем один из них). Необходимо найти один

из путей, который может быть вторым в списке.

    Вывести его длину L и города, через которые он проходит.

ВВОД:

   <Количество городов N:> N

   <Количество дорог M:>   M

   <Начало, конец и длина дороги 1:> i1, j1, k1

                     ......

   <Начало, конец и длина дороги M:> iM, jM, kM

   <Города A и B, между которыми надо найти путь:> A, B

ВЫВОД:

   <Пути нет>

           или

   <Путь проходит по городам> A, i1, i2, ..., B

   <Длина пути> L

                            Задача 24.

                  Задача Ларсона (1982 РЖМат 11В682)

     Пусть G - конечный неориентированный связный граф.  Предполо-

жим, что  он представляет собой систему тоннелей,  в которых может

прятаться беглец.  Группа из S полицейских,  двигаясь по туннелям,

стремится схватить этого беглеца,  который может двигаться с любой

скоростью, стремясь избежать поимки.  Требуется  определить  мини-

мальное количество полицейских S, гарантирующих поимку беглеца.

                        ЗАДАЧИ НА ГРАФАХ.

                            Задача 1.

     Для более   удобного   хранения  информации  заведем  матрицу

C[1...n,1..n]  (так  называемую  матрицу  смежности)   в   которой

C[i,j]=1, если в наборе есть пара (Ai,Aj) и C[i,j]=0 иначе.

     Будем строить  все  возможные цепочки (по правилу,  данному в

условии) и искать среди них ту, которая имеет максимальную длину.

     В качестве начального символа цепочки можно взять любой  сим-

вол из A. Пусть это символ Ai. Ищем, просматривая строку i матрицы

C слева направо элемент C[i,j]=1 (другими  словами,  ищем  пару  с

первым элементом Ai). Если такого элемента не существует, то берем

в качестве начала строки другой элемент множества A.  Если элемент

C[i,j]=1  найден,  то ему соответствует пара (Ai,Aj).  Помечаем ее

как  уже  использованную  полагая,  например,   C[i,j]=-1.   Далее

просматриваем  слева  направо  строку j матрицы C в поисках еще не

использованной пары (Aj,Ak) (C[j,k]=1).  Присоединяем элемент Ak к

имеющейся  цепочке,  полагаем C[j,k]=-1,  ищем единичный элемент в

строке k и т.д. Предположим, на некотором шаге мы получили цепочку

       Ai Aj Ak ... As Al Ap

и в строке p матрицы больше нет ни одного единичного элемента. Это

означает,  что  при  таком  подборе  предыдущих элементов мы нашли

максимальную по длине строку.  Если ее длина больше длин всех най-

денных ранее строк,  запоминаем эту строку как рекорд. После этого

"отщепляем" от строки последний элемент Ap и смотрим,  есть ли еще

в строке l единичный элемент с индексом,  большим p.  Если да,  то

приписываем уже этот элемент к строке и пытаемся затем снова  уве-

личить  длину  полученной строки,  если же нет,  то "отщепляем" от

строки элемент Al,  в строке S ищем единичный элемент с  индексом,

большим l и т.д.

     Останов осуществляется тогда,  когда мы должны "отщепить"  от

строки Ai.

     Перебираем цепочки,  начинающиеся со всех возможных элементов

множества A. Находим строку максимальной длины:

     const M=10;      { максимально число элементов в A }

           { будем считать, что A состоит из чисел от 1 до N }

     var c:array[1..M,1..M] of integer;

         curstr, maxstr: array[0..M] of integer;

           { в этих переменных хранятся текущая цепочка и }

           { цепочка максимальной длины. }

           { В нулевом элементе хранится длина цепочки }

         N,E : integer;   { N - число элементов в A }

         i,j,k : integer; { E - число пар в наборе }

     procedure find;

     var l,j : integer;

     begin

       l:=curstr[curstr[0]]; { l = последний элемент цепочки }

       for j:=1 to N do      { просмотр строки l }

         if C[l,j]=1

         then begin

                curstr[0]:=curstr[0]+1;

                curstr[curstr[0]]:=j;   { j -> в цепочку }

                c[l,j]:=-1;             { пара использована }

                find;

                c[l,j]:=1;     { пару снова разрешено }

                               {      использовать    }

                curstr[0]:=curstr[0]-1;

         end;

       if curstr[0]>maxstr[0]   { если нашли более }

       then maxstr:=curstr      {  длинную строку  }

     end;

     begin

       readln(N); readln(E);

       for i:=1 to N do

         for j:=1 to N do

           C[i,j]:=0;

       for k:=1 to E do begin

         write('очередная пара: ',i,j);

         c[i,j]:=1

       end;

       for i:=1 to N do begin

         curr[0]:=1;          { поиск цепочки }

         curr[1]:=i;     { начинающейся элементом i }

         find;

       end;

       for i:=1 to maxstr[0] do

         write(maxstr[i]);      { печать максимальной строки }

     end.

                          Задача 2.

     Для решения  задачи  важно понять,  что встреча роботов может

произойти либо в пункте,  либо на дороге.  В первом случае  задача

решается  просто:  необходимо  последовательно  строить  множества

пунктов для каждого робота,  в которых они могут  оказаться  через

время, равное 0.5,1,1.5,2,...Т. Это можно делать, используя очере-

ди.  В случае же встречи роботов на дороге легко понять,  что  не-

посредственно  перед встречей все они должны были находится в сле-

дующих пунктах:

     1. Либо в двух пунктах, связанных дорогой;

     2. Либо в пунктах,  из которых есть дороги в один  и  тот  же

пункт;

     3. Либо в трех пунктах, образующих треугольник.

     Поэтому, после каждого целого такта времени,  достаточно про-

верять,  находятся ли роботы в одной из описанных 3 ситуаций.  При

этом время подсчитывается очевидным способом.

                            Задача 3.

     Рассмотрим только  случай,  когда роботы двигаются только па-

раллельно координатным осям, в других случаях можно сделать преоб-

разование координат.

     Легко понять,  что если рассмотреть точку, имеющую наибольшую

координату  Y,  причем самую левую (т.е.  наименьшую координату Х,

если таких несколько),  то для нее существует только 2 возможность

быть пройденной роботом:  робот должен прийти из ближайшей точки А

снизу и пойти в ближайшую точку Б справа  или  наоборот.  В  любом

случае эти 2 отрезка фиксированы для робота.  Теперь те же рассуж-

дения можно провести и для точек Б и точки,  находящейся правее Б,

а также для самых нижних, левых и правых точек. Окончательно полу-

чается, что возможный проход робота строго фиксирован. Если упоря-

дочить  точки по горизонталям (вертикалям),  то первая точка гори-

зонтали (вертикали) должна соединятся со второй,  третья с четвер-

той и т.д. Понятно, что если получившаяся фигура связна (цикл), то

решение существует для случаев 2. и 3., а для случая 1. нужно про-

верить,  в  нужном  ли  направлении стоит робот.  Однако есть одна

трудность в случае,  когда существуют горизонталь и вертикаль, со-

держащие  нечетное число точек,  а обход существует.  Это возможно

только в случае,  когда это стартовая точка обхода, причем она на-

ходится  в  'нечетной' горизонтали и вертикали.  Удалив ее,  можно

воспользоваться предыдущей процедурой,  при этом фиксированные от-

резки не должны пересекаться в удаленной точке.

                          Задача 4.

     Для решения задачи достаточно воспользоваться алгоритмом  на-

хождения потока между двумя заданными вершинами, преобразуя в слу-

чае а) граф по следующему правилу:  каждую вершину исходного графа

превращаем в ребро с пропускной способностью 1.

                          Задача 5.

     Решается аналогично задаче 4.

                          Задача 6.

     Будем обозначать вращение по часовой стрелке нулем,  против -

единицей.  Сначала  припишем  шестерне с номером 1 число нуль.  На

следующем шаге всем шестерням, сцепленным с первой, будут приписа-

ны  числа 1 (они будут вращаться в противоположную шестерне 1 сто-

рону).  Далее всем шестерням, находящимся в зацеплении с занумеро-

ванными на предыдущем шаге, припишем значения 0 и и.т.д.

     Процесс будем повторять до тех пор,  пока либо  на  очередном

шаге ни одной шестерне не будет приписано новое значение,  и тогда

шестерню с номером 1  удастся  повернуть,  и  число  рассмотренных

шестеренок и есть искомое число пришедших в движение,  либо на ка-

ком-то шаге пометка шестерни изменяется с 1 на 0 или с 0 на  1,  и

тогда система в движение не придет.

     Перебирая сначала все возможные варианты выбрасывания по  од-

ной, затем, в случае неудачи по две, три, ... ,N-1 шестерни и про-

водя аналогичные рассуждения мы получаем максимальное число шесте-

рен,  которое  могло  бы прийти в движение.  О генерации вариантов

выбрасывания шестерен см. задачу 2 (перебор).

                            Задача 8.

     Можно сформировать  граф,  состоящий  из  2*N  вершин,  соот-

ветствующих открыткам и конвертам,  причем две  вершины  соединены

ребром, если одна соответствует открытке, а другая - конверту, при

этом соответствующая открытка входит  в  соответствующий  конверт.

Добавив в этом графе 2 новые вершины,  одна из которых смежна всем

вершинам,  соответствующим открыткам,  а другая -  всем  вершинам,

соответствующим  конвертам,  сведем  задачу  к  задаче  нахождения

максимального потока между этими вершинами.

                            Задача 9.

     Разбиение на группы осуществляется аналогично, как и в Задаче

10. за  тем исключением,  что в ситуации 3. организуются две новые

группы (пара групп,  одна из  них  может  оказаться  в  результате

пустой).  После  разбиения  всех  людей будем использовать принцип

формирования двух результирующих групп,  основываясь на идее реше-

ния Задачи 2 из главы "Сортировки", учитывая возможности об'едине-

ния двух пар групп в одну пару групп  произвольным  слиянием  двух

групп из различных пар.

                            Задача 10.

     Задача решается следующим  образом.  Выбирается  произвольный

человек  и помещается в первую группу.  Затем находятся люди,  ему

знакомые.  Понятно,  что они не могут находиться в первой  группе,

поэтому  их необходимо поместить во вторую.  Затем находятся люди,

знакомые людям из второй группы.  Понятно,  что они не могут нахо-

диться во второй группе, поэтому их необходимо поместить в первую.

Повторяя так поочередно для каждой из групп,  мы придем к одной из

ситуаций:

     1. Какой-то человек сначала был помещен в одну группу,  а по-

     том должен быть помещен в другую.  Понятно, что в этом случае

     задача не имеет решения.

     2. Каждый человек помещен в одну из групп.  В этом случае за-

     дача решена.

     3. Не  каждый человек помещен в одну из групп.  Это означает,

     что оставшиеся не помещенные в группы люди не знакомы людям в

     группах  (иначе  они были бы куда-нибудь помещены).  Следова-

     тельно,  одного из них безразлично куда помещать,  например в

     первую группу. Затем описанный выше процесс продолжается, по-

     ка не придем к ситуации 1. или 2.

                            Задача 11.

     Для решения задачи достаточно определить, является ли связным

граф,  определяемый матрицей смежности,  элементы  которой  а[i,j]

равны 1,  если люди с номерами i и j знакомы и равны 0 иначе. Граф

называется связным,  если существует путь между любыми парами  его

вершин.  Понятно,  что  путь между вершинами i и j в таком графе и

определяет  возможную  последовательность  знакомств,  позволяющих

познакомить людей с номерами i и j.

     Для определения связности графа можно воспользоваться методом

поиска в ширину, который состоит в следующем.

     На начальном этапе в очередь помещается  некоторая  начальная

вершина, например вершина с номером 1.

     На каждой из следующих итераций (пока очередь не  пуста)  вы-

полняются следующие действия:

   - извлекается вершина из очереди;

   - определяются  вершины,  ей смежные и которые в очереди еще не

были, и помещаются в очередь.

     Если в  результате таких действий все вершины побывали в оче-

реди (а для этого удобнее подсчитывать количество вершин,  там по-

бывавших), то граф связен, иначе не связен. Для маркировки вершин,

побывавших в очереди,  можно использовать массив размера N с  эле-

ментами 0 и 1.

                            Задача 12.

     Задача может быть сформулирована в графовой постановке следу-

ющим образом:  найти простой цикл в графе (т.е.  без повторяющихся

вершин), проходящий через все вершины графа. В общем случае не су-

ществует эффективного алгоритма решения этой задачи. Однако в дан-

ном случае задачу можно решить эффективно.

     Предположим, что  уже   построен   некоторый   простой   путь

(x[1],x[2],...x[k]) Множество вершин,  вошедших в путь, будем счи-

тать пройденными, остальные не пройденные. Возможны 3 ситуации.

     1. Одна из вершин x[1],x[k] смежна одной из не пройденных еще

вершин. В этом случае путь можно очевидным образом удлинить на од-

ну вершину.

     2. Ни одна из вершин x[1],x[k] не смежна одной из не пройден-

ных еще вершин, а вершины x[1] и x[k] смежны. В этом случае понят-

но,  что k>N/2,  так как вершины x[1] и x[k] смежны N/2  вершинам.

Следовательно количество не пройденных вершин не больше N/2.  Сле-

довательно любая вершина у из них смежна одной из пройденных  вер-

шин,  например  x[i].  Но  тогда можно получить более длинный путь

(у,x[i],x[i+1],...,x[k],x[1],x[2],...x[i-1]).

     3. В этом случае степеней вершин нетрудно показать, что в пу-

ти (x[1],x[2],...x[k]) существует такой индекс i,  что x[1] смежна

x[i],   а  x[i-1]  смежна  x[k].  Следовательно,  рассмотрев  путь

(x[i],x[i+1],...,x[k],x[i-1],x[i-2],...x[1]) мы имеем ситуацию 2.,

поэтому можно получить более длинный путь.

     Применяя описанный выше способ начиная с пути длины 1,  пост-

роим простой цикл, включающий все вершины.

                            Задача 13.

     В заданном  графе необходимо определить,  существует ли цикл,

проходящий по каждому ребру графа ровно один раз.

     Для существования  такого цикла необходимо и достаточно нали-

чия двух условий:

     1.  граф является связным;

     2. степень любой вершины графа четна.

Первое условие очевидно.  Второе следует из факта,  что если такой

цикл существует и заходит в некоторую вершину графа,  то он должен

и выйти из нее. Проверив эти условия (для проверки связности можно

воспользоваться алгоритмом для задачи 11).

     Предположим, что  некоторый цикл А (не обязательно проходящий

через все ребра графа) уже построен и  из  графа  выброшены  ребра

цикла  (их  можно просто отметить как пройденные).  Найдем вершину

(пусть это вершина к),  через которую этот цикл проходил, но кото-

рой инцидентны некоторые ребра (непройденные). Построим новый цикл

В, который начинается в вершине к, по следующему правилу.

     Находясь в  текущей  вершине  цикла ( вначале это вершина к),

находим непройденное еще ребро,  инцидентное текущей вершине.  Это

ребро и определяет новую текущую вершину цикла,  а ребро считается

пройденным.  Построение цикла В продолжается до тех пор,  пока это

возможно.  Легко понять, что это будет цикл, так как степень любой

вершины четна.  Предположим,  что построение  цикла  В  завершено.

Склеиваем теперь циклы А и В следующим образом.  Находим в цикле А

(последовательности вершин) вершину к и заменяем ее последователь-

ностью вершин цикла В.

     Такой процесс повторяется до тех пор, пока все ребра не будут

пройдены.  Описанный  процесс  можно  начинать  с  пустого цикла А

(пустой последовательности).

                            Задача 14.

     Так как сеть дорог определяет некоторый граф,  то определим в

этом графе множество вершин с нечетной степенью.  Понятно, что ко-

личество таких вершин четно (так как сумма степеней  вершин  графа

четна). Определим на этом множестве взвешенный граф (граф, на реб-

рах которого определены веса или расстояния) по следующему  прави-

лу.  Вес ребра (i,j) равен кратчайшему расстоянию между вершинами,

соответствующими i и j в исходном графе. Построим в этом графе со-

вершенное  сочетание минимального веса.  Паросочетанием называется

множество попарно несмежных ребер (не имеющих общих  вершин).  Па-

росочетание называется совершенным,  если оно покрывает все верши-

ны.  Весом паросочетания называется суммарный вес входящих в  него

ребер.  Существуют эффективные алгоритмы поиска совершенного соче-

тания минимального веса.  Однако они очень трудны. Поэтому при ма-

лом количестве вершин в графе можно воспользоваться перебором всех

возможных совершенных паросочетаний.  При добавлении  к  исходному

графу ребер совершенного паросочетания получится граф,  у которого

все степени вершин четны. Найдем в нем цикл, проходящий по каждому

ребру графа ровно один раз.  Этот цикл и является решением задачи.

Заметим при этом, что каждое ребро (i,j) паросочетания должно быть

заменено последовательностью дорог исходного графа,  которая опре-

деляет кратчайшее расстояние между вершинами i и j в исходном гра-

фе.

                            Задача 15.

     Производительность конвейера  определяется минимальной произ-

водительностью рабочего на конвейере.  Поэтому для решения  задачи

нам  достаточно определить максимальную производительность Р,  при

которой возможно распределить по станкам,  всех рабочих, когда для

каждого рабочего определен набор станков, на которые он может быть

поставлен (понятно, что это те станки, производительность на кото-

рых  у рабочего не ниже производительности Р).  Легко понять,  что

для выбранной производительности Х задача определения, возможно ли

распределение по станкам для каждого рабочего,  аналогична решению

задачи 4.  Для определения максимальной производительности Р,  при

которой  возможно  распределить  по  станкам  всех рабочих,  можно

воспользоваться методом дихотомии следующим образом. Отсортируем в

одномерном  A массиве размера N*N все элементы C[i,j],  1<=i,j<=N.

Определим левую границу ЛГ=1 и правую границу ПГ=N.

     Для элемента массива А с индексом СГ=(ЛГ+ПГ)/2, рассматривае-

мого в качестве возможной максимальной производительности Р, опре-

деляем, можно ли распределить по станкам всех рабочих. Если да, то

величина возможной максимальной  производительности  Р  увеличива-

ется.  Для этого пересчитывается значение левой границы по правилу

ЛГ:=СГ+1.  Если нет, то величина возможной максимальной производи-

тельности Р уменьшается. Для этого пересчитывается значение правой

границы по правилу ПГ:=СГ-1.

     Процесс заканчивается, когда ЛГ>=ПГ. Значение А[ПГ-1] и явля-

ется максимальной производительностью Р,  а конкретное распределе-

ние рабочих определяется структурой максимального потока.

                            Задача 17.

     Легко понять,  что сеть дорог будет  реализовывать  некоторый

связный (так как можно проехать из любого города в любой) граф без

циклов (так как одно ребро из цикла  можно  выбросить,  а  связный

граф  останется  связным).  Поэтому алгоритм построения сети дорог

минимальной суммарной стоимости очень прост.  На  каждой  итерации

необходимо находить дорогу минимальной стоимости, которая не обра-

зует цикла с уже  выбранными  дорогами  на  предыдущих  итерациях.

Основную трудность такого решения составляет проверка условия, об-

разуют ли ребра цикл.

     Однако решение  существенно  упрощается,  если  рассматривать

только минимальные ребра только между двумя множествами:  множест-

вом  помеченных вершин и множеством непомеченных вершин.  Понятно,

что эти множества должно соединять хотя бы одно ребро,  чтобы граф

был  связным.  Ясно,  что оно должно быть минимальным по длине.  В

описываемом ниже алгоритме это делается следующим образом.

     Для каждой  вершины  к из множества непомеченных вершин (а на

начальном этапе это все вершины,  кроме первой) определяется  бли-

жайшая  вершина из множества помеченных вершин БЛИЖ[к].  На каждой

итерации определяется кратчайшее ребро (i,j) между множеством  по-

меченных вершин и множеством непомеченных вершин, используя массив

БЛИЖ. Найденное ребро выбирается для системы дорог, а соответству-

ющая  вершина j считается помеченной.  После этого пересчитывается

массив БЛИЖ. При этом учитывается, что к изменение некоторой вели-

чины  БЛИЖ[k] может произойти только тогда,  когда расстояние от k

до j меньше, чем от k до БЛИЖ[k].

   Алгоритм

      для i от 1 до N выполнять

       нц

         флаг[i]:=0;

         БЛИЖ[i]:=1

       кц

      флаг[1]:=1;

      для k от 1 до N-1 выполнять

       нц

         минрас:=бесконечность;

         для i от 2 до N выполнять

           если флаг[i]=0 и минрас > C[БЛИЖ[i],i]

               то минрас:=C[БЛИЖ[i],i];

                  j:=i;

           все

         Вывод ребра (БЛИЖ[j],j)

         флаг[j]:=1;

         для i от 2 до N выполнять

           если флаг[i]=0 и C[БЛИЖ[i],i]>C[i,j]

               то БЛИЖ[i]:=j;

           все

       кц

                            Задача 19.

     Предположим, что мы нашли точку встречи z,  и пусть она лежит

на дороге (u,v) длины l на расстоянии d>0 от дома u и на  расстоя-

нии  (l-d)>0 от дома v.  Все множество домов разделим на два непе-

ресекающихся подмножества V и U.  В подмножество U входят те дома,

расстояние от которых до дома v меньше,  чем расстояние до дома u.

Все остальные дома отнесем к подмножеству U.

     Пусть B подмножестве V домов Kv, а в U - Ku, и пусть Kv>Ku.

     Обозначим суммарное расстояние от  точки  z  (находящейся  на

расстоянии  d  от дома u) до всех N домов через R(z,d).  Очевидно,

что

     R(z,d)= сумма  расстояний от v до домов множества V +

             + сумма расстояний от u  до  домов  множества  U  +

             +  Ku*d  + Kv*(L-d).

     Если мы сдвинем z на расстояние p,  p<(L-d) по направлению  к

дому v, то

     R(z,d+p)=R(z,d)+Ku*p+Kv*(-p)=

             =R(z,d)+(Ku-Kv)p<R(z,d)  ?!

     т.е. первоначальная установка точки z была  неверной.  Случай

Kv<Ku рассматривается аналогично.  Если же Kv=Ku, то точка z может

быть на дороге в любом месте, в том числе и в концевых домах.

     Итак, из  всего  выше  сказанного следует,  что искомая точка

совпадает с одним из N домов,  и что нам достаточно для каждого из

домов  i  вычислить  (например,  по алгоритму Дейкстры) кратчайшее

расстояние от него до каждого из  оставшихся  домов,  затем  найти

сумму  этих  кратчайших  расстояний  (т.е.  минимальное  суммарное

расстояние до всех домов от i).  Минимальное из суммарных расстоя-

ний по всем i и даст решение задачи.

                            Задача 20.

     Предполагаемый вариант решения использует полный перебор всех

вариантов.  В качестве первого звена цепочки берем последовательно

каждое из N колец.  Ищем сцепленные с этим кольцом, выбираем среди

них  одно  (все остальные кольца будут считаться удаленными - т.е.

строки и столбцы с номерами этих колец должны обнуляться).  С этим

изменением задача сводится к задаче 1 (Графы). Действительно, если

мы найдем максимальный путь в графе (в данном случае -  максималь-

ную длину цепочки в начальной конструкции), то мы минимизируем ко-

личество выброшенных колец.

                            Задача 21.

     Можно сформировать  граф,  состоящий  из  2*N  вершин,  соот-

ветствующих К-гранникам и типу наклеек,  причем две вершины соеди-

нены ребром,  если одна соответствует наклейке, а другая - К-гран-

нику,  при этом наклейка соответствующего типа находится на  соот-

ветствующем К-граннике. Добавив в этом графе 2 новые вершины, одна

из которых смежна всем вершинам,  соответствующим типам наклеек, а

другая - всем вершинам, соответствующим К-гранникам, сведем задачу

к задаче нахождения максимального потока между этими вершинами.

                            Задача 22.

     Показывается, что точное решение есть  максимум  из  двух

решений, полученных при помощи следующих эвристик:

     1) Вершину 1 соединяем последовательно с вершинами 2, 3,

..., N.

     Вершину 2 соединяем последовательно с вершинами 3,4,...,N.

                         ......

     Вершину i соединяем последовательно с вершинами i+1, i+2,

...,N.

                         ......

     и так до тех пор, пока хватит проводков.

     2) Вершину 2 соединяем с вершиной 1.

     Вершину 3 соединяем последовательно с вершинами 1,2.

                         ......

     Вершину i соединяем последовательно с вершинами i-1, i-2,

...,1.

                         ......

     и так до тех пор, пока хватит проводков.

                            Задача 23.

     Алгоритм нахождения  второго  минимального  расстояния  между

двумя  вершинами:

     По алгоритму Дейкстры находим кратчайший путь между начальной

вершиной N и конечной K,  состоящий из дуг a1,  ..., as. Во втором

по длине кратчайшем пути из N в K не будет по крайней мере  одного

из ребер ai.  Поэтому алгоритм нахождения этого второго пути будет

следующим:

     Для i от 1 до s повторять

         удалить из графа ребро (дорогу) ai;

         найти кратчайший путь из N в K в новом графе;

         если его длина меньше рекордной минимальной длины,

              полученной ранее,

         то запомнить текущий путь и его длину как рекорд;

         восстановить в графе ребро (дорогу) ai;

     конец_для;

Этот алгоритм можно найти в книге Кристофидеса "Теория графов. Ал-

горитмический подход".  Но в нем не рассматривается следующий слу-

чай:

       D_____E

        \   /

         \ /

     ----->----->

    A     B     C

     Кратчайший путь -- ABC, второй -- ABDEBC.

     Для того,  чтобы его обработать,  достаточно найти кратчайший

нетривиальный путь из каждой вершины в нее же.  Для этого в  алго-

ритме  Дейкстры  достаточно  на нулевом шаге не выставлять пометку

"Просмотрено" на начальной вершине.

                            Задача 24.

     Задача для произвольного графа является переборной, для дере-

ва решается за линейное время.  Основная проблема  -  организовать

полный перебор на графе,  моделируя движение полицейских по ребрам

графа.

                        ПЕРЕБОРНЫЕ ЗАДАЧИ.

                            Задача 1.

     Построить алгоритм,  выдающий без повторений все перестановки

N чисел.

                            Задача 2.

     Сгенерировать все подмножества данного n-элементного множест-

ва {0, ..., n-1}.

                            Задача 3.

     Сгенерировать все  k-элементные подмножества множества A из N

чисел, A={1, 2, ..., N}.

     Пример: N=3, k=2,

             подмножества {1,2}, {1,3}, {2,3}.

                           Задача 4.1.

     Во время поездки на поезде девочка заменила в названии поезда

каждую букву ее номером в русском алфавите и  получила  запись  из

единиц  и двоек "211221-21221".  Определить откуда и куда идет по-

езд?

                           Задача 4.2.

     Дана строка S и набор A слов А[1],  ..., A[k]. Разбить строку

S на слова набора всеми возможными способами.

     Пример: S=ABBC

             A[1]=A, A[2]=AB, A[3]=BC, A[4]=BBC, A[5]=H, A[6]=B

     S = A B BC

       = A BBC

       = AB BC

                           Задача 4.3.

     В клетках таблицы расставлены числа.  Расставить в этих клет-

ках  K  ферзей  так,  чтобы  они  друг друга не били и чтобы сумма

чисел, ими закрываемых, была максимальной.

                            Задача 5.

     Данные N  косточек  домино  по  правилам игры выкладываются в

прямую цепочку,  начиная с косточки,  выбранной произвольно,в  оба

конца до тех пор, пока это возможно. Построить алгоритм, позволяю-

щий определить такой вариант выкладывания заданных  косточек,  при

котором к моменту, когда цепочка не может быть продолжена, "на ру-

ках" останется максимальное число очков.

                             Задача 6.

     a) В написанном выражении ((((1?2)?3)?4)?5)?6 вместо  каждого

знака  ?  вставить знак одной из 4 арифметических операций +,-,*,/

так,  чтобы результат вычислений равнялся 35 (при делении  дробная

часть в частном отбрасывается). Найти все решения.

     б) Вводится строка не более чем из 6 цифр и  некоторое  целое

число R.  Расставить знаки арифметических операций ("+", "-", "*",

"/";  минус не является унарным,  т.е. не может обозначать отрица-

тельность числа;  деление есть деление нацело, т.е. 11/3=3) и отк-

рывающие и закрывающие круглые скобки так,  чтобы получить  в  ре-

зультате вычисления получившегося выражения число R.  Лишние круг-

лые скобки ошибкой не являются.

      Например: Строка 505597, R=120: ((5+0)*((5*5)-(9/7)))=120.

                            Задача 7.

     Построить все  слова длины n>0 в алфавите скобок "(" и ")",

представляющие правильные скобочные записи.

                            Задача 8.

      Составить программу,    которая   печатает   все   различные

представление числа N в виде всевозможных  произведений  (сумм)  K

натуральных чисел (N, K-вводятся, 1<K<N ). Если К=0, то выдать все

возможные произведения (суммы). Представления чисел,  отличающихся

только порядком сомножителей (слагаемых), считаются одинаковыми.

                        ПЕРЕБОРНЫЕ ЗАДАЧИ.

                            Задача 1.

     Этот алгоpитм  хорошо  известен  и  достаточно подробно изло-

жен.Опишем его (при N=5), от чего рассуждения не утратят общности.

Алгоритм составлен так, что в процессе его исполнения перестановки

N чисел располагаются лексикографически (в словарном порядке). Это

значит,  что  перестановки сравниваются слева направо поэлементно.

Больше та,  у которой  раньше  встретился  элемент,  больше  соот-

ветствующего  ему элемента во второй перестановке.(Например,  если

S=(3,5,4,6,7),а L=(3,5,6,4,7), то S<L).

     Принцип работы алгоритма разъясним на примере.  Допустим, не-

обходимо воспpоизвести все перестановки цифр 3,4,5,6,7. Первой пе-

рестановкой считаем перестановку (3,4,5,6,7).  Последней воспроиз-

водимой перестановкой будет (7,6,5,4,3).

   Предположим, что на некотором шаге  работы  алгоритма  получена

перестановка

                          P=(5,6,7,4,3).

   Для того  чтобы определить непосредственно следующую за ней пе-

рестановку,  необходимо,  пересматривая данную перестановку справа

налево,  следить за тем,  чтобы каждое следующее число было больше

предыдущего, и остановиться сразу же, как только это правило нару-

шится. Место останова указано стрелкой:

                              (5,6,7,4,3).

                                 ^

                                 ¦

   Затем вновь  просматриваем  пройденный путь ( справа налево ) до

тех пор, пока не дойдем до первого числа, которое уже больше отме-

ченного. Ниже место второго останова отмечено двойной стрелкой.

                               (5,6,7,4,3).

                                  ^ ^

                                  ¦ ¦

   Поменяем местами отмеченные числа:

                               (5,7,6,4,3).

                                  ^ ^

                                  ¦ ¦

   Теперь в зоне, расположенной справа от двойной стрелки, упорядо-

чим  все числа в порядке возрастания.  Так как до сих пор они были

упорядочены по убыванию , то это легко сделать, перевернув указан-

ный отрезок. Получим:

                          Q=(5,7,3,4,6).

Q и  есть  та  перестановка,  которая  должна воспроизводиться не-

посредственно после P.

   Действительно, P<Q,  так  как,  пересматривая  эти перестановки

слева направо, (P(2)=6,Q(2)=7). Пусть существует такая перестановка

R,  что P<R<Q.  Тогда P(1)=R(1)=Q(1). По построению же Q(2) -- это

наименьшее  во  множестве  Q\Q(1)={3,4,6,7}  число,   такое,   что

Q(2)>P(2). Поэтому для R(2) верно одно из двух равенств: R(2)=Q(2)

или R(2)=P(2).  Но так как в P элементы,  начиная с P(3), убывают,

то из P<R следует,  что если P(2)=R(2),  то и P=R. Аналогично, так

как в Q элементы,  начиная с Q(3),  возрастают, то из R<Q следует,

что если R(2)=Q(2), то и R=Q.

                            Задача 2.

     Заведем массив B[0..n] из (n+1) элемента.  B[i]=0,  если i-ый

элемент в подмножество не входит,  и B[i]=1  иначе.  Т.о.  пустому

подмножеству будет соответствовать набор из n нулей,  а n-элемент-

ному подмножеству - набор из n  единиц.  Тут  явно  заметна  связь

подмножества с двоичным представлением числа.

     Алгоритм: будем генерировать числа от 0 до 2^n-1, находить их

двоичное представление,  и формировать подмножество из элементов с

индексами единичных битов в этом представлении.

     Но число 2^n-1 может не поместиться в разрядную сетку машины.

Поэтому генерацию будем проводить, используя массив B:

     Сначала B[i]=0 для всех i,  что соответствует пустому подмно-

жеству.

     Будем рассматривать массив B как запись двоичного числа

                         B[N]...B[1]B[0],

и моделировать операцию сложения этого числа с единицей.  При сло-

жении будем просматривать число справа  налево  заменяя  единичные

биты нулями до тех пор,  пока не найдем нулевой бит, в который за-

несем 1.  Генерация подмножеств заканчивается,  как только  B[N]=1

(предыдущая конфигурация была 1...1 = 2^n-1).
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     while B[N]<>0 do begin

       i:=0;  { индекс бита двоичного числа }

       while (B[i]=1) do begin

         B[i]:=0;  { моделируем перенос в следующий разряд, }

         i:=i+1    { возникающий при сложении }

       end;

       B[i]:=1;

       { Распечатываем индексы единичных элементов массива B --

         новое сгенерированное подмножество }

       For i:=0 to N-1 do

          if B[i]=1 then write(i);

       writeln; { переход на новую строку при печати }

     end;

                            Задача 3.

    Воспользуемся следующим  алгоритмом  генерации  сочетаний по k

элементов из множества A:

    В массиве  B  будут  находиться индексы используемых на данном

шаге элементов из A (общее их число k).  В качестве начальной кон-

фигурацией возьмем следующую: B[j]=j, j=1,...,k.

    Ищем B[j] с максимальным индексом j такое, что

                           B[j]<n+j-k,

увеличиваем  это B[j] на 1,  а для всех m>j полагаем B[m]=B[m-1]+1

(B[j] растут с ростом j, и мы ищем и увеличиваем на 1 такое B[j] с

максимальным номером j,  чтобы при заполнении возрастающими значе-

ниями элементов массива B[m],  m>j, последний элемент B[k] не пре-

восходил бы n). Если такого B[j] не существует, то генерация соче-

таний для данного k закончена.

                           Задача 4.2.

     Эта задача реализуется следующим рекурсивным  алгоритмом  по-

иска с возвращением (все слова набора A упорядочены по номерам):

     а) Если строка пустая, то одна из возможных дешифровок найде-

на, иначе при разборе текста мы проверяем А[i] (при изменении i от

1 до n) на вхождение в начало дешифруемой в данный момент строки.

    б) Если какое-то A[i] входит в строку как префикс,  то запоми-

наем номер i этого слова,  затем выделяем слово  из  строки,  а  с

остатком текста производим операцию разбора по пункту а).

    Если ни одно из A[i] не входит в качестве префикса в дешифруе-

мую сейчас строку,  то осуществляем возврат на пункт а), предвари-

тельно  добавляя в начало строки последнее удаленное оттуда слово,

и пытаемся выделить из текста слово с большим номером  в  A.  Если

возврат осуществить невозможно (т. к. мы находимся в начале исход-

ной строки),  то алгоритм заканчивает свою работу.  Все  возможные

дешифровки найдены.

                            Задача 5.

     Решается используя перебор с возвратом (Backtracking),  изло-

женный в задаче 4.

                            Задача 6.

     а) Всего может быть 4 арифметических  операции - "+","-","*",

"/".  Занумеруем их от 0 до 3.  Вместо каждого из пяти знаков  "?"

может стоять один из знаков операции.  Заведем массив A из 5 целых

чисел, в i-ом элементе массива будет храниться код соответствующей

i-му знаку "?" операции,  т.е. число от 0 до 3. Начальная конфигу-

рация - все элементы массива нулевые,  конечная - все они равны 3.

Генерация  очередной  конфигурации  знаков равносильна прибавлению

единицы в четверичной системе  счисления,  в  которой  разрешается

пользоваться  только  цифрами от 0 до 3 (подобный метод решения мы

уже встречали в задаче 2).

     Приведем программный фрагмент генерации конфигураций.

     Для удобства возьмем массив A не из  5,  а  из  6  элементов.

О получении  последней конфигурации знаков будет свидетельствовать

появление 1 в шестом разряде (если к 33333  прибавить 1, то полу-

                                          4

чим 100000 ).
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     for i:=1 to 6 do A[i]:=0;

     while A[6]=0 do

      begin

              ....

     { проверка, получили ли мы нужный результат }

              ....

        i:=1;

        while A[i]=3  do { Перенос в следующий разряд при }

         begin           { прибавлении единицы }

           A[i]:=0;

           i:=i+1;

         end;

        A[i]:=A[i]+1;

      end;

                            Задача 7.

     Можно воспользоваться вторым способом решения задачи 22 главы

"Разное" и  написать  рекурсивный алгоритм перечисления всех путей

из начальной вершины в конечную.

                             Задача 8.

     Предложим простой  способ построения всех разбиений числа

на слагаемые.  Разбиения будут строится  в  порядке,  обратном

лексикографическому.  Очевидно,  что первым разбиением в таком

порядке будет разбиение, содержащее одно слагаемое, равное , а

последним - разбиение из слагаемых, равных 1.

     Как выглядит разбиение, следующее непосредственно за раз-

биением

      n=с[1]+...+с[к]                  (1)

     Будем искать  разбиение,которое имеет самое большое число

начальных слагаемых,  равных начальным слагаемым разбиения (1)

-  обозначим эти слагаемые а[1],...,а[t-1] - и оставшиеся сла-

гаемые которого определяются разбиением,  непосредственно сле-

дующим за разбиением

    s=a[t]+a[t+1]+...+a[k].

      Легко видеть, что эти условия однозначно определяют зна-

чение t

        t=max{i:a[i]>1}.

      Таким образом,  задача свелась к  нахождению  разбиения,

непосредственно  следующего за разбиением s=a[t]+1+...+1,  где

a[t]>1,  а количество единиц равно k-t.Таким разбиением  явля-

ется разбиение s1=p+p+...+p+(s mod p), где p=a[t]-1.

                        ДИХОТОМИЯ И ПОИСК.

                            Задача 1.

     Дано целое х и массив целых  чисел  А[1],  ...,  А[n],  которые

отсортированы  в порядке неубывания и уже находятся в памяти.  Найти

такое i,  что A[i]=x,  или возвратить i=0, если элемента x в массиве

нет.

                           Задача 2.

     Задан массив чисел А[1:N,1:M],упорядоченный по возрастанию по

строкам и столбцам, т.е.:

             А[I,1]<А[I,2]<...<А[I,M]   (при всех I),

             А[1,J]<A[2,J]<...<А[N,J]   (при всех J).

     Найти элемент массива, равный заданному числу Х и отпечатать

его индексы (I,J).  Напечатать слово "НЕТ", если такого элемента

не  окажется.  Х  можно  сравнить  не более, чем с M+N элементами

массива.

                            Задача 3.

     Написать подпрограмму,  которая  в  двумерном массиве А(N,M)

целых чисел,  таком, что для всех I от 1 до N , J от 1 до М-1 вы-

полняется  А(I,J)>A(I,J+1)  и  для всех I от 1 до N-1 выполняется

A(I,M)>A(I+1,M),  находит все элементы A(I,J),  равные  J+I,  или

устанавливает, что таких элементов нет.

                           Задача 4.

     Написать подпрограмму,  которая в двумерном  массиве  А(N,M)

целых чисел,  таком, что для всех I от 1 до N , J от 1 до М-1 вы-

полняется А(I,J)<A(I,J+1) и для всех I от 1  до  N-1  выполняется

A(I,M)<A(I+1,M),  находит все элементы A(I,J),  равные J+I ,  или

устанавливает, что таких элементов нет.

                            Задача 5.

     Задана прямоугольная  таблица  А[1:N,1:N],  элементы  которой

равны 0 или 1 причем А[i,i]=0 для любого i.

     Необходимо найти,  если  они есть,  такие строку i0 и столбец

j0, чтобы в столбце j0 были все 0,  а в строке i0 - все  1  (кроме

элемента A[i0,i0], равного 0).

                            Задача 6.

     На плоскости  задается  выпуклый  N-угольник   целочисленными

кооpдинатами  своих  веpшин в порядке обхода по контуpу.  Вводятся

кооpдинаты точки (X,Y). Опpеделить:

         a) является ли она веpшиной N-угольника;

         б) пpинадлежит ли она N-угольнику.

                            Задача 7.

     На двух паpаллельных пpямых слева напpаво заданы по  N  точек

на каждой.

     +----T------T-----T---T-------T---- A

     ¦    ¦     /     / x,y \      ¦

     ¦    ¦    /     /   .   \     ¦

     +----+---+-----+---------+----+---- B

     0

     Их кооpдинаты задаются в массивах A[1..N] и B[1..N]. Расстоя-

ние между пpямыми единичное.  Вводится  точка  (X,Y),  где  0<Y<1.

Опpеделить,  в  какой из получившихся N-1 конечных и 2 бесконечных

тpапециях лежит точка.

                            Задача 8.

     На пpямой своими концами заданы N отpезков и точка X. Опpеде-

лить,  пpинадлежит ли точка межотpезочному интеpвалу.  Если да, то

указать концевые точки этого интервала. Если нет, то найти,

     а. Какому количеству отpезков пpинадлежит точка.

     б. Каким именно отрезкам принадлежит точка.

                            Задача 9.

     На пpямой своими концами заданы N отpезков. Найти точку, при-

надлежащую максимальному числу отрезков

                           Задача 10.

     Вводится последовательность из n натуральных чисел.Необходимо

определить наименьшее натуральное число,  отсутствующее в последо-

вательности.

                            Задача 11.

     На длинной  перфоленте  записаны  N попарно различных положи-

тельных целых чисел. Ваша ЭВМ может перематывать ленту на начало и

считывать  числа  одно  за другим.  Внутренняя память машины может

хранить только несколько целых чисел.  Требуется найти  наименьшее

положительное  целое  число,которого  нет на ленте.  Опишите алго-

ритм,который сделает это за небольшое количество перемоток ленты.

                            Задача 12.

     На столе в двух столбиках лежат 64 золотых  и  64  серебряных

монеты соответственно. Как серебряные, так и золотые монеты упоря-

дочены в порядке убывания масс. Массы всех монет разные. Какое на-

именьшее количество взвешиваний необходимо для  определения  64-ой

монеты  в порядке убывания масс среди всех 128 монет?  За один раз

можно взвешивать две монеты и определить,  которая из них тяжелее.

Ответ обосновать.

                            Задача 13.

     Задано N наборов монет из различных стран. Наборы упорядочены

по невозpастанию массы монет.  В i-ом наборе a_i монет. Необходимо

за  минимальное  число  взвешиваний  на  чашечных весах определить

к-тую по массе монету среди всех монет.

                            Задача 14.

     Заданы массивы A[1..n] и B[1..n].  Необходимо найти такие ин-

дексы i_0 и j_0, , что

                   a    + b    = max (a + b ),

                    i_0    j_0         i   j

где 1<=i<=n, 1<=j<=m , i<j.

                             Задача 15.

   Мажорирующим элементом в массиве A[1..N] будем  называть  эле-

мент,  встречающийся в массиве более N/2 раз. Легко заметить, что

в массиве может быть не более одного мажорирующего элемента. Нап-

ример, массив

   3, 3, 4, 2, 4, 4, 2, 4, 4

имеет мажорирующий элемент 4, тогда как в массиве

   3, 3, 4, 2, 4, 4, 2, 4

мажорирующего элемента нет.

   Необходимо определить, есть ли в массиве мажорирующий элемент,

и если есть, то какой.

                       Дихотомия и поиск.

                            Задача 1.

     Очевидное решение состоит в просмотре всего массива, что тре-

бует времени,  пропорционального числу элементов  массива.  Однако

этот алгоритм не использует того факта,  что массив A уже отсорти-

рован, и, вероятно, приведенное решение не является наилучшим.

     Наилучший метод поиска состоит в том,  чтобы проверить, явля-

ется ли x средним элементом массива A.  Если да, то ответ получен.

Если x меньше среднего элемента,  то мы можем применить тот же ме-

тод поиска к отсортированному подмассиву слева от среднего элемен-

та;  аналогично,  если x больше среднего элемента, то в дальнейшем

мы будем рассматривать правую половину массива.

     Мы будем  считать,  что элемент A[0]=х;  ответ возвращается в

переменной mid,  а через low и high обозначаются,  соответственно,

индексы  начала и конца рассматриваемого подмассива.  Цикл начина-

ется при high-low=n-1 и завершается при  high-low>=-1.  На  каждой

итерации цикла величина high-low уменьшается по крайней мере вдвое

по сравнению с ее предыдущим значением;  таким образом, цикл будет

проходиться не более [log2 (n-1)]+2 раз (тут через [] обозначается

целая часть числа,  а log2 - это логарифм по основанию 2). Поэтому

говорят,  что сложность вышеизложенного метода (который обычно на-

зывается методом дихотомии - т.е.  "деления на два") О(log n). Об-

ратите  внимание,  что  в выражение,  стоящее в скобках после О не

входит ничего кроме переменной n - мы рассматриваем только зависи-

мость количества операций,  которые необходимо выполнить, от длины

имеющегося массива.

Function BSearch(var A:input_array; x,n:integer): integer;

var low,high,mid: integer;

begin

   A[0]:=x;

   low:=1;

   high:=n;

  repeat

   mid:=(low+high) div 2;

   if low>high

   then mid:=0

   else if A[mid]<x

        then low:=mid+1

        else high:=mid-1;

  until (A[mid]=x);

   BSearch:=mid;

end;

                            Задача 2.

     Простейшим решением  является  просмотр  элементов массива до

нахождения требуемого элемента или установления факта,  что такого

элемента нет.  Очевидно, что в последнем случае необходим просмотр

всех элементов массива.

     Однако возможно  существенно  сократить  количество операций,

используя следующий факт.

     Рассмотрим элемент  A[1,m].  Возможны следующие ситуации:

  1. X = A[1,m].

     В этом случае заданный элемент найден.

  2. X < A[1,m].

     В этом  случае  легко заметить,  что элемента,  равного X,  в

столбце с номером M быть не может.  Поэтому можно ограничится  по-

иском заданного элемента в подматрице без M-того столбца.

  3. X > A[1,m].

     В этом  случае  легко заметить,  что элемента,  равного X,  в

строке с номером 1 быть не может.  Поэтому можно  ограничится  по-

иском заданного элемента в подматрице без 1-той строки.

     Таким образом,  сравнивая на каждом шаге  значение  заданного

элемента X со значением элемента,  расположенного в правом верхнем

углу интересующей нас подматрицы, суммарное число строк и столбцов

интересующей нас подматрицы уменьшается на 1. Поэтому трудоемкость

такого поиска не превосходит N+M.

                            Задача 5.

     Простейшим решением  является просмотр элементов i-й строки и

i-го столбца,  i=1,2,...,N (номера строки и  столбца  должны  быть

равны, иначе они пересекаются не по диагональному элементу) масси-

ва до нахождения индекса k, такого что элементы k-ой строки и k-го

столбца  удовлетворяют требуемому свойству или установления факта,

что такого индекса нет. Очевидно, что в последнем случае необходим

просмотр почти всех элементов массива.

     Однако возможно существенно  сократить  количество  операций,

используя следующий факт.

     Рассмотрим элемент A[k,j], k<>j. Возможны следующие ситуации:

   1. A[k,j] = 0.

     В этом случае легко заметить,  что индекс k не подходит,  так

как  в строке с индексом k стоит 0.  Поэтому можно ограничится по-

иском заданного элемента в подмассиве  без  k-ого  столбца  и  k-й

строки.

   2. A[k,j] = 1.

     В этом случае легко заметить,  что индекс j не подходит,  так

как в столбце с индексом j стоит 1.  Поэтому можно ограничится по-

иском  заданного  элемента  в  подмассиве  без j-ого столбца и j-й

строки.

     Таким образом, рассматривая на каждом шаге значения элементов

A[k,j], таких что A[k,j] является элементом интересующего нас под-

массива,  потребуется просмотр ровно N-1 элемента для установления

единственного индекса  k,  удовлетворяющего  требуемому  свойству.

Осталось проверить только элементы этого столбца и строки.

     k:=1

     для j от 2 до N

        если A[k,j] = 0

        то   k:=j

     Осталось проверить только элементы k-ого  столбца  и  строки.

Поэтому трудоемкость такого поиска не превосходит 3*N.

                            Задача 6.

     Простейшим решением случая  а)  является  просмотр  координат

вершин N-угольника и определение, совпадают ли координаты одной из

них с координатами точки (X,Y).  Очевидно, что в этом случае необ-

ходим просмотр всех элементов массива.

     Однако возможно существенно  сократить  количество  операций,

используя метод дихотомии.

     Сравним вначале координату первой вершины в обходе с  коорди-

натами точки (X,Y).  Если они совпадают,  то задача решена.  Иначе

определим индексы начальной и конечной точек интересующего нас об-

хода.  Очевидно, что вначале они равны 2 и N соответственно. Пусть

на некотором шаге индексы начальной и конечной точек интересующего

нас  обхода  равны f и l соответственно.  Определим индекс средней

точки обхода m=(f+l) div 2.

     Определяем теперь  положение точки (X,Y) и точки с индексом f

относительно прямой,  проходящей через точки с индексами  1  и  m.

Возможны следующие ситуации:

     1. Точки лежат по одну сторону от прямой.

     В этом  случае  нас не интересует часть обхода от точки с ин-

дексом m до точки с индексом l. Поэтому последней интересующей нас

точкой в обходе можно считать точку с индексом m-1.  Поэтому пола-

гаем l:=m-1.

     2. Точки лежат по разные стороны от прямой.

     В этом случае нас не интересует часть обхода от точки  с  ин-

дексом f до точки с индексом m-1.  Поэтому первой интересующей нас

точкой в обходе можно считать точку с индексом m. Поэтому полагаем

f:=m.

     Процесс оканчивается,  когда в интересующем нас обходе  оста-

лось только две точки,  т.е.  l-f=1.  Осталось проверить только их

координаты на требуемое свойство.

                            Задача 7.

     Простейшим решением является последовательное определение по-

ложения точки (X,Y) относительно прямых,  проходящей через точки с

координатами   (A[i],1),(B[i],0)   и  (A[i+1],1),(B[i+1],0)  соот-

ветственно, i=1,...N-1. Возможны следующие ситуации:

  1. Точка лежит по одну сторону от прямых.

      Полагаем i:=i+1.

  2. Точка лежит по разные стороны от прямых.

     В этом  случае  интересующей  нас трапецией является конечная

трапеция с индексом i.

     Если же  процесс оканчивается,  а ситуация 2 не возникла,  то

очевидно,  что точка лежит в одной из бесконечных трапеций.  Оста-

лось проверить только положения точки (X,Y) и точки, лежащей заве-

домо в левой (или правой) бесконечной трапеции,  относительно пря-

мой,  проходящей через точки с координатами (A[1],1),(B[1],0), для

определения искомой трапеции.

     Однако возможно  существенно  сократить  количество операций,

используя метод дихотомии.

     Определим индексы начального и конечного номеров интересующей

нас трапеции.  Очевидно,  что вначале они  равны  1  и  N+1  соот-

ветственно (левая  бесконечная  трапеция  имеет номер 1,  правая -

N+1, конечные трапеции - от 2 до N).

     Пусть на некотором шаге индексы начального и конечного  номе-

ров интересующей нас трапеции равны f и l соответственно.  Опреде-

лим индекс среднего номера m=(f+l) div 2.

     Определяем теперь положение точки (X,Y) и точки,  лежащей за-

ведомо в левой бесконечной трапеции,относительно прямой,  проходя-

щей через точки с координатами (A[m],1),(B[m],0).

     Возможны следующие ситуации:

  1. Точки лежат по одну сторону от прямой.

     В этом случае нас не интересуют трапеции с номерами от  m  до

l.  Поэтому последним интересующим нас номером можно считать номер

m. Поэтому полагаем l:=m.

  2. Точки лежат по разные стороны от прямой.

     В этом случае нас не интересуют трапеции с номерами от  f  до

m.  Поэтому  первым  интересующим  нас номером можно считать номер

m+1. Поэтому полагаем f:=m+1.

     Процесс оканчивается, когда f=l.

                            Задача 8.

     Отсортируем концевые точки  отрезков  в  порядке  неубывания.

Если  несколько концевых точек отрезков имеют одинаковую координа-

ту, то сначала выпишем те из них, которые являются начальными точ-

ками  отрезков,  а за ними - конечные точки.  Для такой сортировки

необходимо для каждой точки сохранить информацию,  является ли она

правым или левым концом отрезка.

     Рассмотрим одну из возможных реализаций:

    Заведем массив  A[1..2,1..2*N];  сначала  в ячейки A[1,2i-1] и

A[1,2i] заносим координаты начала и конца i-го отрезка, а в ячейки

A[2,2i-1]  и  A[2,2i] - числа +i и -i -- признаки того,  что соот-

ветствующие координаты являются началом и концом отрезка i. Сорти-

руем  столбцы  массива A по неубыванию элементов первой строки,  и

если при этом несколько элементов первой  строки  равны  (то  есть

соответствующие точки имеют одинаковые координаты), то сначала вы-

писываем начальные точки отрезков (A[2,i]>0),  а затем -  конечные

(A[2,2i-1]<0).

    Заведем еще массив Pr[1..N],  в котором будет храниться инфор-

мация об отрезках, содержащих точку A[1,i]. После окончания работы

алгоритма Pr[j]=1, если отрезок j содержит точку A[1,i], и Pr[j]=0

иначе. Сначала массив Pr нулевой.

    Пусть в переменной C хранится количество отрезков,  пересекаю-

щихся в точке A[1,i]. Сначала C=0.

    Делаем проверку,  размещается ли точка X левее A[1,1] или пра-

вее A[1,2*N]. Если да, то выводим сообщение о принадлежности точки

бесконечному интервалу, если же нет, то будем просматривать массив

A слева направо в порядке неубывания элементов.

   Пока выполняется следующее условие:

     массив A не закончился и

     (или текущая точка A[1,i] < X

      или текущая начальная точка отрезка A[1,i] = X)

   повторять

      Если A[1,i] - начальная точка отрезка,

      то

        увеличить C на 1 (начался еще один отрезок с номером

        A[2,i]), и присвоить Pr[A[2,i]] значение 1.

      Если A[1,i] - конечная точка отрезка,

      то

         уменьшить C на 1 (отрезок с номером -A[2,i] закончился),

         и присвоить Pr[-A[2,i]] значение 0..

   конец_пока.

    Когда мы выйдем из цикла, то проверим:

    Если С=0,  то  X  лежит  на межотрезочном интервале (A[1,i-1],

A[1,i]),  иначе X пpинадлежит C отpезкам. Номера отрезков есть ин-

дексы единичных элементов массива Pr.

   Набросок этого фрагмента программы:

    i:=1;

    пока (i<=2*N) и

         ((A[1,i]<X) или

          (A[1,i]=X) и (A[2,i]>0))

    повторять

         если A[2,i]>0

         то C:=C+1;

            Pr[A[2,i]:=1

            конец_то

         иначе C:=C-1;

               Pr[-A[2,i]:=0

               конец_иначе

         i:=i+1;

    конец_пока

    если С=0,

    то  X лежит на межотрезочном интервале (A[1,i-1],A[1,i]),

    иначе X пpинадлежит C отpезкам. Напечатаем номера этих от-

          резков:

            для i:=1 до N повторять

                если Pr[i]=1

                то печатать i

                            Задача 9.

     Решается аналогично задаче 8. Точки, принадлежащие максималь-

ному  числу  отрезков  сами образуют отрезок (отрезки).  Концевыми

точками этого отрезка (этих отрезков) являются  какие-то  концевые

точки заданных отрезков. Вспомним еще, что в переменной C хранится

количество отрезков,  пересекающихся в точке A[1,i] - конце отрез-

ка.

                            Задача 10.

     Очевидно, что при вводе n натуральных чисел по  крайней  мере

одно число из интервала [1,n+1] отсутствует.

     Поэтому идея решения состоит в том, что отводится массив из n

чисел,  в котором элемент с индексом i 'регистрирует',  пришло  ли

число со значением i.  После 'регистрации' всех элементов последо-

вательности осталось только проверить,  какое минимальное число не

'зарегистрировано'.  (В  качестве  признака  'регистрации' числа i

можно заносить в i-ый элемент массива 1.  Первоначально все  числа

не 'зарегистрированы' - все элементы массива равны 0).

     Если все числа от 1 до n 'зарегистрированы',  то  минимальное

отсутствующее натуральное - n+1.

                            Задача 11.

     Очевидно, что  при  вводе n натуральных чисел по крайней мере

одно число из интервала [1,n+1] отсутствует.

     Определим начало  a  и конец b некоторого интервала индексов,

который нас интересует. Возможно ли за один просмотр ленты устано-

вить,  все ли числа из интервала [a,b] присутствуют на ленте? Учи-

тывая факт,  что  записанные  числа  различны,  можно  определить,

сколько  чисел,  записанных на ленте,  попадают в интересующий нас

интервал.  С другой стороны,  нетрудно определить количество нату-

ральных чисел на интервале [a,b] - это (b-a+1).

     Поэтому алгоритм состоит в следующем.

     Определим значения  начала и конца интересующего нас интерва-

ла. Очевидно, что вначале они равны 1 и N+1 соответственно.

     Пусть на некотором шаге значения начала и конца интересующего

нас интервала равны f и l соответственно. Определим индекс средне-

го элемента интервала m=(f+l) div 2.

     Определяем теперь количество элементов k на ленте,  лежащих в

интервале [f,m].

     Возможны следующие ситуации:

  1. Количество элементов k<m-f+1 .

     В этом  случае нас не интересует интервал от m до l,  так как

на интервале [f,m] хотя бы одно число отсутствует.  Поэтому  инте-

ресующим  нас  интервалом  можно  считать [f,m].  Поэтому полагаем

l:=m.

  2. Количество элементов k=m-f+1 .

     В этом случае нас не интересует интервал от f до m,  так  как

на  интервале  [f,m]  все натуральные присутствуют.  Поэтому инте-

ресующим нас интервалом можно считать  [m+1,l].  Поэтому  полагаем

l:=m+1.

     Процесс оканчивается, когда f=l.

                            Задача 12.

     Очевидным решением задачи является создание  общего  упорядо-

ченного массива,  содержащего элементы двух массивов, и нахождение

в нем 64-того по величине элемента.

     Однако можно  существенно  сократить трудоемкость,  используя

дихотомический способ поиска.

     Пусть для  каждого  из двух наборов определены начальный Ni и

конечный Ki номера элементов в массивах, рассматриваемых на данном

шаге алгоритма, i=1,2. Определим номера средних элементов Si=(Ni+

+Ki)/2. Понятно,  что на первом этапе N1=1,  K1=64, N2=1, K2=64, а

S1=32, S2=32. Обозначим эти средние элементы массивов X и У

     Сравнив эти средние элементы Х и У,  найдем больший  из  них,

и пусть это Х.  Понятно, что каждый из элементов, стоящих перед Х,

не меньше Х по величине.  С другой стороны, только элементы, стоя-

щие перед средним элементом У другого массива, могут быть не мень-

ше Х.  Поэтому Х не меньше 64-го элемента.  Следовательно все эле-

менты первого массива от первого до элемента Х включительно (всего

32 элемента) можно выбросить,  учитывая при этом, что теперь необ-

ходимо искать 32-й по величине элемент среди оставшихся. Аналогич-

но можно показать,  что по крайней мере 63  элемента  (выброшенные

элементы и элементы,  стоящие перед У,) не меньше У.  Поэтому эле-

менты,  стоящие после У,  можно тоже выбросить,  так как они малы.

После таких действий в массивах осталось по 32 элемента, и при этом

необходимо найти 32-й по величине элемент. Повторяем описанный вы-

ше процесс с измененными значениями начальных Ni и конечных Ki но-

меров элементов в массивах по следующему правилу:

   если Х находится в первом массиве

       то     N1=S1+1; K2=S2

       иначе  N2=S2+1; K1=S1.

  Процесс заканчивается, когда осталось по одному элементу в каждом

массиве. При этом меньший из них и будет искомым.

                            Задача 13.

     Очевидным решением задачи является создание  общего  упорядо-

ченного массива,  содержащего элементы всех массивов, и нахождение

в нем k-того по величине элемента. В этом случае требуется порядка

(а1+а2+...+an)*log(а1+а2+...+an) операций.

     Однако можно существенно  сократить  трудоемкость,  используя

дихотомический способ поиска.

     Пусть для каждого из наборов i определены начальный Ni и  ко-

нечный Ki индексы.  Определим индексы средних элементов Si=(Ni+Ki)

div 2. Вычислим S=S1+S2+... +SN.

     Возможны три ситуации:

     1. S > k

     Очевидно, что  если  найти  минимальный элемент среди средних

элементов (пусть он в наборе j),  то ни один из  элементов  с  ин-

дексами Sj,...,Kj заведомо не является решением. Поэтому можно пе-

ресчитать Kj=Sj-1 (если Kj>Nj).

     2. S < k

     Очевидно, что если найти максимальный элемент  среди  средних

элементов  (пусть  он  в наборе t),  то ни один из элементов с ин-

дексами Nt,...,St заведомо не является решением. Поэтому можно пе-

ресчитать Nt=St+1 (если Kt>Nt).

     3. S = k

     Очевидно, что   в  этом  случае  можно  пересчитать  Kj=Sj  и

Nt=St+1.

     Процесс заканчивается,  когда  начальный N[i] и конечный K[i]

индексы удовлетворяют условию K[i]<=N[i] для каждого i.  При  этом

меньший  из  элементов  с  индексами  K[i]  и  будет искомым (если

K[i]=0, то этот элемент рассматривать не нужно).

                            Задача 14.

     Для решения задачи достаточно осуществлять просмотр элементов

массивов А и В, фиксируя две величины:

    - положение p максимального просмотренного элемента из А;

    - значение индексов i_0,j_0 для максимальной найденной  суммы,

      удовлетворяющей требуемому условию.

    Замечание. На начальном этапе p=1, i_0=1, j_0=2.

При просмотре очередного  i элемента из А определяется:

   - максимальная  сумма   из   А[i_0]+В[j_0],   А[р]+В[i+1]   или

     А[i]+В[i+1]  c  пересчетом  индексов i_0,j_0 для максимальной

     найденной суммы;

   - положение p максимального просмотренного элемента из А (срав-

     нивая значения А[р]+А[i]).  Процесс выполняется для i от 2 до

     m-1.

Процесс заканчивается,  когда начальный Ni и конечный  Ki  индексы

равны для каждого i.

                            Задача 15.

   Зачастую решение задачи по информатике протекает следующим об-

разом:

   Вы смотрите  на  постановку задачи и,  используя приобретенные

навыки и известные Вам методы,  выдаете решение.  При этом обычно

неявно считается,  что "первый взгляд - наиболее верный",  и если

решение получено,  то на этом "акт творения" программы  завершен.

Но насколько это "творение" является законченным и эффективным?

   На примере решения предлагаемой задачи, которая не является ни

краеугольной, ни фундаментальной в науке, мы попытаемся показать,

что  первый взгляд может всего не увидеть,  и что если после него

еще чуть-чуть подумать,  то результат  может  получиться  намного

лучше (что верно не только в информатике).  Мы приведем пять раз-

ных подходов к решению одной и той же задачи,  каждый из  которых

является одним из распространенных стандартных методов.

   Все приведенные примеры фрагментов программ написаны на  языке

Паскаль,  так как он является одновременно мощным, ясным и струк-

турированным языком программирования. Мы надеемся, что даже люди,

не  знакомые с Паскалем,  смогут понять зти фрагменты,  используя

знания Бейсика, английского языка, а также комментарии практичес-

ки у каждого оператора.

   Массив - это последовательность однотипных элементов, в школь-

ном алгоритмическом языке его также называют таблицей.  В условии

задачи  A[1..N] обозначает массив из N элементов с индексами от 1

до N.  Встречающаяся ниже операция div обозначает деление и  дает

целую часть частного; например 11 div 3 = 3.

                     Метод 0. Первый взгляд.

     Поиск мажорирующего элемента в неупорядоченном массиве.

    --------------------------------------------------------

   Найдем какое-нибудь число D,  которого нет в массиве  (напри-

мер, пусть D есть увеличенный на 1 максимальный элемент массива).

   Алгоритм состоит в  следующем:  на  i-ом  шаге  подсчитывается

сколько среди элементов A[i+1], A[i+2], ..., A[N] таких, значение

которых равно значению элемента A[i].  Таким элементам присваива-

ется значение D и в дальнейшем они рассматриваться не будут. Оче-

видно,  что  достаточно  проверить  только  элементы  A[1],  ...,

A[(N+1) div 2], так как оставшиеся элементы не могут быть мажори-

рующими.

   Max:=A[1];

   for i:=2 to n do      { Поиск максимального элемента массива }

     if A[i] > Max

     then Max:=A[i];

   D:=Max+1;             { Находим число D, которого  в массиве нет   }

   for i:=1 to (N+1) div 2 do   { Берем в качестве возможного решения }

    begin                       { элементы из первой половины массива }

     Count:=1;

     if A[i]<>D                 { Подсчитываем, сколько раз элемент   }

     then                       { встречается среди оставшихся        }

       for j:=i+1 to N do

         if A[i]=A[j]

         then

           begin

             Count:=Count+1; {  Увеличение счетчика встретившихся }

                             {  элементов                         }

             A[j]:=D;        {  Заполнение элемента значением D   }

           end;

     if Count*2>N            { Мажорирующий? }

     then

       begin

        writeln('Мажорирующий элемент',A[i])   { Печать }

        Halt;                                  {  Стоп  }

       end

    end;

    writeln('Мажорирующего элемента нет');

   Этот алгоритм  в  худшем  случае  (когда все элементы масссива

различны),  выполняет (N-1) + (N-2) + ...  +  [(N+1)/2]  операций

сравнения. Если подсчитать сумму этой арифсметической прогрессии,

то мы получим величину порядка N*N.  Обычно в этом  случае  гово-

рится, что предложенный алгоритм имеет сложность О(N*N).

   В программистском фольклоре можно найти упоминание об  "амери-

канской методике решения задачи", состоящей в следующем:

   "Если у Вас есть задача, и Вы не знаете, как ее решать, то от-

сортируйте входные данные - может быть это Вас натолкнет на дель-

ную мысль".

   Может быть  и нам стоит последовать этому мудрому совету и пе-

реупорядочить элементы так, чтобы все одинаковые шли друг за дру-

гом, после чего посмотреть,  уменьшится ли число сравнений и, со-

ответственно, сложность алгоритма?

                      Метод 1. Сортировка.

      Поиск мажорирующего элемента в упорядоченном массиве.

     ------------------------------------------------------

   Отсортируем исходный массив по неубыванию, а затем просмотрим

его, подсчитывая число идущих подряд одинаковых элементов.

 for i:=1 to N-1 do    {-------------------------------}

  for j:=2 to N do     {                               }

    if A[i]>A[j]       {   Сортировка по неубыванию    }

    then               {      методом пузырька         }

      begin            {                               }

         tmp:=A[i];    {                               }

         A[i]:=A[j];   {                               }

         A[j]:=tmp     {                               }

      end;             {-------------------------------}

 Count:=1;             { Количество одинаковых элементов }

 for i:=2 to N do

   if A[i]<>A[i-1]

   then if Count > N div 2

        then

         begin

          writeln('Mажорирующий элемент ',A[i-1]);  { Распечатать }

          Halt                                      {    Стоп     }

         end;

        else Count:=0   { Начать подсчет для следующего элемента  }

   else Count:=Count+1; { Увеличить счетчик для текущего элемента }

   Поиск мажорирующего  элемента можно организовать и по другому:

если в отсортированном массиве  a[i]=a[i + N div 2],  то  элемент

a[i] -- мажорирующий. С учетом этого цикл просмотра массива запи-

шется так:

 for i:=1 to (N+1) div 2 do

   if A[i]<>A[i + N div 2]

   then begin

          writeln('Mажорирующий элемент ',A[i]);  { Распечатать }

          Halt                                    {    Стоп     }

         end;

   writeln('Мажорирующего элемента нет');

   Сортировка методом  пузырька  требует  выполнения  порядка N*N

операций сравнения  и не дает никакого выигрыша относительно пре-

дыдущего алгоритма. При использовании более эффективной сортиров-

ки (например, "быстрой", см., например, книгу Н. Вирта "Алгоритмы

+ структуры данных = программы") потребуется порядка N*log N опе-

раций сравнения.  Но,  наверное, тут мы делаем больше, чем требу-

ет постановка задачи - а именно получаем упорядоченную последова-

тельность, тогда  как нас интересуют только повторяющиеся элемен-

ты. Поэтому, вероятно, данный алгоритм не является наилучшим. По-

пытаемся найти лучшее решение.

        Метод 2. Машинно-ориентированный вариант решения.

        ------------------------------------------------

     Мы будем использовать форму двоичного представления числа  и

некоторые элементы математической логики.  Вспомним,  что числа в

машине хранятся в ячейках памяти. Каждая ячейка имеет фиксирован-

ное число разрядов (бит).  Пусть A - массив из N однобайтных эле-

ментов,  следовательно, каждый элемент этого массива A[i] cостоит

из 8 бит. Например, элементы массива 2,3,2,5,16 будут представле-

ны в виде:

   00000010, 00000011, 00000010, 00000101, 00010000.

   Рассмотрим следующий алгоритм:

   На i-ом  шаге  (i=0,...,7,  по  количеству бит в представлении

числа ) мы проверяем,  каких чисел больше: у которых i-ый бит ра-

вен 0 или у которых i-ый бит равен 1. Количество чисел, у которых

i-ый бит равен 1, обозначим K.

   Проверку можно проводить следующим образом:

       for j:=1 to N do

         if A[j] and (1 shl i) <>0 then K:=K+1;

   Оператор 1 shl i ставит 1 в i-ый бит в байте,  остальные  биты

равны 0  (биты  нумеруются  справа  налево  от 0 до 7).  Например,

1 shl 2 формирует число 00000100, а 1 shl 4 -- 00010000.

   Оператор and  выполняет  логическое (побитовое) умножение двух

чисел, согласно приведенным в таблице правилам:

                        A    B    A and B

                       -------------------

                        0    0       0

                        0    1       0

                        1    0       0

                        1    1       1

   Из сказанного следует, что с помощью оператора A[j] and (1 shl

i) мы в числе A[j] выделяем i-ый бит.  Например, если А[i] в дво-

ичной системе представляется в виде 01011001,  и i=4, то

     A[j] and (1 shl i) = 01011001 and 00010000 = 00010000,

Отметим также, что если хоть в одном из битов представления числа

стоит 1, то это число ненулевое.

   Таким образом в K получаем количество элементов массива, у ко-

торых i-ый бит равен 1.

   Идея алгоритма  состоит в том,  чтобы сформировать число C как

возможное решение,  заполняя на i-ом шаге его i-ый бит нулем  или

единицей в зависимости от значения K.  Очевидно,  что если 2*K=N,

то мажорирующего элемента нет.  Если 2*K>N, то, если мажорирующий

элемент существует, его i-ый бит должен равняться единице, а если

2*K<N - то нулю.  В числе C выставляем в i-ый бит 0 или 1,  в за-

висимости от результата сравнения чисел 2*K и N.

   После 8-го прохода нам остается лишь проверить за один  проход

по массиву,  является ли сформированное число C мажорирующим эле-

ментом.

   Рассмотрим несколько примеров:

   Пример 1. Массив A: 3,3,4,2,4,4,2,4.

   В  двоичном представлении последовательность имеет вид:

   00000011, 00000011, 00000100, 00000010, 00000100, 00000100,

   00000010, 00000100.

   Разряд  i=0,    K=2,

           i=1,    K=4, 2*K=N, мажорирующего элемента нет.

   Пример 2. Массив A: 3,3,4,2,4,4,2,4,4.

   В  двоичном представлении последовательность имеет вид:

   00000011, 00000011, 00000100, 00000010, 00000100, 00000100,

   00000010, 00000100, 00000100.

   Разряд i=0,    K=2,   С=00000000

          i=1,    K=4,   С=00000000

          i=2,    K=5,   С=00000100

          i=3,    K=0,   С=00000100

          i=4,    K=0,   С=00000100

          i=5,    K=0,   С=00000100

          i=6,    K=0,   С=00000100

          i=7,    K=0,   С=00000100

   Требуется еще один просмотр  для  того,  чтобы  убедится,  что

сформированный элемент действительно является мажорирующим.

   Пример 3. Массив A: 2,2,3,4,3,4.

   В  двоичном представлении последовательность имеет вид:

   00000010, 00000010, 00000011, 00000100, 00000011, 00000100.

   Разряд i=0,    K=2,   С=00000000

          i=1,    K=4,   С=00000010

          i=2,    K=2,   С=00000010

          i=3,    K=0,   С=00000010

          i=4,    K=0,   С=00000010

          i=5,    K=0,   С=00000010

          i=6,    K=0,   С=00000010

          i=7,    K=0,   С=00000010

   Дополнительный просмотр  исходного  массива  дает  возможность

убедиться в том, что сформированный элемент не является мажориру-

ющим.

                         Общие сведения.

                        -----------------

   В дальнейшем нам потребуется такая структура данных, как стек.

Стеком будем называть последовательность элементов, упорядоченных

по времени их поступления. Эта последовательность доступна только

с  одного  конца (вершины стека).  Для работы со стеком необходим

указатель вершины стека.  Основные операции над стеком следующие:

"запомнить  в  стеке"  и  "извлечь  из стека" (причем извлекается

последний из занесенных в стек элементов - то есть элемент с вер-

шины стека). Поэтому говорят, что стек -- это структура типа LIFO

- "Last In - First Out" - "последним зашел - первым  вышел".  Для

представления  стека  в  программе обычно используется одномерный

массив (назовем его B), нумерация элементов которого начинается с

нуля.  В  этом  нулевом  элементе массива хранится индекс первого

свободного места в массиве (т.е.  увеличенный на 1 индекс вершины

стека). Если массив пуст, то указатель равен 1 (B[0]=1).

   Добавление элемента  X  в  стек  реализуется очень просто - на

первое свободное место (индекс которого хранится в B[0])  помеща-

ется X,  после чего индекс первого свободного места увеличивается

на 1:

     B[B[0]]:=x;         { Занести в стек }

     B[0]:=B[0]+1;       { Увеличить указатель }

   Если необходимо извлечь элемент x из стека, то берется послед-

ний из занесенных элементов (естественно,  только в  том  случае,

если стек непуст),  и указатель на первое свободное место умень-

шается на 1:

     if B[0]<>1 { Если стек не пуст }

     then

       begin

         x:=B[B[0]];     { Взять элемент }

         B[0]:=B[0]-1;   { Уменьшить указатель }

       end;

                      Метод 3. Два массива.

                      ---------------------

   Заведем массив-стек B. Первоначально он пуст.

   В случае, если N - нечетное, N>1, то для элемента, не имеющего

пары, проверяем простым проходом по массиву и подсчетом, не явля-

ется ли он мажорирующим.  Если нет,  то уменьшаем N на 1 и сводим

задачу к случаю четного N.

   Предположим, что N - четное.  Сравним A[1] и  A[2].  Если  они

равны, то  один  из  элементов  заносим в массив-стек B на первое

свободное место,  иначе ничего не делаем. Затем сравниваем A[3] и

A[4].  Опять же, если они равны, то один из элементов добавляем к

B,  в противном случае ничего не делаем. Повторяем процесс до тех

пор, пока не просмотрим все пары из массива A.

   Утверждение: Если в массиве A есть мажорирующий элемент, то он

будет являться мажорирующим и в массиве B.

   Докажем это.  Пусть  N=2*k  и в A есть m пар,  составленных из

совпадающих немажорирующих элементов.  Мажорирующих элементов в A

по крайней мере k+1.  Следовательно, немажорирующих элементов, не

вошедших в пары сBовпадающих элементов N-2*m-(k+1)=k-2*m-1.  Итак,

среди  k пар есть:

   m пар из немажорирущих совпадающих элементов,

   не более k-2*m-1 пар из мажорирующего и  немажорирующего  эле-

ментов  и

   k-m-(k-2*m-1)=m+1  пара из мажорирующих элементов.

То есть,  при приведенном выше преобразовании, элемент мажорирую-

щий в A является таковым и в B.

   Далее, перед следующим шагом алгоритма,  пересылаем содержимое

массива B в массив A, массив B считаем пустым.

   Для нового массива A повторяем описанные выше действия.

   В конце  концов  после очередного шага либо массив B пуст - и,

следовательно, в исходном массиве не было мажорирующего элемента,

либо в B находится один единственный элемент,  который, возможно,

и является мажорирующим.  С целью проверки  пройдем  еще  раз  по

исходному массиву и подсчитаем, сколько раз интересующий нас эле-

мент там встретится - больше N/2 раз или нет. Необходимость доба-

вочного  прохода  по массиву можно показать на примере следующего

массива: 2 2 3 4 3 4.

   Оценим число обращений к элементам исходного массива:  на каж-

дом  шаге алгоритма мы совершаем просмотр всех элементов текущего

массива. Если размерность массива нечетная, то она уменьшается на

1,  если же четная - то вдвое. Таким образом, при выполнении каж-

дых двух шагов алгоритма размерность массива уменьшается по край-

ней мере вдвое,  и общее число обращений к элементам  массива  не

будет превышать  величины  2*(N  +  N/2 + N/4 + ...) = 4N (сумма,

стоящая в скобках, есть сумма геометрической прогрессии со знаме-

нателем 1/2).  Для определения того,  на самом ли деле полученный

элемент является  мажорирующим,  требуется  еще  один  проход  по

исходному массиву. Итого, число операций не превышает 5*N.

                         Метод 4. Стек.

                         --------------

   Мы заведем стек и будем добавлять и извлекать из стека элемен-

ты по следующему правилу:

   1) На первом шаге помещаем в стек A[1] .

   2) На i-ом шаге, i=2, ..., N повторяем следующие действия:

           Если   стек пуст,

           то     помещаем в него A[i]

           иначе

                  если  элемент A[i] совпадает с элементом

                        на верхушке стека

                  то    добавляем A[i] в стек

                  иначе удаляем элемент с верхушки стека.

    Если стек не пуст,  то в нем находятся лишь совпадающие  эле-

менты. Если у нас в последовательности есть мажорирующий элемент,

то он и останется в стеке после N-го шага (мажорирующие  элементы

встречаются  в  последовательности более N/2 раз,  и не могут при

выполнении N шагов алгоритма "сократиться"  со  всеми  остальными

немажорирующими элементами).

    Для проверки (в случае непустого стека после выполнения  N-го

шага)  является ли элемент в стеке мажорирующим (если в стеке бо-

лее одного элемента,  то они  все  совпадают),  мы  просматриваем

массив еще  один  раз  и подсчитываем,  сколько раз встречается в

массиве элемент из стека. Если это число больше N/2, то этот эле-

мент  мажорирующий,  иначе  - мажорирующего элемента в последова-

тельности нет.

   Замечание. В данном случае нет никакой необходимости использо-

вать такую структуру данных как стек,  т.к.  в нем, по алгоритму,

могут храниться лишь совпадающие элементы.  Вместо стека можно (и

лучше)  завести две переменные - в одной хранить элемент (который

ранее хранился в стеке),  в другой переменной подсчитывать  коли-

чество повторений этого элемента. Именно так мы и поступим.

     Алгоритм можно записать так:

        begin

          element:=A[1];       { Присвоение начальных значений }

          Count:=1;

          for i:=2 to N do

            if Count=0              { Счетчик нулевой? }

            then

               begin                { Да }

                 element:=A[i];     { Начать подсчет для нового }

                 Count:=1;          { элемента                  }

               end

            else                    { Если счетчик ненулевой }

              if element=A[i]       {  Элементы совпадают?   }

              then Count:=Count+1   { Да.  Увеличить счетчик }

              else Count:=Count-1;  { Нет. Уменьшить счетчик }

          if Count=0

          then writeln(' Мажорирующего элемента нет')

          else

            begin

              Count:=0;

              for i:=1 to n do      { Добавочный проход }

                if A[i]=element

                then Count:=Count+1;

              if Count*2>N

              then writeln('Мажорирующий элемент',element)

              else writeln('Мажорирующего элемента нет');

            end;

        end.

   Указанным выше  способом  можно  искать в массиве A и элемент,

удовлетворяющий такому условию:

   Элемент встречается в A не менее N/2 раз (в предыдущей  форму-

лировке задачи он должен был встречаться более N/2 раз). При чет-

ном N таких элементов, очевидно, может быть два.

   В случае вышеприведенной формулировки задачи мы проделываем ту

же самую последовательность действий, что и ранее: в случае, если

после N-го шага стек не пуст,  то оставшийся в нем элемент  явля-

ется претендентом на искомый,  и мы просматриваем массив еще раз,

подсчитывая, сколько раэ он там встречается.

   В случае,  если стек пуст,  то вполне возможно, что требуемому

свойству удовлетворяет два элемента,  и именно они то и принимали

участие  в  сравнении на N-ом,  последнем шаге.  Мы совершаем еще

один проход по массиву,  подсчитывая,  сколько раз встречаются  в

нем элементы element и A[n]. Затем делаем две проверки:

   Если количество для element не меньше N/2,  то element - иско-

мый  элемент.  Если количество для A[n] не меньше N/2,  то A[n] -

искомый элемент.

                           Заключение.

   Составим таблицу сложностей алгоритмов, предложенных для реше-

ния сформулированной задачи:

   Алгоритм                   Сложность

   -------------------------------------------------------------

   0. Без упорядочения         N*N

   1. С упорядочением          в зависимости от способа сортиров-

                               ки от N*log N до N*N

   2. Машинно-ориентированный  С*N, С зависит от формата числа

      вариант

   3. С использованием двух    <=5*N

      массивов

   4. С использованием стека   2*N

                             PАЗНОЕ.

                            Задача 1.

     Пусть программа на языке BASIC состоит из последовательностей

операторов.  Каждая последовательность состоит из ненулевого числа

операторов.  Операторы отделяются друг от друга символом двоеточие

(:),  который для других целей в программе не используется. После-

довательность может располагаться на нескольких строках,  при этом

разбивка оператора на 2 строки не допускается; если последователь-

ность  продолжается  на  следующей строке,  в конце текущей строки

стоит двоеточие.  Последовательности операторов в тексте программы

имеют уникальные номера.  Таким образом,  структура последователь-

ности операторов следующая:

     - каждая новая последовательность начинается с новой строки;

     - в начале последовательности,  до ее номера,  состоящего  не

более чем из 8-ми десятичных цифр, могут присутствовать пробелы;

     - после номера последовательности также могут  присутствовать

пробелы;

     - оператор всегда начинается не с цифры;

     - оператор нельзя разрывать на несколько строк, если оператор

не последний,  за ним (возможно через  пробелы)  следует

двоеточие.

     Переходы в программе  осуществляются  посредством  операторов

goto  или  gosub  (эти  ключевые  слова  могут быть записаны как с

использованием заглавных, так и прописных букв, например GoSUb).

    Вид операторов

           goto номер последовательности

           gosub номер последовательности

(между ключевыми  словами  и  номером   последовательности   могут

присутствовать пробелы).

     Написать программу,  которая читает из файла имя  файла  (имя

файла вводится с клавиатуры),  текст BASIC программы и перенумеро-

вывает последовательности операторов так, чтобы

      - в  выходном  файле  порядок последовательностей совпадал с

порядком последовательностей исходного файла,  отсортированного по

возрастанию номеров последовательностей;

      - первая последовательность выходного файла имела номер f, а

каждая  следующая последовательность имела номер на d больше,  чем

предыдущая (f и d - натуральные числа, вводимые с клавиатуры).

     Текст программы  состоит  не  более  чем из 100 строк,  длина

строки не превышает 80 символов.

     Преобразованную BASIC-программу выводить в файл

                          имя_файла.OUT.

     Входные данные корректны.

                            Задача 2.

    Пусть грамматика языка описывается следующим образом :

 <выражение>::=<операнд> <on> <операнд> | <операнд>

 <on>::=+|-|*

 <операнд>::=<переменная> | <целое без знака>

 <переменная>::= A | B | C | D | ... | Z

 <целое без знака>::= 1 | 2 | 3 | 4 | ... | 9 | 0

 <оператор>::=<IF-оператор> | <WHILE-оператор> | <присвоить>

 <присвоить>::=<переменная>:=<выражение>

 <IF-оператор>::= IF <условие> THEN <оператор> ELSE <оператор>

 <WHILE-оператор>::= WHILE <условие> DO BEGIN <оператор> END

 <условие>=<выражение> > <выражение>

 <программа P>=<оператор> | <программа P><оператор>

     Значок | обозначает 'или'.

     Задается текст программы P. Каждый оператор программы Р начи-

нается с новой строки.  Оператор может быть записан  в  нескольких

строках.  Ввод  программы осуществляется из файла.  Имя файла вво-

дится с клавиатуры. В программе все переменные и ключевые слова за-

писываются заглавными буквами латинского алфавита.  Текст вводимой

программы Р синтаксически правильный.

   Написать программу,  оптимизирующую введенный текст программы Р

по следующим правилам :

   1. Если в операторе IF условие всегда истинно (ложно) (например

      2>1 (1>2)),  то в текст преобразованной программы включается

      только оператор, стоящий за THEN ( за ELSE, если он есть).

   2. Если в операторе WHILE условие всегда ложно,  то WHILE- опе-

      ратор из текста программы исключается.

   3. Если в операторах IF,  WHILE в  <условие>  или  в  операторе

      присваивания в правой части стоит выражение,  численное зна-

      чение операндов которого известно,  то это значение вычисля-

      ется  и записывается вместо <выражения> в условие или вместо

      правой части оператора присваивания соответственно.

   4. Если в  двух  операторах присваивания (обозначим их А и В) в

      программе Р в левой части оператора стоит одна переменная, и

      эта  переменная не используется ни в правой части операторов

      присваивания, ни в условиях IF- или WHILE-операторов, встре-

      чающихся  в  тексте программы между операторами А и В,  то в

      программе Р остается только оператор В.

   5. Если  внутри  тела  цикла  оператора  WHILE  стоит  оператор

      присваивания, и переменная из левой части этого оператора не

      встречается в <условии>, то этот оператор выносится из цикла

      и ставится перед ним.

   6. Если  в  ветках THEN и ELSE оператора IF стоит один и тот же

      оператор присваивания (переменные в левых частях  этих  двух

      операторов  совпадают,  а  значения правых частей одинаковы,

      например,

        IF A>B THEN L:=A+B ELSE L:=B+A),

      то этот оператор присваивания записывается вместо IF-операто-

      ра.

     Вывод программы оптимизатора направляется  в  файл  с  именем

код.OUT.

                            Задача 3.

              'PROLAN/M' (В.В.Прохоров, Свердловск)

     Представим, что  электронный концерн NePhiggah выпустил новый

микропроцессор с компактной  системой  команд.  Операционный  блок

этого  микропроцессора  "признает"  данные  только  одного  типа -

текстовые строки - и "умеет"  исполнять  единственную  операцию  -

контекстную  замену (поиск в строке заданной подстроки и замену ее

на другую  заданную).  Микропроцессор  соединяется  с  двумя  уст-

ройствами  памяти:  одним  -  для  запоминания  программы  (набора

подстановок для контекстных замен) и другим,  R ("почти  неограни-

ченной емкости") - для размещения (в виде текстовой строки) исход-

ных данных, результатов промежуточных преобразований и "ответа".

     Для программирования микропроцессора используется язык, кото-

рый будем условно называть 'PROLAN/M'.  Предваряя  его  формальное

описание, приведем пример программы:

         (aa,b) (ba,a) (bc,a) (c,start) (d,) (b,finish) (,)

. Если эту программу исполнить для строки   abcabcd

, то результатом будет строка               finish

(при этом в  процессе  работы  программы  в  R  последовательно

будут находиться значения

          abcabcd  aaabcd  babcd  abcd  aad  bd  b  finish).

     Ну а формально синтаксис программы на 'PROLAN/M' таков

("::=" означает "есть по определению", а "|" - "или"):

 <'PROLAN/M'-program> ::=  <substitut. sequence>(,)

 <substitut. sequence> ::= <substitution> |

                           <substitut. sequence><substitution>

 <substitution> ::=        (<left part>,<right part>)

 <left-hand part> ::=      <string>

 <right-hand part> ::=     <string> | <empty>

 <string> ::=              <string symbol> |

                           <string><string symbol>

 <empty> ::=

 <string symbol> ::=       <any ASCII character except ',', ')'>

     Исполнение же  микропроцессором  <'PROLAN/M'-program> для за-

данной в R исходной строки проводится так.  Среди <substitution> в

<substit.  sequence> <'PROLAN/M'-program> отыскивается первая, для

которой ее <left part> является некоторой подстрокой строки  R.  В

случае успеха поиска соответствующая подстрока R (при неединствен-

ности  -  самая  левая)  заменяется  на  <right   part>   той   же

<substitution>.  После чего процедура повторяется с самого начала,

но уже для изменившейся R. Процесс повторяется так до тех пор, по-

ка  не  случится,  что ни одна <left part> <'PROLAN/M'-program> не

является подстрокой текущей R.  Тогда процесс исполнения программы

завершается; сложившаяся к этому моменту строка R и есть результат

исполнения  этой  программы   для   выбранной   исходной   строки.

______________________________________________________________________

     Требуется:

     1. Написать программу на PROLAN/M (ее текст должен храниться в

файле  'SUM.PRM'), которая для исходной строки вида

                <natural number1>+<natural number2>=?

, где  <natural  number1>,  <natural  number2>  -  записи  натуральных

десятичных чисел, вырабатывала бы в качестве результата строку вида

        <natural number1>+<natural number2>=<natural number3>

, где  результирующая  строка  содержала  бы   арифметически   верное

выражение. Например, для исходной строки       1990+123=?

Ваша программа должна выдать                   1990+123=2113                     .

     2. Раэработать  программу  для   отладки  программ  на  PROLAN/M,

которая бы

     (a)  запрашивала  имя  текстового  файла,  в   котором   хранится

программа  на  PROLAN/M;

     (b) запрашивала исходную для преобразования строку R;

     (c) производила бы преобразование исходной строки в  соответствии

с программой  из  указанного  файла;

     (d) выдавала  реэультат  на  экран дисплея;

     (e) желатательна  воэможность  эапуска  программы  на  PROLAN/M с

трассировкой исполнения.

     Качество Вашей программы  п.1  будет  оцениваться  жюри  с  одной

стороны по количеству <substitution> в ее <substitution  sequence>,  с

другой - по скорости выполнения ею тестов  жюри.  Так  что  Вы  можете

предложить два варианта программы, каждый из которых хорош  по  своему

критерию.

     Тестирование  программы  п.2  будет  проводиться   в   специально

разработанной жюри для проверки PROLAN/M-системе программирования.

     Качество Вашей программы п.2 будет оцениваться в  зависимости  от

прохождения теста жюри и того, все ли подпункты п.2 будут реализованы.

                            Задача 4.

     На шашечной доске размера n x n ее верхний правый угол  имеет

 номер (1,1). В позиции (i,j) стоит фишка, которая может двигаться

 по правилу,показанному на рисунке (допустимые ходы обозначены  х,

 шашка - О). Фишка не может дважды ставиться на одно и то же поле.

 Играют двое, по очереди двигая фишку. Выигрывает поставивший фиш-

 ку в позицию (1,1).

     Для введённых i,j определить,  может ли выиграть первый игрок

 при наилучших ходах второго.

     Написать программу, где первый игрок- компьютер.

 n                                1

----T---T---T---T---T---T---T---T---¬

¦   ¦   ¦   ¦   ¦   ¦   ¦   ¦   ¦   ¦ 1

+---+---+---+---+---+---+---+---+---+

¦   ¦   ¦   ¦   ¦   ¦   ¦   ¦   ¦   ¦

+---+---+---+---+---+---+---+---+---+

¦   ¦   ¦ x ¦ x ¦ x ¦   ¦   ¦   ¦   ¦

+---+---+---+---+---+---+---+---+---+

¦   ¦   ¦   ¦ O ¦ x ¦   ¦   ¦   ¦   ¦

+---+---+---+---+---+---+---+---+---+

¦   ¦   ¦   ¦   ¦ x ¦   ¦   ¦   ¦   ¦

+---+---+---+---+---+---+---+---+---+

¦   ¦   ¦   ¦   ¦   ¦   ¦   ¦   ¦   ¦  n

L---+---+---+---+---+---+---+---+----

                            Задача 5.

     Прямоугольник, стороны которого выражены целыми числами  M  и

N, разделен на квадраты размером 1x1. Составить программу, которая

находит число квадратов, пересекаемых диагональю прямоугольника.

     Если дан прямоугольник 4x8, то диагональ пересекает 8 квадра-

тов. Если  же  дан прямоугольник 3x11,  то в этом случае диагональ

пересекает 13 квадратов.

                            Задача 6.

     Есть две  обезьяны и куча из L бананов.  Обезьяны по очереди,

начиная с первой, берут из кучи бананы, причем 1-ая обезьяна может

при каждом очередном ходе взять из кучи либо a_1,  либо a_2,  либо

...  a_S бананов (а_1 <a_2 <...<a_S ), а 2-ая при каждом очередном

ходе --либо b_1, либо b_2, либо ... b_K бананов (b_1 <b_2 <...<b_K

).  Нумерация индексов при a и b не имеет никакого отношения к но-

мерам ходов обезьян

     Выигрывает та обезьяна,  которая на своем ходе не может взять

банан(ы) (либо потому, что их не осталось, либо потому что бананов

осталось  меньше  чем a_1 (при ходе первой обезьяны) либо b_1 (при

ходе второй обезьяны)).

     Определить может  ли  выиграть  первая обезьяна при наилучших

ходах соперницы,  которая также стремится  выиграть.  Все  входные

данные - натуральные числа.

                            Задача 7.

     Вводится целое число K>=1.  Бумажная полоса разбита на N кле-

ток (K <= N <= 40).Играют двое,  по очереди выбирая и зачеркивая K

пустых смежных клетки.Выигрывает сделавший последний ход.

    1    2                            N

  -----T----T----T----T         ----T----¬

  ¦    ¦    ¦    ¦    ¦  . . .      ¦    ¦

  L----+----+----+----+         ----+-----

      1)Ввести N и определить, имеет ли игрок 1 выигрышную страте-

        гию ( т.е.  может ли игрок 1 выиграть при наилучших после-

        дующих ходах игрока 2).  Сообщение вида 'У игрока  1  (не)

        существует выигрышная стратегия'.

      2)Для N  определить,имеет  ли игрок 1,сделав заданный первый

       ход,выигрышную стратегию.

      3)Провести игру для N и первого хода игрока  1.  За  второго

        игрока  играет программа.Ходы первого вводятся с клавиату-

        ры.  Цель второго игрока -победа.  Ход  задается  индекcoм

        ячейки L (1<=L<=N-K+1).При этом вычеркиваются клетки с ин-

        дексами от L до L+K-1.После каждого хода выводится текущая

        позиция в виде

     1  2  3  ...  N

        *  *

     Сверху печатается номер позиции.Зачеркнутые клетки помечаются

символом '*'.  В конце игры выдать сообщение 'Победа игрока 1(2)'.

При  вводе  N и K выдать подсказывающие сообщения 'N>'и 'K>',  при

вводе хода - 'Ход игрока 1>'.Предусмотреть  контроль  корректности

входных данных.

                            Задача 8.

     Пусть слово - это последовательность от 1 до 8  символов,  не

включающая пробелов.

     Вводится n слов A1,...,An.Можно ли  их  переупорядочить  так,

чтобы получилась "цепочка",  т.е.  для каждого слова Aj его первая

буква должна совпадать с последней  буквой  предыдущего  слова,  а

последняя  буква в Aj - с первой буквой последующего слова;  соот-

ветственно последняя буква последнего  слова  должна  совпадать  с

первой буквой первого слова.  В цепочку входят все n слов без пов-

торений.

     Дать ответ в виде  "Можно"\"Нельзя".

     Если такое упорядочение возможно, то вывести какую-нибудь це-

почку слов. Слова при выводе разделяются пробелами.

                            Задача 9.

     На линейке  из m клеток в разных концах стоят две фишки,кото-

рые ходят по очереди. Каждая из фишек может ходить влево или впра-

во не более чем на К клеток (m<=80;К<=m-2).  При этом нельзя пере-

шагивать через фишку и нельзя оставаться на месте.  Фишка проигры-

вает, если она не может сделать ход. Написать программу, реализую-

щую выигрышную стратегию для одной из фишек.  При этом разрешается

передача хода в самом начале игры.  Предусмотреть контроль входных

данных.

                            Задача 10.

     Составить программу, которая по введенному N выдает последова-

тельность длины N, состоящую из цифр 0 и 1 такую, что ни один фраг-

мент этой подпоследовательности не повторяется подряд трижды.

                            Задача 11.

     Ввести три числа а,b,с.

     1). Представить a в виде суммы минимального числа целых  сла-

гаемых x[i], каждое из которых лежит на отрезке [b,c].

     2). Можно ли представить число а таким образом, чтобы

                                           k

           а = х[1] * x[2] * ... * x[k] =  П x[i], i>=1,

                                          i=1

где b<=x[i]<=c,  х[i], а, в, с - целые. Лучшим считается алгоритм

находящий такое представление с наименьшим числом множителей. Пре-

дусмотреть вариант, когда такого представления не существует.

                            Задача 12.

     Даны три слова X,Y,Z.  Определить,  существует ли слово V та-

кое,  что X,Y,Z являются повторениями слова V.  Если V существует,

то напечатать его.  Слова имеют длину не более 1000 символов. Сим-

вол "пробел" является разделителем слов.

                            Задача 13.

     Даны два положительных целых числа А,В. Напечатать слово "ДА"

или  "НЕТ" в соответствии с тем,  можно ли получить десятичную за-

пись числа А путем вычеркивания одной или более цифр числа В.

                            Задача 14.

     Пусть А  - последовательность букв.  После вычеркивания одной

буквы из А (в одной позиции )получили последовательность В.  После

вычеркивания другой буквы из А (в одной позиции) получили последо-

вательность С.

     Можно ли по последовательностям B и С

     1) Определить вычеркнутые буквы.

     2) Определить последовательность A.

     Примечание: В и C могут быть получены вычеркиванием  одной  и

той же буквы.

                            Задача 15.

     Имеется N книг и два читателя,  А и В, желающих прочитать эти

книги.  Заданы неотрицательные целые числа A[I] и B[I] такие,  что

читателю А (или В) потребуется  A[I]  (соответственно,B[I])  часов

для прочтения книги I,  1 <=I <=N. Процесс чтения начинается в мо-

мент времени 0.  В любой момент времени каждый читатель  не  может

читать  более одной книги и каждую книгу не могут читать оба чита-

теля.

     Для каждого  читателя порядок чтения книг не имеет значения и

может быть произвольным. В процессе чтения любой книги любым чита-

телем допускаются прерывания. Это означает, что этот процесс может

быть прерван в любой целочисленный момент  времени  и  возобновлен

позднее  с  прерванного  места.  В  промежутке между прерыванием и

последующим возобновлением процесса чтения  книги  читатель  может

читать любую не до конца прочитанную книгу.

     Задано целое число К,  2<=K <=N,  и книги пронумерованы таким

образом,  что  ни один читатель не имеет права начать читать книгу

J,  2<= J <= K, прежде чем книга J-1 не будет прочитана обоими чи-

тателями.

     Требуется:

     1. Вычислить наименьший момент времени Т, раньше которого все

        книги не могут быть прочитаны  всеми  читателями.  Вывести

        вычисленное значение Т.

     2. Построить расписание чтения книг каждым читателем, при ко-

        тором  не нарушается ни одно из перечисленных выше условий

        и процесс чтения всех книг завершается в момент времени Т.

        Расписание для каждого читателя вывести в виде

              < РАСПИСАНИЕ ДЛЯ ЧИТАТЕЛЯ А (или В) >

         <Номер книги>  <Начало >  <Конец>

         .......         ......     .....

         .......         ......     .....

        В таблицах  указанного вида необходимо указать все времен-

        ные интервалы, в течение которых читатель А (или В) читает

        книгу и номер этой книги.

     3. Постарайтесь сократить число прерываний для каждого  чита-

        теля.

                             Задача 16.

     В программистском фольклоре есть предание,  что при приеме  в

одну  из ведущих компьютерных фирм претенденту предлагалась решить

следующую задачу:

     Дана последовательность двузначных чисел

                   24, 81, 63, 26, 41, ...

Продолжить ее. Найти правило формирования последующих членов.

                            Задача 17.

     Продолжить следующую последовательность

                  110 , 20 , 12 , 11 , 10 , ...

                            Задача 18.

     Янис и Петрис играют в следующую игру.  Петрис загадывает де-

картовы координаты двух различных точек A(Ax,Ay) и B(Bx,By).  Из-

вестно,  что среди чисел Ax,  Ay, Bx, By нет двух одинаковых. Янис

может задавать вопросы только следующего вида:  "Какое  расстояние

от точки P(Px,Py) до точки A (до точки B)?",  где Px и Py - числа.

В ответ Петрис называет число,  которое является длиной отрезка PA

(или, соответственно, PB). Определить, какое наименьшее количество

вопросов должен задать Янис,  чтобы он смог назвать координаты ка-

кой-либо  точки,  находящейся на серединном перпендикуляре отрезка

AB,  независимо от того,  какие точки загадал Петрис. Описать, как

найти эту точку. Ответ обосновать.

                            Задача 19.

     Известно,  что  среди 13 монет есть одна отличающаяся по весу

(тяжелее одна или легче - неизвестно).  За 3 взвешивания на чашеч-

ных весах найти эту монету.

                            Задача 20.

                        "Быки  и  коровы"

     Пользователь загадывает число из 4 цифр, каждая из которых от

1 до 6,  причем все цифры различны.  Разработать алгоритм, который

угадывает число по следующим правилам: выводится число и пользова-

тель сообщает,  сколько в нем "быков" и "коров", т.е. сколько цифр

стоят на своих местах и сколько цифр содержатся в обоих числах, но

совпадают лишь по значению.  Например,  пусть загадано число 1264,

спрошено 1256. В этом случае 2 быка (1,2) и одна корова (6).

     Модификация: Правила  игры  те же,  но загадывается 6-значное

число с цифрами от 1 до 9,  причем среди цифр допускаются одинако-

вые.

     Примечание: Спрошенное число  должно  удовлетворять  правилам

для загадываемого; компьютеру на ход дается 1 минута .

                            Задача 21.

     Составить тесты для проверки  правильности  работы  программы

определения площади треугольника по его сторонам a, b, c.

                    Задача 22 (Прохоров В.В.).

     Учитель попросил Диму написать программу вида

      Ввод (x,y)

      Пока < условия выполнения итерации >

        НЦ

           < тело цикла >

        КЦ

      Вывод (x,y)

т.е. такие  < условия выполнения итерации > (не содержащие никаких

переменных кроме x и y) и < тело цикла >,  чтобы этот фрагмент для

произвольных  введенных в операторе ввода чисел x=x0 и y=y0 выдавал

бы оператором вывода числа x=x0+y0 и y=x0-y0.

     Помогите Диме.

                         Задача 23.

     Игровой автомат состоит из нескольких  изогнутых  трубок,  по

форме  похожих  на перевернутую вверх ногами букву "Y" .  Сверху у

трубы находится входное отверстие,  а два  выходных  отверстия  --

снизу. Труба может находиться в одном из двух возможных состояний:

                    Вход                           Вход

                   ¦     ¦                        ¦     ¦

                   ¦     ¦                        ¦     ¦

                   ¦     ¦                        ¦     ¦

                   ¦     ¦                        ¦     ¦

                   ¦     ¦                        ¦     ¦

                  /  \    \                      /    /  \

                /    / \    \                  /    / \    \

              /    /     \    \              /    /     \    \

            /    /         \    \          /    /         \    \

         левый выход    правый выход    левый выход    правый выход

                Состояние 1:                   Состояние 0:

              закрыт левый выход           закрыт правый выход

                   ¦     ¦                        ¦     ¦

                   ¦     ¦                        ¦     ¦

                   ¦     ¦                        ¦     ¦

                   ¦     ¦                        ¦     ¦

                   ¦     ¦                        ¦     ¦

                  /  \    \                      /    /  \

                /    / \    \                  /    / \    \

              /    /     \    \              /    /     \    \

            /    /         \    \          /    /         \    \

                    Рис.3                          Рис.4

     Шарики кладутся вовнутрь один за  другим  через  входное  от-

верстие. В состоянии 1 (Рис. 3), шарик покидает трубу через незаб-

локированный правый выход,  при этом Состояние 1 автоматически из-

меняется на Состояние 0 ( Рис.4,  правый вход заблокирован,  левый

-- нет ). В состоянии 0 все происходит наоборот.

                 A                     B                     C

              ¦     ¦               ¦     ¦               ¦     ¦

              ¦     ¦               ¦     ¦               ¦     ¦

              ¦     ¦ G1            ¦     ¦ G2            ¦     ¦ G3

             /    /  \             /    /  \             /  \    \

           /    / \    \         /    / \    \         /    / \    \

         /    /     \    \     /    /     \    \     /    /     \    \

       /    /         \    \ /    /         \    \ /    /         \    \

     /    /             \       /             \       /             \    \

    ¦    ¦               ¦     ¦               ¦     ¦               ¦    ¦

    ¦    ¦               ¦     ¦               ¦     ¦               ¦    ¦

    ¦    ¦               ¦     ¦               ¦     ¦               ¦    ¦

    ¦    ¦               ¦     ¦               ¦     ¦               ¦    ¦

    ¦    ¦               ¦     ¦               ¦     ¦               ¦    ¦

    ¦    ¦               ¦     ¦  G4           ¦     ¦ G5            ¦    ¦

     \    \             / \     \             /    /  \             /    /

       \    \         /    / \    \         /    / \    \         /    /

         \    \     /    /     \    \     /    /     \    \     /    /

           \    \ /    /         \    \ /    /         \    \ /    /

             \       /             \       /             \       /

              ¦     ¦               ¦     ¦               ¦     ¦

              ¦     ¦               ¦     ¦               ¦     ¦

              ¦     ¦  G6           ¦     ¦  G7           ¦     ¦ G8

             /    /  \             /    /  \             /  \    \

           /    / \    \         /    / \    \         /    / \    \

         /    /     \    \     /    /     \    \     /    /     \    \

     Пусть игральный автомат состоит из 8 "Y"-образных трубок,  их

взаимное расположение показано на Рис.5. Вы можете забрасывать ша-

рики через Вход A, Вход B, или Вход C. Пусть, например, первый ша-

рик опускается через Вход A.  Он покидает трубу G1 через левый вы-

ход,  изменяя ее состояние с 0 на 1, поступает в G6 и покидает ав-

томат через левый выход G6 ( изменяя состояние G6 c 0 на  1).  Эту

процедуру мы запишем следующим образом:

       A

     Затем мы  забросим шарик через Вход A (он находится в Состоя-

нии 1).  Шаpик покидает G1 чеpез пpавый выход, изменяя состояние 1

в состояние 0,  попадает в G4, покидает G4 чеpез пpавый выход, из-

меняя состояние 1 в состояние 0,  попадает в G7,  покидает автомат

чеpез  левый выход ( изменяя G7 из состояния 0 в состояние 1 ).Все

вышеизложенные действия мы запишем в виде:

       AA

     Если мы опустим третий шарик через Вход B, четвертый -- через

Вход C, то все действия запишутся следующим образом:

       AABC

     Необходимо:

     1. Ввести с клавиатуры последовательность из 8 двоичных  цифр

(бит), показывающих соответственно начальное состояние G1-G8:

         бит   7   6   5   4   3   2   1   0

        Вход  G8  G7  G6  G5  G4  G3  G2  G1

     Например, последовательность 11001010 означает,  что G8,  G7,

G4 и G2 находятся в Состоянии 1 ( левый вход заблокирован ), тогда

как G6, G5, G3 и G1 находятся в Состоянии 0  (правый вход заблоки-

рован).

     2. Ввести с клавиатуры вторую последовательность  из  8  бит,

показывающих конечные состояния G'1-G'8.

     3. Напечатать последовательность ходов A, B, или C, указываю-

щую, каким образом можно получить конечную позицию, забрасывая ша-

рики через Входы A, B и C.

                             Задача 24.

     Определить, является  ли  периодической   последовательностью

строка символов A1 A2 ... AN, т.е. имеет ли она вид d d ... d, где

d -- некоторая подпоследовательность символов.

                             Задача 25.

     Если мы из корректно записанного  арифметического  выражения,

содержащего  числа,  знаки  операций  и  открывающие и закрывающие

круглые скобки выбросим числа и знаки операций,  а  затем  запишем

оставшиеся в выражении скобки без пробелов между ними, то получен-

ный результат назовем правильным скобочным  выражением  [скобочное

выражение "(()(()))" - правильное, а "()(" и "())(" - нет].

     Найти число правильных скобочных выражений, содержащих N отк-

рывающихся и N закрывающихся скобок.  N вводится с клавиатуры. N -

неотрицательное целое число.

                             Задача 26.

     Одним из стандартных методов кодирования информации  когда-то

был следующий: текст (длины l) записывался по строкам слева напра-

во сверху вниз в прямоугольнике размера m*n  (m*n>=l),  добиваясь,

по  необходимоси,  пробелами;  после этого текст из прямоугольника

выписывался по столбцам и получалось шифрованное сообщение.

     Например: Исходный текст "It is a nice weather today"

     m=5  n=6

                     1 2 3 4 5 6

                  1  I t _ i s _

                  2  a _ n i c e

                  3  _ w e a t h

                  4  e r _ t o d

                  5  a y _ _ _ _

     Шифрованный текст:"Ia eat wry ne iiat scto ehd  "

     Дается шифрованный текст длины s состоящий из букв  и  пробе-

лов, и известно,что в исходном тексте есть по крайней мере одно из

слов набора a ,...,a ,  k<=10,  (под словом  в  тексте  понимается

             0      k

последовательность символов,  не содержащая пробелов, и окруженная

пробелами, за исключением случаев, когда слово стоит в начале либо

конце текста (тогда ему может не предшествовать (за ним  может  не

следовать) один или несколько пробелов)). Дешифровать текст.

                             Задача 27.

     Пусть слово - это последовательность от 1 до 8 заглавных букв

латинского алфавита.

     Задается множество слов A={a[1],  a[2],...,  a[n]},  n<10. Из

слов множества A составляется текст - последовательность слов, за-

писанных друг за другом без  разделителей  пробелов.  Слова  могут

встречаться в тексте произвольное число раз.

     Дешифровка текста - это разбивка текста на слова множества A.

В дешифрованном тексте слова разделяются пробелами.

       Необходимо :

    1.Определить, существует  ли  для  заданного множества A такой

текст, который дешифруется не единственным образом (сам текст при-

водить не надо).

       Примеры :

    1)  A = { B , C }

       Любой текст дешифруется однозначно.

    2)  A = { B , BC , C }

       Существует текст, который дешифруется двумя способами

                      Текст  --->  Дешифровка

                      BBC    --->  B  B  C

                      BBC    --->  B  BC

    2. Если такой текст существует,  то исключить из  множества  A

минимальное число слов так, чтобы после этого любой текст, состав-

ленный из слов полученного множества A,  дешифровался  однозначно.

Напечатать  эти исключенные слова.  Если такой набор не единствен-

ный, то напечатать все наборы.

    3.Для введенного текста произвести его дешифровку и,  если де-

шифровка не единственная, вывести все варианты.

    Примечание: Порядок выполнения пунктов строго фиксирован.

                            Задача 28.

   На рисунке изображен фрагмент  компьютерной  сети.  Система

состоит из  двух  интерфейсов  Международного Союза ORT и двух

компьютеров. Каждый интерфейс подключен к отдельному компьюте-

ру, один из которых является компьютером-передатчиком,  другой

- компьютером-приемником.  Интерфейсы соединены друг с  другом

следующим образом:  все  восемь выходов интерфейса-передатчика

соединены с восемью входами интерфейса-приемника,  восьмой вы-

ход интерфейса-приемника  соединен  с  восьмым  входом  интер-

фейса-передатчика. Реле входов (выходов)  интерфейсов  нумеру-

ются с 0 по 7.  Для включения реле-выхода с номером A запишите

в порт с адресом 642 байт,  в котором бит с номером A равен 1.

Для выключения  реле-выхода  с номером A запишите в порт с ад-

ресом 642 байт, в котором бит с номером A равен 0. Для получе-

ния информации  о  состоянии реле-входа с номером A прочитайте

байт из порта компьютера с адресом 642 и проанализируйте бит с

номером A. Биты нумеруются, начиная с младшего.

     Задание:

Написать программу, которая осуществляет:

     1. Ввод с клавиатуры строки символов на  компьютере-пере-

датчике.  Передачу строки через связанные интерфейсы на компь-

ютер-приемник.  Отображение данной строки на компьютере-прием-

нике.

     2. Проверку типа компьютера (приемник или передатчик), на

котором загружается программа с выдачей сообщения об этом.

     3. Проверку правильности соединения интерфейсов  согласно

рисунку.

     Примечание:

     Выдача байта информации D в порт с адресом 642 и считыва-

ние байта D из порта с адресом 642 производится следующим  об-

разом:

  -----------------------T-----------------T----------------¬

  ¦Язык программирования ¦ Запись в порт   ¦ Чтение из порта¦

  +----------------------+-----------------+----------------+

  ¦  С                   ¦ OUTPORTB(642,D) ¦ D:=INPORT(642) ¦

  ¦  Pascal              ¦ PORT[642]:=D;   ¦ D:=PORT[642]   ¦

  ¦  Basic               ¦ OUT 642,D       ¦ D=INP(642)     ¦

  L----------------------+-----------------+-----------------

  ----¬   ------------------¬            ------------------¬   ----¬

  ¦ К ¦   ¦ INPUT    OUTPUT ¦            ¦ INPUT    OUTPUT ¦   ¦ К ¦

  ¦ О ¦   ¦                 ¦            ¦                 ¦   ¦ О ¦

  ¦ М ¦   ¦ O  0      0   O-+------------+-O  0      0   O ¦   ¦ М ¦

  ¦ П ¦   ¦ O  1      1   O-+------------+-O  1      1   O ¦   ¦ П ¦

  ¦ Ь +---+ O  2      2   O-+------------+-O  2      2   O +---+ Ь ¦

  ¦ Ю ¦   ¦ O  3      3   O-+------------+-O  3      3   O ¦   ¦ Ю ¦

  ¦ Т ¦   ¦ O  4      4   O-+------------+-O  4      4   O ¦   ¦ Т ¦

  ¦ Е ¦   ¦ O  5      5   O-+------------+-O  5      5   O ¦   ¦ Е ¦

  ¦ Р ¦   ¦ O  6      6   O-+------------+-O  6      6   O ¦   ¦ Р ¦

  L----   ¦ O  7      7   O-+------------+-O  7      7   O ¦   L----

          L-+----------------            L---------------+--

            L---------------------------------------------

                            Задача 29.

     Пометить ребра куба числами от 1 до 12 так,  чтобы  для  всех

вершин сумма пометок входящих ребер была одинакова.

                            Задача 30.

                     "Дырокол". Бабурин Е.А.

    Дырокол пробивает на длинной полосе бумаги по два одина-

ковых отверстия за одно нажатие его рычага и после  несколь-

ких нажатий получается следующее состояние бумаги.

     0    0      0    00     0    00   00        0    0

     Л    П      Л    ПЛ     П    ЛЛ   ПП        Л    П

    Буквы "Л" и "П" под лентой  обозначают,  соответственно,

левое и правое отверстия дырокола.

    По известным координатам отверстий на полосе  определить

возможную ширину между отверстиями дырокола.

                            Задача 31.

                            КОМПОСТЕР

                                   Авторы: АНДРЕЕВА Е.В.

                                           МАРЧЕНКО А.П.

     В билете  пассажира  оказалось пробито отверстий больше,  чем

штырей в компостере.  Пассажир утверждал,  что пользовался  только

одним компостером,  но случайно нажал на него несколько раз. Конт-

ролеру требуется определить, могло ли быть получено заданное распо-

ложение  отверстий  одним  и тем же компостером,  если билет можно

пробивать с обеих сторон неограниченное число  раз  и  произвольно

перемещать  и  поворачивать относительно компостера.  Пробитые от-

верстия не выходят за пределы билета.  В  билете  было  пробито  N

(N<10) отверстий.

ТРЕБУЕТСЯ :

 А. Для компостера с двумя штырями (S=2) составить программу,

    которая :

     1. Определяет, можно  ли  получить  заданным компостером

        требуемое  расположение отверстий в билете.  Если это

        возможно,  то  изображает  вид билета  после  каждого

        нажатия   компостера.  В  противном  случая,  выводит

        соответствующее сообщение.

     2. Определяет количество K различных компостеров  каждым

        из которых можно пробить заданную конфигурацию.

     3. При  K=0  (см. п.2)  находит  компостер,   с  помощью

        которого  можно   пробить  наибольшее  количество  из

        заданных отверстий.

     4. Находит  минимальное  число  нажатий,  требуемое  для

        пробивки заданной конфигурации отверстий, для каждого

        компостера из пункта 2.

 Б. Решить задачу А для компостеров с числом штырей S (S>2).

ПРИМЕЧАНИЯ.

 * Все исходные данные - натуральные числа.

 * Компостеры,  дающие  при  однократном  нажатии совпадающие

   конфигурации отверстий, считаются одинаковыми.

 * Относительное  расположение  отверстий в билете и штырей в

   компостере  вводится  либо  с  клавиатуры, либо из файла с

   именем COMP.DAT .

   Структура вводимой информации: {N,x[1],y[1],...,x[N],y[N],

   S,u[1],v[1],...,u[S],v[S]},   где  x[i], y[i] - координаты

   отверстий  в  билете,  u[i], v[i] -  координаты  штырей  в

   компостере.

 * Нажатие   компостера   (см.  п.1)   моделировать  клавишей

   "Пробел".

 * При  выводе конфигурации на экран (см. п.п.1,3) изображать

   координатную сетку. При этом программа должна осуществлять

   подходящее масштабирование.

             Задача 32 (Литовская олимпиада 1992 г.)

                Тендеpные тоpги на товаpной биpже.

   На бирже есть N продавцов и M покупателей  и  1  товар.  Каждый

продавец определяет для себя и объявляет минимальную цену,  по ко-

торой он согласен продать  товар,  а  каждый  покупатель  называет

максимальную цену,  по которой он еще согласен купить товар.

     1) Найти такую единую цену на товар, чтобы сумма сделок купли-

продажи была максимальной.

     2) Найти такую максимальную единую цену на  товар, чтобы общее

количество продавцов и покупателей, учавствующих в торгах, было мак-

симальным.

     ВВОД:

          <N=> N

          <Цены продажи> с1, ..., сN

          <M=> M

          <Стоимости покупки>  p1, ..., pM

     ВЫВОД:

          <Цена товара по пункту 1:> цена

          <Cумма сделок> сумма

          <Объемы продаж по продавцам> о1, ..., оN

          <Стоимости покупки>  p1, ..., pM

          <Цена товара по пункту 2:> цена

          <Количество участников торгов> количество

          <Номера участников-продавцов:> s1, ..., si

          <Номера участников-покупателей:> b1, ..., bj

                           Задача 33.

     M одинаковых дисков,  на ободе каждого из которых нанесены по

порядку числа от 1 до N,  насажены на общую ось. На диски мы смот-

рим  через  "окошко" - такую планку с прямоугольной прорезью,  что

через прорезь видно только по одному числу с каждого диска. Требу-

ется  развернуть  диски друг относительно друга так,  чтобы макси-

мальная сумма элементов "окошка" при синхронном  вращении  дисков,

была бы минимальна.

                             РАЗНОЕ.

                            Задача 1.

     Чисто программистская задача.

                            Задача 2.

     Другими словами необходимо написать программу, выполняющую те

же действия, что и команда RENUM языка ВASIC.

                            Задача 4.

     Позиция (1,1)  проигрышная  для игрока,  который должен с нее

сделать свой очередной ход (фишка уже стоит в позиции  (1,1).  Все

соседние позиции - (1,2),  (2,2), (2,1) - выигрышные для делающего

текущий ход (они приводят  в  выигрышную  позицию  (1,1).  Позиции

(3,1),(1,3),(3,3) - также проигрышные (любой ход из них приводит в

выигрышную позицию, и игрок, делающий следующий ход, выигрывает).

     Анализируя позиции дальше,  получаем предположение, что пози-

ции с обеими нечетными координатами являются проигрышными для  на-

чинающего,  все  остальные  позиции  -  выигрышные  для него.  Это

действительно так: из проигрышной позиции с обеими нечетными коор-

динатами после любого допустимого хода мы попадаем в позицию,  где

хотя бы одна из координат четная (выигрышную).  Из позиции с  хотя

бы  одной четной координатой мы всегда можем опять попасть в пози-

цию с обеими нечетными  координатами  (проигрышную  для  делающего

очередной ход). Так как последняя позиция (1,1) имеет обе нечетные

координаты,  то человек, начинающий с позиции, где хотя бы одна из

координат  четная,  всегда сможет сделать так,  чтобы после любого

его хода фишка была в позиции с обеими нечетными координатами, а в

конце концов - в позиции (1,1).

     Итак, если i и j нечетные,  то первый игрок при наилучших

ходах второго всегда проигрывает, иначе - выигрывает.

                           Задача 5.

     Если N и M взаимно просты (т.е.  если НОД(N,M)=1),  то  Коли-

чество=N+M-1. Если же k=НОД(N,M)<>1, то диагональ большого прямоу-

гольника можно представить как объединение k кусочков,  каждый  из

которых является диагональю прямоугольника размера (N/k,M/k),  где

N/k и M/k взаимно просты. Получаем, что

              Количество=k*(N/k+M/k-1)=N+M-НОД(M,N).

Итак, всегда Количество=N+M-НОД(M,N).

                           Задача 6.

     Будем обозначать текущую ситуацию в игре парой (S,i), где S -

количество бананов,  оставшихся в куче,  перед текущим ходом  i-ой

обезьяны (i равно 1 или 2).

     Для того,  чтобы  (S,1)  была выигрышной для игрока 1,  среди

возможных ситуаций после его хода (S-a_1,2), ... ,(S-a_k,2) должна

быть хоть одна проигрышная для игрока 2 (в эту то ситуацию и  надо

будет перевести игру);  если все ситуации выигрышные для игрока 2,

то (S,1) - проигрышная для игрока 1 (как бы он не поступал, он все

равно проиграет).

     Пусть ситуация после хода игрока 1 стала (S',2). Опять же де-

лаем все допустимые ходы из этой позиции и смотрим является ли по-

лучившаяся ситуация (S",1) выигрышной,  проигрышной или такой, ко-

торую мы еще не можем оценить.  Если выполняется последняя альтер-

натива,  то из (S",1) мы опять делаем все возможные ходы, анализи-

руем, и т.д.

     Если мы в конце концов определили, для кого является выигрыш-

ной текущая позиция, то возвращаемся к предыдущему ходу и пытаемся

определить,  какая позиция для делающего ход и т. д., пока не вер-

немся к ситуации (L,1).

const l1=200;

      s=10;

var   a: array [0..l1,1..2] of byte; { в ячейке a[L,i] хранится

                                      информация, кто выигрывает

                                         в ситуации (L,i)}

      b: array [1..2,0..s] of byte;  { массив возможных ходов    }

                                     { первого и второго игроков }

                                     { в b[i,0] хранится число   }

                                     { возможных ходов игрока i  }

      l,i,j:integer;

  Function  f(ba:Integer;No: Byte): Byte;

   Var i,p,r: Byte;      { рекурсивная функция вычисления (L,i) }

   Begin                    { f=i, если в (ba,i) выигрывает i }

     if Ba<0             { после хода монет <0? }

     Then  f:= 3-No      { выигрыш игрока с номером 3-Nо }

     else if ba=0                { монет = 0? }

          then begin             { выигрыш No}

                  f:=No;

                  a[ba,no]:=no;

               end

          Else if a[ba,no]<>0      { в этой ситуации мы уже были }

               Then F := a[ba,no]  { в ней выигрывает a[ba,no] }

               Else

                    Begin { эту ситуацию мы еще не рассматривали }

                         r := 0;

                         { мы будем делать все возможные ходы }

                         For i := 1 to b[No,0] do

                            if ba-b[no,i]>=0 { если ход возможен }

                                             { то делаем его }

                            then r := r or F(Ba-B[No,i],3-No);

                         if r=0 then r:=no;

                         If (No and R)<>0 { есть выигрышный ход? }

                         Then p := No     { да, (ba,i)=No }

                         Else p := 3-No;  { нет, (ba,i)=3-No }

                         A[Ba,No]:=p; { запоминаем эту информацию }

                         f:=p;

                    End;

   end;

begin

     for i:=0 to l1 do

      for j:=1 to 2 do  A[i,j] := 0;

    write('s=');

    readln(b[1,0]);     { b[1,0] = количество ходов первого игрока }

    for i:=1 to b[1,0] do

    begin

     write('a',i,'=');  { сами ходы }

     Readln(b[1,i]);

    end;

     write('k=');

     Readln(b[2,0]);    { b[2,0] = количество ходов второго игрока }

     For j := 1 to b[2,0] do

     begin

       write('b',j,'=');

       Readln(b[2,j]);  { ввод ходов }

     end;

repeat                  { для данных ходов вводятся значения L }

     write('L=');       { число бананов }

     readln(l);

     if f(l,1)=1        { вызов рекурсивной функции-проверки }

     then writeln('1-я выиграла')

     else writeln('1-я проиграла');

     for i:=1 to b[1,0] do  { распечатка результатов возможных ходов }

     if (l-b[1,i])>=0       { из начальной позиции L }

     then writeln('b=',b[1,i],' winner=',a[l-b[1,i],2]);

      writeln;

until false;

end.

                            Задача 7.

     Идея решения аналогична изложенной в задаче про обезьян.

                            Задача 8.

     Если n=1,  и единственное слово начинается и заканчивается на

одну и ту же букву, то цепочка построена.

     Для того,  чтобы можно было переупорядочить слова A1, ..., An

из набора A в "цепочку",  необходимо,  чтобы совокупность букв, на

которые заканчиваются слова,  совпадала с совокупностью  букв,  на

которые эти слова начинаются (другими словами, чтобы каждой завер-

шающей букве слова соответствовала такая же начальная буква  како-

го-то слова).  То, что это не достаточное условие, показывает при-

мер: AB, BC, CA, DE, ED. "Цепочку" построить нельзя.

     Так как  цепочка  обязана  пройти через каждое слово,  то все

равно, с какого слова набора A начинать. Возьмем слово A1. Удаляем

его из множества A: A:=A\A1. Ищем в A какое-нибудь слово Ai, начи-

нающееся с последней буквы слова A1 (такое слово всегда  существу-

ет,  так как мы считаем, что необходимое условие, упомянутое выше,

выполняется).  Удаляем Ai из A: A:=A\Ai, ищем в A какое-нибудь Aj,

начинающееся  с  последней буквы Ai и т.д.  Продолжаем до тех пор,

пока либо все слова A1,  ... ,An не войдут в цепочку (тогда задача

решена), либо пока не окажется, что A не пусто, и в нем нет слова,

начинающегося на последнюю букву x последнего  слова  (кстати,  из

необходимого  условия следует,  что эта буква x совпадает с первой

буквой первого слова). Мы нашли какую-то подцепочку.

     Пример: A=(AB,BC,CA,BD,DC,CB).

     Подцепочка1: AB,BC,CA.

     Цепочка существует: AB,BD,DC,CB,BC,CA.

     Пусть мы  нашли подцепочку 1.  Берем опять какое-нибудь слово

из A в качестве начального для очередной подцепочки и опять повто-

ряем построение следующей подцепочки, и т.д.

     В конце концов пусть множество A стало пустым, и весь началь-

ный  набор слов A1,  ...  ,An распался на k подцепочек.  Начнем их

склеивать:

     Пусть в подцепочках i и j соответственно есть слова u и v та-

кие, что в u и v совпадают первые буквы. Пусть цепочка i имеет вид

i=BuC,  а j=EvD (тут B,C,D,E - некоторые последовательности слов).

Склеенная из i и j цепочка будет иметь вид

     EuCBvD.

(Проверьте, что такая склейка корректна!)

     Склеивая все подцепочки, получим искомую цепочку. Если на ка-

ком-то шаге окажется,  что склейка никаких двух подцепочек  невоз-

можна, то задача неразрешима.

     Пример 1.  Для приведенного в предыдущем примере набора  слов

будет 2 подцепочки:

     AB, BC, CA    и

     BD, DC, CB.

     У них совпадают первые буквы в словах BC и BD.  После склейки

получаем

     AB, BD, DC, CB, BC, CA.

     Пример 2.  A=(ACA, BB). Две подцепочки: ACA и BB. Слов с сов-

падающими первыми буквами в них нет, задача неразрешима.

     Вариант #2 решения задачи.

     Если при  составлении  цепочки оказалось,  что в наборе A нет

слова с первой буквой,  совпадающей с последней буквой  последнего

слова Aj цепочки, то Aj "отщепляем" от нее и пытаемся найти другое

подходящее слово.  Если это не удается,  то "отщепляем"  очередное

последнее слово цепочки и т.д.  Если на каком-то шаге A пусто,  то

задача решена,  иначе если на каком-то шаге цепочка стала  пустой,

то задача неразрешима.

     Пусть есть набор слов A=(A1, ... ,An). Каждому слову приписан

его уникальный  номер,  равный индексу.  Слова упорядочены по воз-

растанию индекса.

     Цепочка = A1

     A=A\A1; инд=1.

     Пока (A не пусто) и (цепочка не пустая) повторять

     нц

       Если в A есть подходящее слово с индексом > инд

       то приписываем к цепочке это слово,

          слово удаляем из A

          инд=1

       иначе "отщепляем" от цепочки последнее слово Aj

             инд=j

             Aj заносим в A

     кц

     Если A пусто, то цепочка найдена

     иначе задача не имеет решения.

     Этот метод называется "перебор с возвратом" ("backtracking").

                            Задача 9.

     Предположим, что левая фишка (будем называть ее Ф1) можем хо-

дить только вправо,  а правая фишка Ф2 - только влево, и ход пере-

давать нельзя. Решение задачи в первоначальной постановке сводится

к решению задачи при налагаемых выше ограничениях.

     Пусть первый  ход делает Ф1.  Ф1 выигрывает,  если количество

клеток между фишками d(Ф1,Ф2) (вначале оно равно m-2)  не  делится

нацело  на  k+1.  Действительно,  пусть  Ф1 делает такой ход,  что

d(Ф1,Ф2) кратно k+1.  Какой бы ход не сделала Ф2 (например,  на  L

клеток влево),  Ф1 следующим ходом смещается на k+1-L клеток впра-

во, и,  таким  образом,  после  хода  Ф1 расстояние d(Ф1,Ф2) снова

кратно k+1.  А так как 0 также делится на k+1 нацело,  то наступит

момент,  когда d(Ф1,Ф2)=0 и предыдущий ход был ходом Ф1,  т.е.  Ф2

проиграла.  Если (m-2) mod (k+1)=0,  то Ф1 при наилучших ходах  Ф2

проигрывает.

     Если разрешить фишкам ходить как  влево,  так  и  вправо,  то

всегда  выигрывает  та  фишка,  после хода которой d(Ф1,Ф2) кратно

k+1.

                            Задача 10.

     Последовательность строится так:  сначала  пишется  0,  затем

повторяется  следующее действие:  уже написанную часть приписывают

справа с заменой 0 на 1, 1 на 0, т.е.

                0 -> 01 -> 0110 -> 01101001 ->...

     Докажите, что предложенная  последовательность  удовлетворяет

условию задачи.

     Если не смогли этого сделать, то вот доказательство:

     Будем нумеровать цифры последовательности,  начиная  с  нуля.

Итак,  a(0)a(1)=01,  a(2)a(3)=10=a(1)a(0). Отметим, что последова-

тельность состоит из 'кирпичиков' 01 и 10 (любые a(2k)a(2k+1) есть

либо a(0)a(1), либо a(1)a(0)). Любой отрезок четной длины, начина-

ющийся с элемента с четным индексом a(2k) имеет  поровну  нулей  и

единиц.  Предположим, что в M есть три смежных одинаковых отрезка.

Если есть такие отрезки, то есть и отрезки минимальной длины. Мож-

но считать, что сначала идет начальный отрезок P, затем подряд три

смежных одинаковых отрезка S1,S2 и S3 минимальной длины, S1=S2=S3=

=S:

                       P S1 S2 S3.

     Будем обозначать длину отрезка A через IAI.

     Есть 4 возможных варианта:

     1) IPI=2k, ISI=2l.

     Будем писать 0* вместо 01 и 1* вместо 10. С помощью этих сим-

волов последовательность M записывается так же, как и раньше:

     M=0*1*1*0*1*0*0* ...

     Значит и  P,  и  S можно записать с помощью символов 0* и 1*;

начальный отрезок P будет состоять из k знаков 0* и 1*, а S - из l

знаков. Уберем звездочки у цифр - последовательность M от этого не

изменится.  А из P,S1,S2 и S3 мы получим новые отрезки P', S1',S2'

и  S3'  с  длинами вдвое меньшими.  Отрезки S1',S2' и S3' остаются

одинаковыми, а длина каждого из них станет l. Мы получили противо-

речие с утверждением о минимальности длины S.

     2) IPI=2k, ISI=2l+1.

     Отрезок S1 начинается элементом с четным индексом.  Длина от-

резка S1 S2 четная (она равна 4l+2),  и в нем одинаковое число ну-

лей и единиц.  Длина S1 нечетная, и, без нарушения общности, пред-

положим,  что нулей в S1 больше, чем единиц, тогда в S2 единиц бу-

дет больше чем нулей?! Противоречие с тем, что S1=S2.

     3) IPI=2k+1, ISI=2l+1.

     Отрезок S2  S3  имеет  четную  длину и начинается элементом с

четным индексом. Далее рассуждения аналогичны приведенным в пункте

2.

     4) IPI=2k+1, ISI=2l.

     Последний элемент  отрезка  P  имеет индекс a(2k) (вспомните,

что нумерация элементов начинается с нуля).  Пара   a(2k) a(2k+1)

есть либо 01,  либо 10,  и всегда a(2k)<>a(2k+1).  Первые элементы

S1,S2 и S3 будут, соответственно, a(2k+1), a(2k+2l+1), a(2k+4l+1).

Поэтому из совпадения S1=S2=S3 следует, что

     a(2k+1)=a(2k+2l+1)=a(2k+4l+1)<>a(2k)=a(2k+2l)=a(2k+4l).

     Следовательно, так как

       a(2k)a(2k+1)=a(2k+2l)a(2k+2l+1)=a(2k+4l)a(2k+4l+1),

то мы можем считать, что повторяющиеся отрезки S1 S2 S3 начинаются

в позиции a(2k),  IPI=2k,  ISI=2l,  а этот случай уже  разобран  в

пункте 1.

                            Задача 11.

     Рассмотрим сначала случай, когда a, b, c, xi - натуральные.

     1) Разбивка на слагаемые.

     Если a<c,  то задача неразрешима,  если a лежит на [c,d],  то

задача решена.

     Пусть a>d.  Минимальное число слагаемых  будет  тогда,  когда

каждое  из  слагаемых  будет  как  можно  больше.  Введем  функцию

ceil(x)=k+1, если k<x<=k+1, k - целое. Покажем, что в случае, если

разложение существует, то необходимо ceil(a/d) слагаемых.

     Пусть k=ceil(a/d).  Если мы возьмем k слагаемых по d, то пре-

вышение над a будет p=k*d-a. Каждое из k слагаемых мы можем умень-

шить не более чем на d-c.  Количество уменьшаемых слагаемых должно

быть n=ceil(p/(d-c)).  Если n>k, то разложения не существует (сла-

гаемых,  которые надо уменьшить,  больше,  чем у нас есть, другими

словами,  a div c = a div d,  и a mod c <> 0,  a mod d <> 0). Если

n<=k, то L, L=p div (d-c), слагаемых уменьшаем на (d-c), одно сла-

гаемое - на p mod (d-c), остальные остаются без изменений (равными

максимальному).

     Если a,  b, c, xi - целые, то алгоритм практически не изменя-

ется.

     2) Разбивка на сомножители.

     Метод решения этой задачи аналогичен использованному при  ре-

шении  задачи о нахождении максимальной по длине возрастающей под-

последовательности введенной  последовательности  (см.  задачу  20

главы "Рекуррентные соотношения и динамическое программирование").

     Опять будем рассматривать только случай a>d.

     Обозначим через L упорядоченное по возрастанию множество  де-

лителей числа A, лежащих на отрезке [c,d], количество делителей не

превышает 2*SQRT(A) (если a=f*g,  то f<=SQRT(a), g>=SQRT(a), всего

разных  f - не более SQRT(a),  столько же и разных g).  Пусть L1 -

минимальный элемент из L, a L2- максимальный. В массив S[1..k] за-

несем  по  возрастанию  все делители числа a (включая и само число

a=S[k]), начиная с минимального элемента из L. Из утверждения выше

следует, что k<=2*SQRT(A)+1.

     Будем искать минимальную по длине последовательность  элемен-

тов  массива S,  ведущую из множества L в число a=S[k] такую,  что

каждый последующий элемент последовательности при делении на  пре-

дыдущий дает частное,  принадлежащее множеству L,  и нулевой оста-

ток.

     Заведем массивы B[1..k] и C[1..k].  В B[i] будем заносить ин-

декс  последующего  элемента  в  подпоследовательности минимальной

длины,  ведущей из S[i] в S[k] (B[i]=0,  если в a из S[i]  попасть

невозможно),  в  C[i] будет храниться число элементов в этой мини-

мальной последовательности (отметим,  что мы рассматриваем  только

такие последовательности, у которых частное от деления последующе-

го члена последовательности на предыдущий принадлежит множеству L,

а остаток от деления нулевой).

     Сначала во  все  элементы  C,  кроме последнего,  занесем ка-

кое-нибудь большое число,  например 2*A.  Если C[i]=2*A,  то будем

считать,  что последовательности элементов, идущей от S[i] к S[k],

пока не обнаружено.

     После заполнения матриц A и B мы  находим  минимальную  длину

цепочки, ведущей из множества L в число a.

     for i:=1 to k-1 do C[k]:=2*A;  { последовательности нет }

     C[k]:=1;      { последовательность из одного элемента A }

     B[k]:=0;      { предыдущего элемента нет }

       for i:=k-1 downto 1 do

         for j:=i+1 downto k do

           if (S[j] div S[i] >=L1) and   { частное S[j]/S[i] }

              (S[j] div S[i] <=L2) and   { принадлежит L, и  }

              (S[j] mod S[i] =0)         { остаток нулевой }

           then if C[i]>C[j]+1    { если длина обнаруженной }

                then begin   { сейчас подпоследовательности, }

                        { идущей от S[i] к S[k], меньше, чем }

                  C[i]:=C[j]+1;   { ранее найденная, то кор- }

                  B[i]:=j         { ректируем длину и индекс }

                end;              { следующего элемента }

       i:=1; min:=2*A; j:=0;

       while S[i]<=L2 do

       begin

         if C[i]< min

         then begin

           min:=C[i];    { корректируем минимум }

           j:=i;         { сохраняем индекс первого элемента }

         end;

         i:=i+1

       end;

       if j=0

       then writeln('Разложения не существует')

       else begin

              writeln('Разложение:');

              write(A[j]);

              for i:=1 to min-1 do

              begin

                P:=j;

                j:=B[j];

                write(A[j]/A[p]) { распечатка сомножителя }

              end

       end

     В случае, если a, c, d, xi - целые, в массив S помещаем в по-

рядке возрастания модуля все делители числа A, начиная с минималь-

ного элемента в L. Далее - аналогично.

                            Задача 12.

     См. решение задачи о том,  является ли введенное слово перио-

дическим повторением какого-то другого слова (Задача 24).

                            Задача 13.

     Решается аналогично  задаче 23 (глава "Рекуррентные соотноше-

ния и динамическое программирование").

                            Задача 14.

     Если последовательности B и C совпадают,  то вычеркнутых букв

определить нельзя.

     Если B и C различаются ровно в одной позиции (т.е.  в A  были

вычеркнуты соседние буквы), то определить вычеркнутые буквы можно,

а  последовательность  A  -  нет  (пример:  A='ABCDB',   B='ACDB',

C='ABDB').

     Чуть-чуть упростим задачу.  Уберем из начала и конца последо-

вательностей  B  и C все совпадающие элементы.  Получим последова-

тельности B' и C'.  Пример B='albce', C='alcde', B'='bc', C'='cd',

т.к. первые два и последний символ у B и C совпадают. Если мы смо-

жем восстановить слово, из которого получается B' и C', то мы смо-

жем восстановить и A.

     Пусть B'=b1b2b3 ... bk

           C'=c1c2c3 ... ck.

     Если b1=c2=b3=c4= ... и              (*)

          c1=b2=c3=b4= ...,

     то определить последовательность A нельзя,  выброшенные буквы

- это b1 и c1.

     Пример: B='abab',  C='baba'.  В качестве A  можно  взять  как

'babab', так и 'ababa').

     Если же (*) не выполняется, то можно найти и A, и вычеркнутые

буквы.  Мы  находим  такие  элементы в B' и C',  что c(i)=b(i+1) и

b(i)<>c(i+1) (или c(i)<>b(i+1), а b(i)=c(i+1)), и получаем началь-

ную строчку A=b(1) ... b(i)b(i+1)c(i+1)b(i+2)

... b(k) (или A=c(1) ... c(i)c(i+1)b(i+1)c(i+2) ... c(k)).

     Пример: B'='bc'

             C'='cd'

     Слово из которого получается и B' и C' - 'bcd'.

                            Задача 16.

     Эту же последовательность можно записать и так:

                2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, ...

     Очередной член последовательности - 28.

                            Задача 17.

     Члены последовательности есть запись числа 6 в двоичной, тро-

ичной, четверичной,  пятеричной, шестеричной, ... системах счисле-

ния. Все остальные члены последовательности равны 6.

                            Задача 18.

     Если мы знаем расстояние R от некоторой точки С до  точки  А,

то  точка  A  будет лежать где-то на окружности O(R,C) радиуса R с

центром в точка C.

     Возьмем на оси абсцисс две точки - V и W. Узнаем

     1. Расстояние R1 - от точки V до точки A.

     1. Расстояние R2 - от точки W до точки A.

     1. Расстояние R3 - от точки V до точки B.

     1. Расстояние R4 - от точки W до точки B.

     Точка A - это одна  из  двух  точек  пересечения  окружностей

O(R1,V)  и  O(R2,W).  Точка B - это одна из двух точек пересечения

окружностей O(R3,V) и O(R4,W).  Обозначим точки пересечения окруж-

ностей соответственно  через  A1,  A2  и B1,  B2.  Эти точки можно

рассматривать как вершины  равнобедренное  трапеции  с  основания-

ми-отрезками [A1, A2] и [B1, B2]. (Трапеция равнобедренная так как

точки A1 и B1 симметричны относительно оси абсцисс точкам A2 и  B2

соответственно). Отрезок  [A,B], фигурирующиий в задаче, - один из

следующих четырех:  [A1,B1], [A1,B2], [A2,B1], [A2, B2] - т.е. это

либо боковая сторона трапеции, либо ее диагональ. А так как в рав-

нобедренной трапеции срединные перпендикуляры к боковым сторонам и

срединные перпендикуляры к ее диагоналям пересекаются в одной точ-

ке (докажите это!), то для нахождения этой искомой точки достаточ-

но четырех вопросов.

                            Задача 19.

     Определим вначале  ситуации,  когда  можно  можно  определить

фальшивую монету за одно взвешивание. Это возможно сделать, если:

     есть две  неизвестные  монеты и одна стандартная (заведомо не

фальшивая);

     есть три  неизвестные  монеты и известен вес фальшивой монеты

(т.е. информация о том, больше или меньше ее вес).

                             Алгоритм:

     Разобьем 13 монет на 3 части: 4,4 и 5 монет.

     1. вес монет в первых частях равны. Тогда это стандартные мо-

неты. Будем обозначать их через с а возможные фальшивые монеты че-

рез ф.

      2-е взвешивание

         ссс и  ффф (остались неопределенными только фф из третьей

         части).

     Если веса  равны,  то  фальшивая среди оставшихся двух.  Если

нет, то среди взвешенных трех, но ее вес известен.

     2. Веса  монет  в  первых  частях  не равны.  Тогда монеты из

третьей части - стандартные монеты.  Определим  взвешенные  монеты

как  т (тяжелые) или л (легкие) в зависимости от результатов взве-

шивания.

      2-е взвешивание

         ссст и тттл

Если веса равны,  то фальшивая среди оставшихся трех легких.  Если

нет, то возможны следующие ситуации.

     2.1. ссст легче тттл. Понятно, что фальшивая монета находится

среди трех тяжелых монет.

     2.2. ссст тяжелее тттл.  Понятно,  что фальшивая монета нахо-

дится среди двух монет: тяжелой монеты слева или легкой справа.

     Поэтому фальшивую  монету можно определить за одно оставшееся

взвешивание.

                          Задача 20.

{                     Задача "Быки  и  коровы"

      Пользователь загадывает число из 4 цифр,  каждая из которых от

1 до 6,  причем все цифры различны.  Разработать  алгоритм,  который

угадывает  число по следующим правилам:  выводится число и пользова-

тель сообщает,  сколько в нем "быков" и "коров",  т.е.  сколько цифр

стоят  на своих местах и сколько цифр содержатся в обоих числах,  но

совпадают лишь по значению.  Например,  пусть загадано  число  1264,

спрошено 1256. В этом случае 2 быка (1,2) и одна корова (6)

     б) Правила игры те же, но загадывается 6-значное число с цифра-

ми от 1 до 9, причем среди цифр допускаются одинаковые.

     Примечание : Спрошенное число должно удовлетворять правилам для

загадываемого; компьютеру на ход дается 1 минута .

     Итак, 1-ое что приходит в голову играть по следующему  правилу:

называть первое попавшееся число, которое может быть задуманно, т.е.

при сопоставлении любого ранее спрошенного числа с новым должно  по-

лучится такое-же количество 'быков' и 'коров'. Число будем представ-

лять в виде массива цифр. }

 const  MaxSgn = 6; {  Максимальное значение в числе }

          Sgn = 4; { Количество цифр в числе }

type S = 1..MaxSgn;

     Numb = array[1..Sgn] of S;

function cows(n1,n2:Numb):byte;

 { Сравнивает два числа и возвращает результат сравнения в виде

   <количество быков>*10+<количество коров> }

var i1,i2 : 1..Sgn;

    a : byte;

begin

 { Необходимо сравнивать все цифры первого числа со всеми цифрами второго }

 a:=0;

 for i1:=1 to Sgn do

  for i2:=1 to Sgn do

   if n1[i1]=n2[i2] then

     if i1=i2 then a:=a+10 { Встретился 'Бык' }

     else inc(a);

 cows:=a;

end;

type Step = Record  { Информация об одном вопросе - ответе }

       n : Numb;  { Спрошенное число }

       answer : byte;  { Ответ }

     end;

     Game = array[1..32] of step;

     { Информация о всех вопросах - ответах }

var Nstep : byte; { Номер текущего шага }

    Info : Game;

    Curnumb : Numb;

    i,j : integer;

    b : boolean;

BEGIN

 clrscr;

 for i:=1 to Sgn do Curnumb[i]:=i;

 Nstep:=0;

 while true do

  { Пока не будут перебраны все числа или не найденно решение }

  begin

   { Спросить текущее число }

   for i:=1 to Sgn do write(Curnumb[i]);

   write(' ? ');

   inc(Nstep);

   Info[Nstep].n:=Curnumb;

   readln(Info[Nstep].Answer);

   { Пользователь должен ввести число, первая цифра

     которого 'Быки', вторая - 'Коровы' }

   if (Info[Nstep].Answer div 10+Info[Nstep].Answer mod 10)>Sgn then

    begin writeln('Плохая игра !'); exit; end;

   { 'Быков' и 'Коров' вместе не может быть больше, чем цифр }

   if Info[Nstep].Answer=10*Sgn then exit;

   { Далее идет генерация нового числа }

   repeat

    i:=Sgn;

    { Увеличение числа на 1-цу }

    while (i>=1) and (Curnumb[i]=MaxSgn) do

      begin

       Curnumb[i]:=1;

       dec(i);

      end;

    if i<1 then

      begin { Все числа перебраны, а ответ не найден }

       writeln('Вы неправильно отвечали !'); exit; end;

    inc(Curnumb[i]);

    b:=true;

    { Проверка на встречающиеся одинаковые цифры }

    for i:=1 to Sgn do

     for j:=i+1 to Sgn do

      b:=b and (Curnumb[i]<>Curnumb[j]);

    for i:=1 to Nstep do b:=b and (cows(Curnumb,Info[i].n)=Info[i].Answer);

    until b;

  end; { while }

END. { program }

     Итак, наша  программа  работает  следующим  образом:  мы  путем

последовательного увеличения на 1 генерируем все возможные 6-значные

числа,  отбираем среди них те, в которых все цифры различные, и, на-

конец,  те  из них,  которые удовлетворяют хранящимся в массиве Info

ответам, задается пользователю в качестве вопроса. Возникает ряд ре-

зонных вопросов: сколько всего интересующих нас 4-значных цифр и ка-

кая их часть не содержит повторений.

     За сколько  шагов  может угадать ответ самый быстрый алгоритм и

насколько хороша наша стратегия?

     Давайте попытаемся  ответить на них.  Итак сколько всего чисел?

     Пусть k цифр и m позиций.  В первой позиции может стоять  любая

из  k  цифр,  что  нам дает k вариантов.  Во второй-также любая из k

цифр, т.е. k^2. И так далее m раз, т.е. всего k^m вариантов. Обобщим

эту идею.

     Определение: размещение с n повторением из k элементов по m на-

зывается m-элементный массив натуральных чисел, каждое из которых не

превосходит k.

     Утверждение: Число  размещений  с  повторениями из k по m равно

k^m. Доказательство проводим по индукции:

     Базис индукции: При m=1 у нас ровно k вариантов.

     Индуктивный переход:  Пусть утверждение верно при m=n-1.  Дока-

жем,  что  оно  верно при m=n.  Зафиксируем число 1.  Справа к этому

числу припишем k^(n=1) размещений из k по n-1. Аналогично поступим с

1,2,3...k. Получим k^(n-1)*k=k^n вариантов.

     Таким образом,  число 4-значных чисел с цифрами от 1 до 6 равно

6^4=1296. Теперь посмотрим, сколько из них не содержит повторяющихся

цифр.

     Определения: размещением  из k элементов по m называется m-эле-

ментный массив каждая компонента которого не превосходит k  и  среди

них не встречаются одинаковые. Очевидно, что множество размещений не

пусто лишь при m<=k.

     Число размещений из k по m принято обозначать A.

     Утверждение A=k*(k-1)*...(k-m+1)=k!/(k-m+1)!

     Доказательство проводим по индукции:

     Базис индукции: При m=1 у нас ровно k вариантов.

     Индуктивный переход: Пусть утверждение верно при m=n-1. Выберем

любое из k!/(k-n+1)! размещений из k по n-1. Чисел, которые в нем не

участвуют-(k-n+1). Приписывая их поочередно справа к выбранному раз-

мещению мы получим (k-n+1) вариантов. Перебирая все размещения:

   (k!/(k-n+1)!)*(k-n+1)=k!/(k-n)!

     Таким образом,число 4-значных чисел с цифрами от  1  до  6  без

повторений равно A46=6*5*4*3=360,  т.е.  в 3 раза меньше,  чем число

вариантов,  которые мы перебирали. Итак мы нашли один способ для оп-

тимизации нашей программы: генерировать не все числа, а лишь те, ко-

торые не содержат повторяющихся цифр. Возьмем это на заметку, а сей-

час попробуем оценить максимальное число шагов, за которое отгадыва-

ет лучший игрок. Вариантов ответа у нас:

     Пусть угадано  4  цифры.  Среди  них  могут быть 2,1,0 "быков".

Пусть угаданы 3 цифры.  Среди них могут быть 3,2,1,0 "быков".  И так

далее: получаем 3+4+2+1=10 вариантов.

     Таким образом за  каждый  вопрос  количество  допустимых  чисел

уменьшается,  если мы рассматриваем худший случай, не более чем в 10

раз.  Число шагов,  за которое угадывает лучший игрок,  не менее чем

[log10 360]+1=3

     Ну а теперь попытаемся повысить эффективность работы программы.

Как уже было отмечено выше,  нам достаточно перебрать не 1096 комби-

наций,  а всего лишь 360.  Это не отразится на быстроте  угадывания,

т.е. числе шагов, так как не изменим стратегии "первый попавшийся из

подходящих", но уменьшит время обдумывания хода.

     Генерировать числа будем следующим образом:  для начала выберем

множество цифр,которое в него входит,  ну а затем будем переставлять

элементы этого множества между собой. Множество цифр удобно, для на-

ших целей,  представить в виде массива длины  4,  элементы  которого

расположены в порядке возрастания. Будем генерировать эти массивы в

лексикографическом порядке, т.е. сначала  сравниваются  первые  циф-

ры,если они равны -- вторые, и так далее. То есть:

     1   2   3   4

     1   2   3   5

     1   2   3   6

     1   2   4   5

     1   2   4   6

     1   2   5   6

     1   3   4   5

       .   .   .

       .   .   .

Значит, мы должны увеличить самую правую цифру,  какую это возможно,

и уменьшить затем те цифры,  какие стоят за ней.  Заметив, что номер

цифры,  которую нужно увеличивать,  уменьшается на 1,  а как  только

последний  элемент массива можно будет увеличить, скачкообразно ста-

новится равной длине массива, приходим к следующему алгоритму:

    {n-число цифр}

    {A-массив который содержит текущие комбинации}

   Var

      p:integer;

        {номер элемента ,который увеличивается в данный момент }

   Var

      i:integer;

     for i:=1 to n do

       a[i]:=i;{ Начальное значение }

     p:=n;{ увеличивается крайняя правая цифра }

     while p>=1 do

      begin

         {Write(A)}-{Последовательность готова};

         for i:=k  downto p do

           A[i]:=A[p]+i-p+1;

         if a[k]=n then dec(p);

                   else p:=k;

      end;

Для генерирования всевозможных перестановок множества служит следую-

щая идея:  Пусть у нас сформированы всевозможные перестановки  длины

N-1  .Вставляя  оставшийся элемент в каждую перестановку во все воз-

можные позиции, мы получим все комбинации длины n. Например, число 1

в перестановку 2 3 можно вставить следующими 3-мя способами:

     1  2  3

     2  1  3

     2  3  1

Следует отметить,  что  получающиеся  перестановки обладают приятным

свойством: каждая перестановка получается из предыдущей путем обмена

двух соседних элементов.  Применяя эту идею рекурсивно,  мы получим,

например, следующую последовательность перестановок:

     1  2  3

     2  1  3

     2  3  1

     3  2  1

     3  1  2

     1  3  2

Для применения  этого  алгоритма в рекурсивной форме нам понадобится

хранить всевозможные перестановки.  Давайте попытаемся привести этот

алгоритм  к  нерекурсивной  форме.  Для i-го элемента нам необходимо

знать:

    Куда он сейчас движется - вправо или влево.

    Знать номер возможного из n-i+1 мест в перестановке  длины  n-i,

    которое он сейчас занимает.

Мы приходим к следующему алгоритму:

  { B - массив элементов перестановки }

  { Direc - массив направлений, i-й элемент равен TRUE, если тело i движется

    вправо }

  { Posit - массив положения i-го элемента в перестановке n-i элементов }

    for i:=1 to n do

      begin

        B[i]:=i;

        Posit[i]:=1;

        Direc[i]:=TRUE;

      end;

    Posit[n]:=0;

     Давайте попытаемся привести этот алгоритм к нерекурсивной  фор-

ме. Для i-го элемента нам необходимо знать:

     Куда он сейчас движется-вправо или влево.

     Номер возможного из n-i+1 мест в перестановке длине n-i,  кото-

рое он сейчас занимает.

  Мы проходим к следующему алгоритму:

  {В-массив элементов перестановки}

  {Direc-массив направлений. i-й элемент равен true,

   если число i движений вправо }

  {Posit- массив положения i-го элемента в перестановке

   n-i элементов}

For i:=1 to n do

 begin

  b[i]:=i;

  posit[i]:=1;

  direc[i]:=true;

 end;

posit[n]:=0;

i:=1;

while i<n do

 begin

  direct[i]:=not direct[i];

  posit[i]:=1;

  if direct[i] then inc(x);

  inc(i)

 end;

if i<n then

 begin

  if pirof[i] then k:=c[i]+x

              else k:=n-i+1-c[i]+x;

              b[k]<->b[k+1];

              inc(posit[i])

 end

end;

  И, наконец, новый вариант программы игры

Const MaxSgn=6;

         Sgn=4;

Type s=1..MaxSgn; {цифра}

     Numb=array[1..Sgn] of s;

function cows(n1,n2:Numb):byte;

 { Сравнивает два числа и возвращает результат сравнения в виде

   <количество быков>*10+<количество коров> }

var i1,i2 : 1..Sgn;

    a : byte;

begin

 { Необходимо сравнивать все цифры первого числа со всеми цифрами

   второго }

 a:=0;

 for i1:=1 to Sgn do

  for i2:=1 to Sgn do

   if n1[i1]=n2[i2] then

     if i1=i2 then a:=a+10 { Встретился 'Бык' }

     else inc(a);

 cows:=a;

end;

type Step = Record  { Информация об одном вопросе - ответе }

       n : Numb;  { Спрошенное число }

       answer : byte;  { Ответ }

     end;

     Game = array[1..32] of step;

     { Информация о всех вопросах - ответах }

var NStep:byte;

    Info:game;

Procedure testnumber;

{процедура проверяет, удовлетворяет ли входное число ранним ответам,

 и,  если да, то задает его в качестве вопроса. В случае, если число

 угадано, заканчивает игру}

Var i:byte;

begin

 for i:=1 to nstep do

  if cows(n,info[i].n)<>info[i].answer then Exit;

 inc(Nstep);

 info[nstep].n:=n;

 for i:=1 to sgn do write(n[i]);

 write('   ?   ');

 readln(info[nstep].answer);

 if info[nstep].answer=sgn*10 then

                              halt;

                              {игра окончена}

 end; {test number}

Var tset{текущее n-элементное подмножество}

    ,tn:number;

    i,j,k,l:byte;

    direc:array[1..sgn] of boolean;

    posin:array[1..sgn] of byte;

begin

{инициализация}

nstep:=0;

for i:=1 to sgn do tset[i]:=i;

i:=sgn;

while i>=1 do

begin

 tn:=tset;

 for j:=1 to sgn do begin

 posit[i]:=1;

 direct[i]:=true;

 end;

posit[sgn]:=0;

j:=1;

testnumber(tn);

while j<sgn do

 begin

  j:=1;

  k:=0;

  while posit[j]=sgn-j+1 do

   begin

    posit[j]:=1;

    direct[j]:=not direct[j];

    if direct[j] then inc(x);

    inc(j);

   end;

  if j<sgn then

   begin

   if direct[j] then l:=posit[j]+n;

                else l:=sgn-j+1+posit[j]+k;

   inc[posit[j];

  end;

 end;

writeln('Плохая игра');

end.

                            Задача 21.

     Тесты должны проверять не только работу программы на коррект-

ных данных, но и на некорректных. Например:

     a    b    c

     0    0    0        Это все не треугольники!

    -1    1   0.5

     1    1    3

     0    1    2

     Какие еще тесты можно предложить?

                    Задача 22 (Прохоров В.В.).

     Обозначим условия через F(x,y):

     Пусть x=2, y=4. Тогда F(2,4)=True, а F(6,-2)=False.

     Пусть x=6, y=-2.Тогда F(6,-2)=True,а F(4,8)=False.

т.е. F(6,-2) должна равняться и True и False одновременно!  Следо-

вательно такого < условия выполнения итерации > не существует. За-

дача алгоритмически не разрешима. Но если мы разрешим использовать

в условии обращение к функции F(x,y),  которая  возвращает  всегда

логическое  значение  False,  и изменяет аргументы x и y требуемым

образом, то тело цикла не будет выполняться, и в этом случае зада-

чу можно решить.

                         Задача 23.

     Метод 1.  Во всех узлах (трубках) схемы  мы  должны  получить

состояние Gi'.  Первоначально установим G1,  G2 и G3 в G1',  G2' и

G3',  выбрасывая,  по необходимости,  шарики через входы A,  B и С

соответственно.  Для того, чтобы G1,G2 и G3 оставались в состоянии

G1', G2' и G3' необходимо, чтобы через каждый из входов забрасыва-

лось лишь четное число шариков.

     Если проследить за шариками,  заброшенными в игровой автомат,

то мы можем заметить, что результат хода, например, ABC аналогичен

результату хода BCA,  т.е.  от порядка заброски шариков ничего  не

зависит!

     Рассмотрим узлы,состояние которых может меняться при забрасы-

вании шариков через вход A, т.к. при выбранной методике забрасыва-

ния только четного числа

               A

               *

               |  \

               |    \

               |      \

               |        \

               |          \

               |            \

               |              \

               |                \

               |                  \

               |                    \   G4

               |                     /*

               |                   /    \

               |                 /        \

               |               /            \

               |             /                \

               |           /                    \

               |         /                        \

               |       /                            \

               |     /                                \

               |   /                                    \

          G6   | /                                        \  G7

               *                                            *

шариков через входы всегда G1=G1',  то состояний G6  G4  G7  может

быть лишь 2^3=8,  от 000 до 111. Если мы будем забрасывать через A

пары шариков,  то при забросе серии максимум из 8 пар шариков  ка-

кое-то состояние G6 G4 G7 должно обязательно повториться на протя-

жении серии,  а далее состояния будут  циклически  повторяться,  и

случай с забрасыванием более 8 пар шариков сводится к случаю с ко-

личеством пар, не превосходящим 8.

     Аналогично, для  забрасывания шариков через B мы получаем се-

рию из не более чем 2^5=32 пар шариков,  на протяжении которой бу-

дут установлены все возможные состояния G4 G5 G6 G7 G8, а для вхо-

да C серия, как и для A, будет иметь длину не более 8 пар.

     Перебирая все  возможные  комбинации A2x B2y C2z забрасывания

шариков (тут A2x обозначает серию из 2X забрасываний шариков через

вход A,  0<= x,y <=8,  0<=z<=32 ) получаем либо комбинацию-решение

задачи, либо определяем отсутствие решения.

     Метод 2.  Можно рассматривать эту задачу как задачу на графе.

Вершины графа будут обозначать Y-трубки,  а дуги - соединения этих

трубок. Итак, у нас есть граф с 8 вершинами, каждой из которых мо-

жет быть приписана одна из пометок 0 или  1.  Всего  есть  2^8=256

всевозможных состояний игрального автомата. Каждое состояние можно

представить в виде 8-и битного числа. Создадим новый граф П на 256

вершинах следующим образом:

    1) Пометим вершины номерами от 0 до 255.  Каждая вершина графа

П соответствует одному из возможных состояний системы Y-трубок.

    2) Для каждого состояния системы i - от 0 до 255 повторять

        1. В состоянии i забросить шарик через вход А. Система пе-

        рейдет в состояние iA. В графе П соединить ориентированной

        дугой вершины i и iA. Пометить эту дугу символом А.

        2. В состоянии i забросить шарик через вход B. Система пе-

        рейдет в состояние iB. В графе П соединить ориентированной

        дугой вершины i и iB. Пометить эту дугу символом B.

        3. В состоянии i забросить шарик через вход C. Система пе-

        рейдет в состояние iC. В графе П соединить ориентированной

        дугой вершины i и iC. Пометить эту дугу символом C.

    3) Из вершины графа П,  соответствующей начальному  состоянию,

найти кратчайший путь (по количеству дуг) в вершину, соответствую-

щую конечному состоянию.  Пометки дуг на этом пути являются поряд-

ком заброса через входы шариков. Если пути не существует, то зада-

ча решения не имеет.

     Алгоритм поиска кратчайших путей см.  в главе "Задачи на гра-

фах".

                             Задача 24.

     Для решения данной задачи введем так называемую функцию отка-

зов F(j),  принимающей целочисленные значения [ Ахо А. и др. Пост-

роение и анализ  вычислительных  алгоритмов.,  М.,  1979,  с.386].

Функция F задается так: F(j) -- наибольшее число s<j, для которого

A1 A2 ... As -- суффикс цепочки A1, A2, ..., Aj, т.е.

        A  A  ... A  = A      A      ... A

         1  2      s    j-s+1  j-s+2      j

  Если такого s=>1 нет, то F(j)=0.

                         (m)

   Определим функцию    F   (j) следующим образом:

           (1)

       1) F   (j)=F(j)

           (m)       (m-1)

       2) F   (j)=F(F     (j)) для m>1.

   Будем вычислять  функцию  F итеративно.  По определению F(1)=0.

Допустим, что вычислены F(1), F(2), ... , F(j). Пусть F(j)=i. Что-

бы вычислить F(j+1) исследуем A    и A    . Если A    = A    , то

                               j+1     i+1        j+1    i+1

F(j+1)=F(i)+1 ,

   поскольку   A  A ... A  A   = A      A      ... A  A   .

                1   2    i  i+1   j-i+1  j-i+2      j  j+1

   Если A   <> A   , то тогда надо найти наибольшее значение i, для

         j+1    i+1

которого

              A  ... A  = A      ... A   и A    = A   ,

               1      i    j-i+1      j     i+1    j+1

если такое i существует.  Если такого  i  нет,  то  очевидно,  что

F(j)=0. Пусть i , i , ... -- наибольшее, второе по величине и т.д.

               1   2

значения i, для которых

                 A  A  ... A  = A      ... A .

                  1  2      i    j-i+1      j

     С помощью простой индукции убедимся, что

                      (2)                       (k)

   i =F(j), i =F(i )=F   (j),  ..., i =F(i   )=F   (j), ....

    1        2    1                  k    k-1

Итак, в случае A   <> A    находим наименьшее m, для которого либо

                j+1    i+1

          (m)

      1) F   (j)=u  и  A    = A   , и полагаем тогда F(j+1)=u+1,

                        j+1    u+1

либо

          (m)

      2) F   (j)=0  и  A    <> A , и тогда F(j+1) полагаем равным 0.

                        j+1     1

     Алгоритм вычисления F следующий:

         begin

            F[1]:=0;

            for j:=2 to n do

               begin

                  i:=F[j-1];

                  while ( A[j]<>A[j+1] ) and ( i>0 ) do

                     i:=F[i];

                  if ( A[j]<>A[i+1] ) and ( i=0 )

                  then F[j]:=0

                  else F[j]:=i+1;

               end;

           end.

   Этот алгоритм  вычисляет  F за O(n) шагов.  Чтобы доказать это,

покажем, что сложность оператора while при работе программы ( про-

порциональная числу уменьшений значения i оператором i:=F[i] ) ли-

нейно зависит от N.

   Единственный способ  увеличить i в этом фрагменте программы --

это выполнить оператор F[j]:=i+1  в  третьей  от  конца  программы

строке.  Этот оператор может выполняться не более N-1 раза, следо-

вательно,  и уменьшение i в операторе while может произойти не бо-

лее N раз.  Остальная часть алгоритма имеет сложность O(n), и поэ-

тому и весь алгоритм имеет сложность O(n).

    Итак, мы вычислили F(n)=U, это означает, что

              A  A  ... A   = A     ... A                      (*)

               1  2       U    N-U+1     N

    Для того, чтобы последовательность

              A  ... A

               1      N

была периодической необходимо и  достаточно,  чтобы  длина  общей

части двух строк в (*)

                         A      ... A

                          N-U+1      U

была кратна длине периода (в качестве периода последовательности

тут выступает строка A  ... A   ).

                      1      N-U

    Действительно, если A  ... A   = A      ... A      , то по

                         1      N-U    N-U+1     2(N-U)

свойству (*) и  A      ... A       = A         ... A        и т.д.

                 N-U+1      2(N-U)    2(N-U)+1      3(N-U)

   Для окончательного решения задачи

      1) найдем длину l перекрывающейся части строк в (*)

            l=U-(N-U+1)+1 =2*U-n;

в случае l<=0 последовательность A ... A  непериодическая. Стоп.

                                  1     N

      2) Если l>0 , то проверим, делится  ли нацело l на длину пе-

риода (т.е. на N-U)

     l mod (N-U) = (2U-N) mod (N-U) = - ((N-U)-U) mod (N-U) =

                         =U mod (N-U) = R

   Если R=0, то последовательность периодическая с периодом

                           A ... A   ,

                            1     N-U

иначе -- нет.

                          Задача 25.

     Назовем скобочное выражение элементарным, если оно представи-

мо в виде (S),  где S - правильное скобочное выражение.  Очевидно,

что каждое непустое скобочное выражение можно единственным образом

представить в виде

                               ES,

где

     E - элементарное скобочное выражение;

     S - скобочное выражение (возможно, пустое).

     Обозначим через S(n) число правильных скобочных  выражений  с

2n  скобками.  Тогда  число  элементарных скобочных выражений с 2n

скобками есть S(n-1). Таким образом

            n

      S(n)=SUM(S(i-1)*S(n-i)).

           i=1

     Замечая, что S(0)=1,  - одно пустое скобочное  выражение,

мы приходим к алгоритму сложности O(n^2).

     ДРУГОЕ РЕШЕНИЕ этой задачи:

     Будем изображать знаком / открывающую скобку, а \ - закрываю-

щую.  Правильное скобочное выражение (ПСВ) при n=1 будет выглядеть

так:

                                /\

                               0  1

     Если мы возьмем картинку

                               / \

                             / \ / \

                            0   1   2

то все ПСВ с n=2 будут такими:

                       / \ / \    и     /\

                       0   1   2       /  \

                                       0   2

- то есть каждому ПСВ соответствует свой единственный и неповтори-

мый путь  между вершинами 0 и 2.  Аналогично, все ПСВ с  n=3 будут

описываться путями в графе

                               / \

                             / \ / \

                           / \ / \ / \

                          0   1   2   3

и т.д. Подсчитаем число ПСВ (число путей) при n=3.

      C ->    1           В вершину A мы можем попасть единствен-

            /   \         ным способом - из точки 0, равно в B,C и

    B ->   1     3  <- D  точку 1 можно попасть, соответственно,

          / \   / \       только из точек A, B, A. В  E можно

  A ->   1    2    5      попасть как из 1, так и из  B, поэтому

        / \ / ^ \ / \     пометка E есть сумма пометок этих узлов,

       1   1  E  2   5    т.е. 2. В D можно попасть либо из C

       0   1     2   3    (пометка 1), либо из E (пометка 2), и,

                          следовательно, пометка D=3 и т.д.

     Аналогично находим количество ПСВ для любого n.

                          Задача 26.

     Так как нам известна длина s шифрованного текста,  то нам не-

обходимо  разложить  s на всевозможные пары множителей ( например,

для s=6 эти пары будут 1*6,  2*3, 3*2, 6*1 ), переписать шифрован-

ный  текст  в  таблицу  T  соответствующего  множителям размера по

столбцам и посмотреть,  есть ли в полученном тексте ( если его чи-

тать по строкам ), хоть одно слово из набора.

     Необходимо проверить все возможные наборы множителей, так как

текст  может дешифроваться неоднозначно.  Также надо предусмотреть

обработку случая, когда текст не дешифруется вообще.

     Если s слишком большое, то матрица размера [1..s, 1..s] может

не поместиться в память машины.  В этом случае можно  промоделиро-

вать доступ  к тексту длины s как к массиву T[1..n,  1..m],  nm=s;

при этом обращение к элементу Т[i,j] эквивалентно обращению к эле-

мету (i-1)*n+j кодированного текста(представьте себе, что мы весь

текст разбили на куски длины m - строки матрицы  Т,  j-ый  элемент

i-ой строки  массива T будет соответствовать букве (i-1)*n+j коди-

рованного текста.

                          Задача 27.

    Один из возможных алгоритмов решения задачи такой:

    1. Предположим,  что существует текст, дешифровка которого не-

однозначна,  следовательно,  существует и текст минимальной длины,

для которого возможны по меньшей мере две разбивки

             b[1] b[2]...b[k] = c[1] c[2]...c[m]

на слова множества A.  Представляя текст в виде  отрезка  DE,  эти

разбивки мы можем изобразить следующим образом

         b[1]   b[2]               ...                  b[k]

    D  +-----+--------+------------------------------+-------+  E

          c[1]    c[2]  c[3]        ...                  c[m]

    D  +---------+----+-----+--------------------------+-----+  E

     Из того, что текст минимальной длины, следует, что концы слов

в разных разбивках не могут лежать на одной вертикали (кроме конца

текста),  т.к.  b[1]  <>  c[1],  то одно из кодовых слов (например

b[1]) должно входить в другое в качестве префикса и представляться

в  виде  c[1] = b[1] p[1] ,  где p[1] - это оставшаяся часть слова

(суффикс).  Далее, либо p[1] входит в b[2] (b[2] =p[1] p[2]), либо

b[2] входит в p[1] (p[1] = b[2] p[1] ) в качестве префикса.  Опре-

деляем новый суффикс p[2]. Продолжая выделять префиксы и суффиксы,

получаем,  что  на  каком-то шаге p[j] совпадет с одним из кодовых

слов.

    Эти рассуждения являются основой следующего алгоритма :

    На нулевом шаге возьмем все пары (a[i], a[j]),  i <> j, таких

кодовых слов,  что одно из них есть префикс другого,  и найдем все

суффиксы p[0,k].

    На j-ом шаге для всех пар (p[j-1,k],  a[i]),  где одно из слов

является префиксом другого,  опять находим все суффиксы,  и те  из

них,  которые не появлялись на предыдущих шагах алгоритма, обозна-

чим p[j,k].

    Эти шаги повторяем либо до тех пор, пока какой-либо суффикс не

совпадет с одним из кодовых слов (и тогда существует  неоднозначно

декодируемый  текст),  либо  пока на очередном шаге не появится ни

одного нового суффикса  (и  тогда  для  любого  текста  существует

единственная дешифровка).

    Т.к. количество кодовых слов ограничено,  то и суффиксов также

конечное  число,  и  на каком-то шаге алгоритм обязательно остано-

вится.

    Этот алгоритм принадлежит в первоначальном варианте A.  Сарди-

насу и Дж. Паттерсону (см. Кибернетический сборник, вып.3 стр. 93-

102 ).

    2. Если существует текст,  который,  используя A,  дешифруется

неоднозначно,  то начинаем выбрасывать из A слова и их комбинации,

пытаясь получить множество A' с максимальным  числом  слов  такое,

что все тексты, составленные из слов A' дешифруются однозначно.

    Сначала из A удаляем i-ое слово ,  i = 1, 2, ... , n, и делаем

проверку по пункту 1. Если удалением одного слова из A мы не полу-

чаем искомого множества A',  то тогда генерируем все сочетания  по

n-2 слова из множества A,  и для каждого полученного множества де-

лаем проверку по пункту 1, и т.д.

    Воспользуемся следующим  алгоритмом  генерации  сочетаний по i

слов из множества A:

    В массиве  B  будут  находиться индексы используемых на данном

шаге элементов из A (общее их число i).  В качестве начальной кон-

фигурацией возьмем следующую: B[j]=j, j=1,...,n.

    Ищем B[j] с максимальным индексом j такое,что B[j]<n+j-i, уве-

личиваем  это  B[j]  на  1,  а для всех k>j полагаем B[k]=B[k-1]+1

(B[j] растут с ростом j, и мы ищем и увеличиваем на 1 такое B[j] с

максимальным номером j,  чтобы при заполнении возрастающими значе-

ниями элементов массива B[k],  k>j, последний элемент B[i] не пре-

восходил бы n). Если такого B[j] не существует, то генерация соче-

таний для данного i закончена.

    Начинаем генерацию  с  i=n-1  и проводим ее с уменьшением i до

тех пор,  пока либо i не станет  равно  1  (тогда  A'  состоит  из

единственного  слова),  либо пока проверка по пункту 1 не даст од-

нозначности декодировки.

    3. Этот пункт реализуется следующим рекурсивным алгоритмом по-

иска с возвращением (все слова массива A упорядочены по  номерам):

    а) Если строка пустая,  то одна из возможных дешифровок найде-

на, иначе при разборе текста мы проверяем a[i] (при изменении i от

1 до n) на вхождение в начало дешифруемой в данный момент строки.

    б) Если какое-то a[i] входит в строку как префикс,  то запоми-

наем номер i этого слова,  затем выделяем слово  из  строки,  а  с

остатком текста производим операцию разбора по пункту а).

    Если ни одно из а[i] не входит в качестве префикса в дешифруе-

мую сейчас строку,  то осуществляем возврат на пункт а), предвари-

тельно  добавляя в начало строки последнее удаленное оттуда слово,

и пытаемся выделить из текста слово с большим номером  в  A.  Если

возврат осуществить невозможно (т. к. мы находимся в начале исход-

ной строки),  то алгоритм заканчивает свою работу.  Все  возможные

дешифровки найдены.

    Задача 1. Докажите следующую теорему (Марков А. А.):

    Для однозначности декодировки текста достаточно выполнения од-

ного из двух следующих условий:

    1) не  существует  ни  одной  пары  кодовых  слов (a[i], a[j]),

i<>j, такой, что одно из этих слов есть префикс другого.

    2) не  существует  ни  одной  пары  кодовых  слов (a[i], a[j]),

i<>j, такой, что одно из них есть суффикс другого.

    Задача 2.  Приведите пример такого множества кодовых слов, что

для него не выполняется ни условие 1,  ни условие 2 из предыдущего

пункта, а декодировка любого текста, составленного при помощи это-

их слов - однозначная.

                            Задача 28.

     Обратите внимание на то,  что от посылки сигнала на интерфейс

до приема сигнала должно пройти некоторое время. В программе необ-

ходимо учесть возникновение этой паузы.

                            Задача 29.

     Чтобы суммы меток ребер при вершинах  были  равны,  необходимо,

чтобы  эта  сумма равнялась 2*(1+2+...+12)/8,  так как каждому ребру

смежны 2 вершины (т.е. оно подсчитывается дважды), а количество вер-

шин - 8. Но число 2*(1+2+...+12)/8=2*12*13/(2*8) - не целое. Поэтому

нумерации не существует.

                            Задача 31.

     Полное описание  решения  этой  задачи  можно найти в журнале

"Информатика и образование" N 5-6 за 1992 г.

                            Задача 32.

    Сформируем массив A из всех цен покупок и продаж. Очевидно, что

искомая единая цена для каждого из пунктов  есть  один из элементов

данного массива.

    1. Просматриваем элементы массива, и для каждой из текущих цен

вычисляем сумму сделок. Находим максимальную из сумм сделок.

    2. Просматриваем элементы массива, и для каждой из текущих цен

вычисляем общее  число  участников  торгов.  Находим  максимальное

число участников и соответствующую этому числу максимальную цену.

                  РЕКУРРЕНТНЫЕ СООТНОШЕНИЯ И

                ДИНАМИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ.

                            Задача 1.

     Вычислить значение суммы

                   S = 1/1! + 1/2! + ... + 1/k!

                            Задача 2.

     Написать программу   определения   количества    шестизначных

"счастливых" трамвайных билетов,  у которых сумма первых трех цифр

совпадает с суммой трех последних.

                            Задача 3.

     Написать программу определения количества 2N -значных "счаст-

ливых" билетов,  у которых сумма первых N цифр равна сумме послед-

них N цифр; N -произвольное натуральное число.

                           Задача 3.1.

     Найти сумму квадратов всех положительных целых чисел,  запись

которых в десятичной системе счисления состоит ровно из k отличных

от нуля цифр.

                           Задача 3.2.

     а). Найти  количество  n-значных  чисел  в десятичной системе

счисления, у каждого из которых сумма цифр равна k. При этом в ка-

честве n-значного числа мы допускаем и числа, начинающиеся с одно-

го или нескольких  нулей.  Например,  000102  рассматривается  как

шестизначное число, сумма цифр которого равна 3.

     b). Найти  количество  n-значных  чисел  в  m-ичной   системе

счисления, у каждого из которых сумма цифр равна k. При этом в ка-

честве n-значного числа мы допускаем и числа, начинающиеся с одно-

го или нескольких нулей.

                            Задача 4.

     Фишка может двигаться по полю длины N  только  вперед.  Длина

хода фишки  не  более K.  Найти число различных путей,  по которым

фишка может пройти поле от начала до конца.

     Пример.  N=3, K=2

              Возможные пути:

                1,1,1

                1,2

                2,1

     Ответ: 3.

                            Задача 5.

     Покупатель имеет купюры достоинством A(1), ...,A(n), а прода-

вец - B(1),  .. ,B(m). Необходимо найти максимальную стоимость то-

вара Р, которую покупатель не может купить, потому что нет возмож-

ности точно рассчитаться за этот товар с продавцом,  хотя денег на

покупку этого товара достаточно.

                            Задача 6.

     Задан массив М [1:N] натуральных чисел, упорядоченный по неу-

быванию, т.е.: M[1]<=M[2]<=...<=M[N].

     Найти первое натуральное число,  не представимое суммой ника-

ких  элементов  этого массива,  при этом сумма может состоять и из

одного слагаемого,  но каждый элемент массива может входить в  нее

только один раз.

                            Задача 7.

     У покупателя есть n монет достоинством H(1),..., H(n). У про-

давца есть m монет достоинством B(1),...,B(l). Может ли купить по-

купатель  вещь  стоимости  S так,  чтобы у продавца нашлась точная

сдача (если она необходима).

                            Задача 8.

     Задан массив М [1:N] натуральных чисел, упорядоченный по неу-

быванию, т.е.: M[1]<=M[2]<=...<=M[N].

     Написать алгоритм выплаты заданной суммы S минимальным  коли-

чеством купюp достоинством M(1), ..., M(N).

                            Задача 9.

     По матрице A(N,N) построить матрицу  B(N,N).  Элемент  B(I,J)

равен  максимальному  из  элементов матрицы А принадлежащем части,

ограниченной справа диагоналями, проходящими через A(I,J).
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                            Задача 10.

     Вводится матрица a(m,n) из 0 и 1. Найти в ней квадратную под-

матрицу из одних единиц максимального размера.

                            Задача 11.

     Вводится матрица a(m,n) из 0 и 1. Найти в ней прямоугольную под-

матрицу  из  одних единиц максимального размера (т.е.  с максимальным

произведением высоты на длину).

                   Переформулировка задачи 11.

     Фермер хочет построить на своей земле как  можно  больший  по

площади  сарай.  Но  на  его  участке есть деревья и хозяйственные

постройки,  которые он не хочет никуда  переносить.  Для  простоты

представим ферму сеткой размера MxN. Каждое из деревьев и построек

размещается в одном или нескольких узлах сетки.  Прямоугольный са-

рай не должен ни с чем соприкасаться (т.е.  в соседних с ним узлах

сетки не может ничего быть).

     Найти максимально возможную площадь сарая и где он может раз-

мещаться.

                            Задача 12.

     Дан массив A[N,M]. Необходимо найти максимальную сумму элементов

прямоугольного подмассива по всем возможным  прямоугольным  подмасси-

вам.

                            Задача 13.

     Задана матрица натуральных чисел A(n,m). За каждый проход че-

рез клетку  (i,j) взымается штраф A(i,j).  Необходимо минимизировать

штраф и

     а) Пройти из какой-либо клетки 1-ой строки в n-ую строчку,  при

этом из текущей клетки можно перейти

        1) в любую из 3-х соседних, стоящих в стpоке с номеpом на

1-цу большем;

        2) в любую из 8 соседних клеток;

     б) Реализовать пункт a) для перехода из клетки (1,1) в (n,m).

                            Задача 14.

     Дан выпуклый n-угольник, n=>3, своим обходом по контуру. Раз-

бить его на треугольники (n-3)-мя  диагоналями,  непересекающимися

кроме как по концам, таким образом чтобы

     а) Cумма их длин была минимальной;

     б) Максимальная из диагоналей имела наименьшую длину.

                            Задача 15.

     Задано число  А и два вектора b[1..n] и c[1..n].

     Найти множество I, являющееся подмножеством множества {1,...,n},

такое, что

    SUM   C <=А, a   SUM   B  является максимальной из всех

   i из I  i        i из I  i           возможных

                            Задача 16.

     Пусть x=(a1,a2,...,am) и y=(b1,b2,...,bn) - две заданных строки

символов.

     Определим d(x,y) как минимальное число вставок,  удалений и за-

мен символа,  которое необходимо для преобразования x в y.

     Например:   d(ptslddf,tsgldds)=3

          удаление p       вставка g        замена f

   ptslddf---------->tslddf--------->tsglddf-------->tsgldds

   Для заданных x и y найти d(x,y).

                            Задача 17.

     Вводится три неотрицательных числа d,  i,  c и две строки X и

Y.  Найти преобразование строки X в Y минимальной  стоимости.  До-

пустимы следующие три операции:

   удалить любой символ из X (стоимость операции d);

   вставить любой символ в X (стоимость операции i);

   заменить символ в X на произвольный (стоимость операции e).

                            Задача 18.

     Даны две  строки  x и y.  Строка x состоит из нулей и единиц,

строка y из символов A и B.  Можно ли  строку  x  преобразовать  в

строку  y по следующему правилу:  цифра 0 преобразуется в непустую

последовательность букв A,  а цифра 1 - либо в непустую последова-

тельность букв A, либо в непустую последовательность букв B?

                            Задача 19.

     Пусть известно,  что для перемножения матрицы размера n*m  на

матрицу  размера m*k требуется n*m*k операций.  Необходимо опреде-

лить, какое минимальное число операций потребуется для  перемноже-

ния  n матриц А1,...Аn,  заданных своими размерами n(i)*m(i).  При

этом можно перемножать любые две рядом стоящие матрицы,  в резуль-

тате чего   получается   матрица   нужного   размера.

Замечание:

          n(i) - число строк в матрице Ai

          m(i) - число столбцов в матрице Ai

          n(i)=m(i)+1.

                            Задача 20.

     а) Из последовательности,  состоящей из N чисел, вычеркнуть ми-

нимальное количество  элементов  так,  чтобы  оставшиеся  образовали

строго возрастающую последовательность.

     б) Из  заданной  числовой последовательности A[1..N] вычеркнуть

минимальное число элементов так,  чтобы в  оставшейся  подпоследова-

тельности  каждый  последующий элемент был больше предыдущего кроме,

быть может, одной пары соседних элементов ( одного "разрыва" возрас-

тающей подпоследовательности).

     Например: A=(1,2,3,2,4,3,4,6);

               Искомая подпоследовательность (1,2,3,2,3,4,6)

               Разрыв подчеркнут.                   ---

     б) Из  заданной  числовой последовательности A[1..N] вычеркнуть

минимальное число элементов так,  чтобы в  оставшейся  подпоследова-

тельности  каждый  последующий элемент был больше предыдущего кроме,

быть может,  m  пар  соседних элементов ( возрастающая подпоследова-

тельность с m "разрывами").

                            Задача 21.

     В заданной последовательности целых чисел  найти  максимально

длинную подпоследовательность чисел такую,  что каждый последующий

элемент подпоследовательности делился нацело на предыдущий.

                            Задача 22.

     Возвести число  А  в натуральную степень n за как можно меньшее

количество умножений.

                            Задача 23.

     Заданы z и y -  две  последовательности.  Можно  ли  получить

последовательность z вычеркиванием элементов из y.

                            Задача 24.

     Найти максимальную по длине последовательность z, полученную

вычеркиванием элементов как из x, так и из y.

                            Задача 25.

     Пусть x и y - две бинарных последовательности (т.е.  элементы

последовательностей - нули и единицы);  x и y можно  рассматривать

как запись в двоичной форме некоторых двух натуральных чисел.

     Найти максимальное  число  z,  двоичную запись которого можно

получить вычеркиванием цифр как из x,  так и из y.  Ответ выдать в

виде бинарной последовательности.

                    РЕКУРРЕНТНЫЕ СООТНОШЕНИЯ И

                  ДИНАМИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ.

                            Задача 1.

     Можно, конечно,  каждый  раз  вычислять  очередное p!,  затем

1/p!, и полученное слагаемое добавлять к сумме.  Но обратим внима-

ние на следующее очевидное равенство:

                     1/(p+1)! = (1/p!)/(p+1),

и программа вычисления запишется следующим образом

     S:=1; p:=1;       { S = p = 1/1! }

     for i:=2 to k do

       begin

         p:=p/i;

         S:=S+p;

       end;

                            Задача 2.

     Метод 1.  Самое простое - это перебрать все возможные комбина-

ции шести цифр и подсчитать число "счастливых" билетов.

     Count:=0;             { количество "счастливых" билетов }

     for a1:=0 to 9 do

       for a2:=0 to 9 do

         for a3:=0 to 9 do

           for a4:=0 to 9 do

             for a5:=0 to 9 do

               for a6:=0 to 9 do

                 if a1+a2+a3=a4+a5+a6  { "счастливый"? }

                 then Count:=Count+1;

     Под сложностью алгоритма будем понимать количество  выполнений

тела  наиболее  глубоко  вложенного цикла.  Условие if во вложенных

циклах будет проверяться 10^6  раз,  поэтому  будем  говорить,  что

сложность этого алгоритма 10^6.

     Метод 2.  Обратим внимание на то,  что в  "счастливом"  билете

последняя цифра a6 однозначно определяется первыми пятью:

     a6=(a1+a2+a3)-(a4+a5).

     Если 0<=a6<=9,  то билет "счастливый", иначе - нет. Таким об-

разом, мы можем убрать шестой вложенный цикл:

     Count:=0;

     for a1:=0 to 9 do

       for a2:=0 to 9 do

         for a3:=0 to 9 do

           for a4:=0 to 9 do

             for a5:=0 to 9 do

             begin

               a6:=(a1+a2+a3)-(a4+a5);

               if (a6>=0) and (a6<=9)

               then Count:=Count+1;

             end;

     Сложность алгоритма 10^5.  Используя элементарное соображение,

мы уменьшили сложность алгоритма и, вообще говоря, время выполнения

программы в 10 раз!

     Метод 3.  Если  комбинаций  a1 a2 a3 первых трех цифр с суммой

T=a1+a2+a3 насчитывается C[T], то всего "счастливых" билетов с сум-

мой половины T=a1+a2+a3=a4+a5+a6 будет C[T]^2.  Действительно, каж-

дое "счастливое" шестиразрядное число может быть получено  склейкой

двух произвольных  трехразрядных  чисел  с  одинаковой суммой цифр.

Всего существует 28 всевозможных значений сумм T -  от  0=0+0+0  до

27=9+9+9.  Подсчитаем C[i], i=0, ..., 28, затем найдем интересующее

нас количество "счастливых" билетов C[0]^2 + C[1]^2 + ... + C[27]^2.

     Заметим, что  "счастливых"  билетов  с  суммой  T столько же,

сколько и с суммой 27-T.  Действительно, если билет a1 a2 a3 a4 a5

a6  с  суммой  T  -  "счастливый",  то таковым же является и билет

(999999 -  a1 a2 a3 a4 a5 a6) с суммой 27-T.  Поэтому число билетов

можно вычислять и по формуле 2(C[0]^2+ ... +C[13]^2), т.е. рассмат-

ривать только суммы T от 0 до 13.

     var C:array[0..13] of longint;  { массив С из 14 элементов -

       . . .                           по числу возможных сумм  }

     Count:=0;

     for T:=0 to 13 do C[T]:=0;

     for a1:=0 to 9 do    { перебираем все }

       for a2:=0 to 9 do  { возможные a1 a2 a3 }

         for a3:=0 to 9 do

         begin

           T:=a1+a2+a3;

           C[T]:=C[T]+1   { нашли еще один билет }

         end;             { с суммой T }

     for T:=0 to 13 do    { считаем число билетов }

       Count:=Count+C[T]*C[T];

     Count:=Count*2;      { удваиваем сумму }

     Сложность этого алгоритма 10^3.

     Метод 4. В методе 3 мы перебирали комбинации цифр и искали ко-

личество комбинаций с суммами C[T].  Сейчас мы пойдем от суммы T, и

по ней будем определять,  какое количество комбинаций a1 a2  a3  ее

имеет. Итак T=a1+a2+a3.

     Минимальное значение,  которое  может  принимать  a1,  -  это

max{0,T-18}.  Член T-18 появляется из следующих соображений: пусть

a2=a3=9, тогда a1=T-18, но a1 не может быть меньше 0. Максимальное

значение a1=min{9,T} (так как a2 и a3 неотрицательны,  то a1<=T  и

одновременно a1<=9).

     Для цифры a2 аналогично получаем, что она лежит в пределах от

                  max{0,T-a1-9} до min{9,T-a1}.

     Цифра a3 по T, a1 и a2 определяется однозначно.

     Получаем, что  комбинаций a1 a2 a3 с суммой T и с первой циф-

рой  a1  столько  же,  сколько  возможных  цифр   a2,   а   именно

                   min{9,T-a1}-max{0,T-a1-9}+1.

Как и в методе 3 мы можем рассматривать диапазон сумм T от 0 до 13.

     Count:=0;

     for T:=0 to 13 do

     begin

       CT:=0;

       for a1:=max(0,T-18) to min(9,T) do

         CT:=CT+min(9,T-a1)-max(0,T-a1-9)+1;

       Count:=Count+CT*CT

     end;

     Count:=Count*2;

     Сложность этого  алгоритма  (т.е.  количество  выполнений

операций присваивания внутри двух вложенных циклов) есть 95.

                            Задача 3.

     Задача опять же имеет очевидное решение, которое состоит в ге-

нерации  всех  2N-разрядных  чисел  и  проверке  их  на   требуемое

свойство.  Однако общее количество таких чисел равно 10^(2N) и поэ-

тому при N>3 практически очень трудно получить  результат  на  ЭВМ.

Следовательно необходимо разработать алгоритм, не требующий генера-

ции чисел.

     Определим через S(k,i) количество  k-разрядных  чисел,  сумма

цифр  которых равна i.  Например,  S(2,3)=4,  так как существует 4

двуразрядных числа (03,12,21,30), сумма цифр которых равна 3. Лег-

ко заметить, что S(1,i)=1 при i<10 и S(1,i)=0 при i>9. Предположим

теперь, что мы сумели вычислить значения величин S(N,i) для всех i

от 0 до 9N,  т.е.  мы знаем, сколько существует N-разрядных чисел с

суммой цифр,  равной 0,1,...,9N ( 9N - максимальная  сумма  цифр  в

N-разрядном числе).  Тогда нетрудно убедиться, что общее количество

"счастливых" 2N-разрядных чисел равно

                P=S(N,0)^2+S(N,1)^2+...+S(N,9N)^2.

     Действительно, рассуждая как и в методе 3, каждое "счастливое"

2N-разрядное число может быть получено склейкой  двух  произвольных

N-разрядных чисел с одинаковой суммой цифр.

     Таким образом,  необходимо уметь  вычислять  значения  величин

S(k,i)  для  всех k<=N,i<=9k.  Определим способ вычисления S(k+1,i)

через значения величин S(k,j), j<=i. Понятно, что любое k+1-разряд-

ное число может быть получено из k-разрядного добавлением еще одно-

го разряда (цифры). Следовательно

               S(k+1,i) = S(k,i-ц1)+S(k,i-ц2)+...,

где ц1,ц2,... - возможные добавленные цифры. Ясно, что это 0,1,...,m

где m=min(9,i). Следовательно,

           S(k+1,i) = S(k,i-0)+S(k,i-1)+...+ S(k,i-m).

                            Задача 3.2.

     Используем метод решения задачи 3.

     Решение 3.2b. Обозначим это количество Сm(k,n). Последняя циф-

ра числа в m-ичной системе счисления может принимать одно из значе-

ний 0, 1, ..., m-1. В соответствии с этим сумма цифр (n-1)-значного

числа,  получающаяся  из  n-значного  числа отбрасыванием последней

цифры,  может принимать одно из значений k, k-1, ..., k-m+1. Отсюда

получаем, что

               Cm(k,n)=Cm(k,n-1)+...+Cm(k-m+1,n-1).

     Кроме того Cm(k,1)=1 при 0<=k<=m-1, и Cm(k,1)=0 иначе (в m-ич-

ной системе  счисления  существует  только одно однозначное число с

суммой цифр  k, 0<=k<=m-1, и ни одного такого числа, если k>=m.

                            Задача 4.

     Очевидное решение задачи предполагает разложение числа  N  на

всевозможные  суммы таким образом,  чтобы каждое слагаемое в сумме

не превосходило k.  Очевидно,  что таких разложений  очень  много,

особенно если учитывать,  порядок слагаемых в разложении существе-

нен,  так как он соответствует различной последовательности  ходов

фишки.

     Обозначим через S(i) количество различных путей,  по  которым

фишка может пройти поле от начала до позиции с номером i.  Предпо-

ложим теперь, что для любого j от 1 до i известны значения величин

S(j).  Задача  состоит  в  определении правила вычисления значения

S(i+1),  используя значения известных величин. Легко заметить, что

в  позицию  с  номером  i+1  фишка  может  попасть  из  позиций i,

i-1,...,i-k. Следовательно,

                  S(i+1)=S(i)+S(i-1)+...+S(i-k).

     Таким образом,  вычисляя  последовательно  значения   величин

S(1), S(2),  ..., S(N) по описанному выше правилу, получаем значе-

ние S(N), которое и указывает общее количество различных путей, по

которым фишка может пройти поле от начала до позиции с номером N.

                            Задача 5.

     Если покупатель отдаст все свои купюры продавцу,  то понятно,

что для решения исходной задачи размер минимальной сдачи,  которую

продавец не может вернуть, используя любые имеющиеся теперь у него

купюры C[i] (его и покупателя). Для этого удобно отсортировать ку-

пюры согласно их достоинства в порядке неубывания.

     Предположим, что  продавец  может вернуть любую сдачу от 1 до

S, используя только меньшие i купюр. Для следующей (i+1)-ой купюры

достоинства C[i+1] возможны 2 ситуации.

    1. C[i+1]<S+2. Тогда понятно, что продавец может вернуть любую

сдачу от 1 до C[i+1]+S,  т.к.  любая из этих сумм представима либо

первыми i купюрами,  либо (i+1)-ой купюрой вместе с некоторыми  из

первых i купюр.

    2. C[i+1]>S+1.  Тогда понятно,  что продавец не может  вернуть

сдачу S+1.

     Опишем процедуру вычисления S.

             S:=0;

             i:=1;

             пока (i<=N) и (C[i]<=S+1)

             нц

               S:=S+C[i];

               i:=i+1

             кц

     Если значение S не меньше суммарного количества денег покупа-

теля,  то  покупатель может купить товар любой доступной ему стои-

мости, точно рассчитавшись за покупку. Иначе P=A[1]+...+A[N]-S.

                            Задача 6.

     Решается аналогично задаче 5.

                            Задача 7.

     Если S>H(1)+...+H(n),  то сумму выплатить нельзя.

     Если покупатель отдаст все свои купюры продавцу,  то понятно,

что для решения исходной задачи надо определить, может ли продавец

вернуть сумму H(1)+...+H(n)+B(1)+...+B(l)-S, используя любые имею-

щиеся  теперь  у  него  купюры M[i] (его и покупателя).  Для этого

удобно отсортировать купюры согласно их достоинства в порядке неу-

бывания.

     Пусть P=M[1]+M[2]+ ... +M[n+l].

     Решим чуть более общую задачу: найдем все непредставимые дан-

ными купюрами суммы на промежутке от 0 до P.

     Заведем массив A[0 .. P]  натуральных  чисел. Элемент A[i]=1,

если мы можем выплатить сумму i (т.е.  существует набор купюр сум-

марного достоинства i), и A[i]=0 иначе.

     Будем строить  всевозможные суммы,  используя последовательно

0,1,2,...,N купюр.

     Очевидно, что сумма из ноля купюр - это ноль, поэтому сначала

A[0]=1.

     Предположим, что  мы нашли всевозможные суммы,  которые можно

составить, используя не более (k-1) - ой купюры M[1], ..., M[K-1].

Добавим еще одну купюру M[k].

     Теперь мы можем выплатить следующие суммы:

     1) Все  суммы,  которые  можно было составить с помощью купюр

M[1], ... , M[K-1].

     2) Все  суммы,  которые  можно было составить с помощью купюр

M[1], ... , M[K-1], увеличенные на M[K].

     Расстановка новых пометок в массиве A может выглядеть следую-

щим образом:

     for i:=P-M[K] downto 0 do

       if A[i]=1

       then A[i+M[K]]:=1;

     Мы проходим по массиву  справа  налево  для  того,  чтобы  не

использовать повторно впервые образованную на данном шаге сумму.

     После выполнения n+l шагов алгоритм заканчивает работу.

     Если известно, что H(1)+...+H(n)+B(1)+...+B(l)-S не превосхо-

дит некоторой константы D,  то тогда массив A имеет смысл брать не

из P, а из D элементов.

                            Задача 8.

     Решается аналогично задаче 7.  При  этом  достаточно  завести

массивы

var A,  KOL,  PredSum, B: array [0..P] of byte;

     Назначение массива  A  - как и в предыдущей задаче.  Массив В

служит для временного хранения предыдущих сумм.  Элементы KOL[i] и

PredSum[i] указывают соответственно минимальное количество элемен-

тов,  участвующих в получении суммы со значением  i  и  предыдущую

сумму, из которой была получена добавлением одного слагаемого сум-

ма i.  Формирование этих массивов осуществляется параллельно с за-

полнением массива А. Сначала

    A[0]=1, A[i]=0 для всех i>0,

    KOL[0]=0, KOL[i]=254, для всех i>0, (считаем, что если

              KOL[i]=254, то сумму i набрать нельзя),

    PredSum[i]=0 для всех i>0;

 for i:=1 to N do  { цикл по всем купюрам }

  begin

   for j:=M[i] to P { цикл по всем возможным суммам с участием

                      купюры M[i] }

     if (A[j-M[i]]<>0) and      { если можно набрать сумму j-M[i]  }

        (KOL[j]>KOL[j-M[i]]+1)  { и добавлением купюры M[i] мы по- }

                                { лучаем сумму j из меньшего коли- }

                                { чества купюр                     }

     then begin

            KOL[j]:=KOL[j-M[i]]+1 { то запоминаем это новое коли- }

                                  { чество и в B[j] заносим новую }

            B[j]:=j-M[i];         { информацию о предыдущей сумме }

            A[j]:=1;              { и помечаем, что сумму j наб-  }

                                  { рать можно                    }

          end

     else B[i]:=PredSum[j];   { иначе дублируем старую информацию }

   for j:=M[i] to P do   { Дублируем информацию из B }

     PredSum[j]:=B[j];   { в PredSum                 }

  end;

     Почему мы  не можем непосредственно записывать новую информа-

цию о предыдущей сумме в массив PredSum?  Обратите  внимание,  что

массивы A и KOL дублируют друг друга. Напишите тот же фрагмент

программы, объединив функции массивов A и KOL в одном массиве A.

     После завершения работы предыдущего фрагмента если A[S]=1, то

сумму S набрать можно с помощью KOL[S] купюр. Предыдущая сумма (до

добавления последней  купюры)  была S'= PredSum[S],  следовательно

последняя купюра есть S-PredSum[S].  Аналогично выписываем купюры,

требуемые для представления суммы S' (используя PredSum[S']).

                            Задача 9.

     Очевидное решение  задачи  состоит  в использовании некоторой

процедуры,  которая по заданным координатам (номеру строки i и но-

меру  столбца j) элемента определяет максимальное значение элемен-

тов, расположенных в нужной части матрицы A.

     Однако нетрудно  заметить,  что для элементов первого столбца

матрицы В справедливо  соотношение  B[i,1]=A[i,1],  i=1,...N.  Вы-

числение же других столбцов можно проводить следующим образом:

      B[i,j]=max(A[i,j], B[i-1,j-1], B[i,j-1], B[i+1,j-1]).

     При этом  необходимо учитывать,  что индексы элементов должны

находится в пределах границ массива.

                            Задача 10.

     В элемент a[i,j] матрицы будем  заносить  длину  максимальной

стороны квадрата из единиц,  у которого элемент (i,j) есть верхний

левый угол (очевидно,  что если  a[i,j]=0,  то  квадрат  построить

нельзя).

     Матрицу A будем просматривать по строкам справа налево, снизу

вверх.

     Предположим, что текущий просматриваемый элемент a[i,j]  (все

элементы,  лежащие в строках с номерами больше i,  равно как и все

элементы строки i правее a[i,j]  считаются  уже  к  этому  моменту

просмотренными).

     Если элемент a[i,j]=0, то его значение остается нулевым. Если

же a[i,j]=1, то для того, чтобы найти максимальный размер квадрата

из единиц,  у которого (i,j) - верхний левый угол,  проанализируем

уже просмотренные элементы a[i,j+1],  a[i+1,j+1], a[i+1,j] - соот-

ветственно длины сторон максимальных квадратов с левым углом спра-

ва, по диагонали вниз и просто вниз от данного элемента. Квадрат с

верхним левым углом (i,j) может протянуться вправо на  больше  чем

на a[i+1,j]+1, вниз - не больше чем на a[i,j+1]+1 и по диагонали -

не больше чем на a[i+1,j+1]+1. Следовательно, максимальная сторона

квадрата есть

     a[i,j]=min{a[i,j+1],a[i+1,j],a[i+1,j+1]}+1.

     Программа:

     MaxDim:=0;     { текущая максимальная длина стороны }

     for i:=n-1 downto 1 do

       for j:=m-1 downto 1 do

         if a[i,j]<>0

         then begin

           a[i,j]:=min(a[i,j+1],a[i+1,j+1],a[i+1,j])+1;

           if a[i,j]>MaxDim

           then a[i,j]:=MaxDim

         end;

     writeln('максимальная длина стороны= ',MaxDim);

                            Задача 11.

     Пусть верхний левый угол матрицы имеет индекс (1,1).

     Будем для  каждой  строки i формировать вектор p[1..M] такой,

что p[j] есть число последовательных единичных элементов в столбце

j,  начиная  с  элемента  (i,j)  и выше его.  Таким образом,  если

p[j]=0, то A[i,j]=0, а если p[j]=u>0, то

     A[i,j]=A[i,j+1]= ... =A[i,j-u+1]=1,

а элемент A[i,j-u] нулевой (если,  конечно,  такой элемент есть  в

матрице, т.е. если j-u>0).

     Тогда площадь  (сумма  элементов)  единичного  прямоугольника

S_i(L,R) с нижними правым и левым углами в элементах (i,R) и (i,L)

соответственно есть площадь основания (R-L+1) умноженная на высоту

этого прямоугольника

    h(L,R)=минимальное p[i] по всем j, изменяющимся от L до R.

Для каждой  строки  i  надо  найти  максимум величины S_i(L,R) при

1<=L<=R<=M, а максимум по всем строкам и даст искомую величину.

     Очевидно, что для первой строки

     p[j]=A[1,j].

     Если мы  знаем  вектор l для строки i,  то мы можем вычислить

его для строки (i+1) по следующей формуле

     if A[i+1,j]=0 then p[j]:=0

                   else p[j]:=p[j]+1;

     Более коротко это же можно записать и так:

                     p[j]:=(p[j]+1)*A[i+1,j];

     Будем рассматривать вектор p, соответствующий строке i, и для

каждого индекса j,  1<=j<=M, определим максимальный размер единич-

ного прямоугольника с высотой p(j),  располагающегося в столбцах с

номерами от L(j) до R(j), L(j)<=j<=R(j), нижняя граница которого -

строка  i.  Очевидно,  что L(j) есть увеличенный на единицу индекс

первого меньшего чем p[j] элемента вектора p при  просмотре  p  от

j-го  элемента  влево,  или L(j)=1,  если такого меньшего элемента

нет. Аналогично, R(j) есть уменьшенный на 1 индекс первого меньше-

го  чем  p[j]  элемента вектора p при просмотре p от j-го элемента

вправо, или R(j)=M, если такого элемента нет.

     Как быстро вычислить L(j) и R(j)?  Используя алгоритм 8 Главы

"Структуры данных" мы можем найти все L и R за два прохода по век-

тору p:

     Будем заполнять массив R. Вектор p просматриваем слева напра-

во.  Организуем  стек для позиций элементов.  Для каждого текущего

p[j] будем выталкивать из стека все позиции, на которых стоят эле-

менты большие текущего, и заносить в соответствующие этим позициям

места массива R число (j-1). Замет позицию текущего элемента j по-

местить в стек.  После просмотра всех элементов в стеке будут сто-

ять индексы позиций массива R,  в которые необходимо занести число

M.

     var Stack: array [0..M] of byte;

       . . .

       S[0]:=0; { стек пуст, S[0] есть указатель на последнюю

                  помещенную в стек позицию}

       for j:=1 to M do

       begin

         while p[j]<p[S[S[0]]] do

           { S[0] -- это индекс последней занятой позиции в стеке,}

           { на которой находится число S[S[0]] - индекс элемента }

           { массива p, а сам этот элемент -- это p[S[S[0]]]      }

         begin

           R[S[S[0]]]:=j-1; {для элемента массива p с индексом

                            S[S[0]] нашли координату правой стенки}

           S[0]:=S[0]-1;    { убрать элемент из стека }

         end;

         S[0]:=S[0]+1;      { индекс - в стек }

         S[S[0]]:=j;

       end;

       for j:=1 to S[0] do R[S[S[0]]]:=M;

     Для заполнения массива L необходимо  проделать  те  же  самые

операции, но вектор p будет просматриваться справа налево:

       . . .

       S[0]:=0; { стек пуст, S[0] есть указатель на последнюю

                  помещенную в стек позицию}

       for j:=M downto 1 do

       begin

         while p[j]<p[S[S[0]]] do

         begin

           L[S[S[0]]]:=j+1; {для элемента массива p с индексом

                             S[S[0]] нашли координату левой стенки}

           S[0]:=S[0]-1;    { убрать элемент из стека }

         end;

         S[0]:=S[0]+1;      { индекс - в стек }

         S[S[0]]:=j;

       end;

       for j:=1 to S[0] do L[S[S[0]]]:=1;

     Последнее, что остается сделать -  это  за  один  проход  вы-

числить максимум по всем j выражения

     p[j]*(R[j]-L[j]+1).

     Этот максимум  есть  размер  максимального единичного прямоу-

гольника с нижней гранью в строке i.

     Максимум по всем i и даст решение.

     Сложность алгоритма O(N*M),  т.е. количество операции линейно

зависит от числа элементов матрицы A!

                            Задача 12.

     Комбинируем идеи пунктов a) и c) задачи 16 (глава "Сортировки

и последовательности"). Пусть элемент C[i,j] массива C есть следу-

ющая сумма

                   C[i,j]=A[1,j]+ ... +A[i,j].

     Переменная MaxSoFar имеет то же самое назначение, что и рань-

ше,  MaxFndingHere есть максимальное значение суммы элементов пря-

моугольной подматрицы с правым нижним углом (i,j) и высоты k.

     MaxSoFar:=A[1,1];

     for i:=1 to M do begin

       MaxEndingHere:=0;

       for k:=1 to i do

         for j:=1 to N do begin

           { смотрим, что произойдет с максимальным значением суммы

             элементов прямоугольной подматрицы с правым нижним уг-

             лом (i-1,j) и высоты k при приписывании к этой подмат-

             рице очередного i-го столбца с суммой C[i,j]-C[i-k,j].

           }

           MaxEndingHere:=max(MaxEndingHere+C[i,j]-C[i-k,j],

                              C[i,j]-C[i-k,j]);

           MaxSoFar:=max(MaxSoFar, MaxEndingHere);

         end

     end;

                          Задача 13.

     Для решения  пункта  1  задачи достаточно воспользоваться

тем фактом,  что для определения минимальной величины  штрафа,

взимаемого  за  проход  в клетку i-той строки достаточно знать

минимальные величины штрафа,  взимаемого за  проход  в  клетки

(i-1)-той  строки,  которые являются соседними рассматриваемой

клетке. Поэтому алгоритм решения пункта 1 следующий:

    для i от 1 до n

     Штраф[i,1]:=A[i,1]

    для i от 2 до n

     для j от 1 до m

     нц

       Штраф[i,j]:=Штраф[i-1,j]+A[i,j];

       если j>1 и Штраф[i,j] < Штраф[i-1,j-1]+A[i,j];

           то Штраф[i,j]:=Штраф[i-1,j-1]+A[i,j];

       если j<m и Штраф[i,j] < Штраф[i-1,j+1]+A[i,j];

           то Штраф[i,j]:=Штраф[i-1,j+1]+A[i,j];

     кц

   Для решения  пункта  2  можно  воспользоваться   алгоритмом

Дейкстры  нахождения  минимального пути в графе из главы 'Гра-

фы'.

                            Задача 14.

     а) Обозначим вершины N-угольника x(0),  ..., x(N-1) в порядке

обхода по контуру.  В дальнейшем будем считать,  что если у нас  в

выкладках  встречается вершина с индексом k,  то это то же,  что и

вершина с номером k mod N (остаток от деления k на N).

     Рассмотрим выпуклый L-угольник, вершинами которого являются L

последовательных вершин данного N-угольника,  начиная с x(p) и  до

x(p+L-1) (в порядке обхода по контуру).  У этого L-угольника будем

считать,  что отрезок (x(p),x(p+L-1)) - это его  диагональ.  Сумму

диагоналей этой фигуры обозначим S(p,p+L-1).

     Очевидно, что по условию задачи:

     S(p,p)=0; S(p,p+1)=0 (у точки и отрезка нет диагоналей),

     S(p,p+2)=d(p,p+2)

(тут d(p,p+2) - длина отрезка (x(p),x(p+2))).

     Предположим, что мы знаем S(p,p+L-1) для всех p=0, ... ,N-1 и

L=1,...k.

     Найдем S(p,p+k).

     Мы знаем, что диагонали разбивают k+1 угольник на треугольни-

ки, и что (x(p),x(p+k)) - диагональ, т.е. одна из сторон какого-то

треугольника.  Итак,  мы  зафиксировали две вершины треугольника -

x(p) и x(p+k).  Третьей вершиной  может  быть  либо  x(p+1),  либо

x(p+2),...,  либо x(p+k-1).  Если мы считаем, что третья вершина -

это x(i), то сумма диагоналей будет

     d(p,p+k) + S(p,i) + S(i,k).                               (1)

     Тут мы уже знаем S(p,i) и S(i,k) - они, по предположению, бы-

ли вычислены на предыдущих шагах.  d(p,p+k) - это расстояние между

вершинами x(p) и x(p+k), его мы тоже можем вычислить.

     Так как нас интересует минимальная сумма триангуляции (разби-

ения на треугольники), то мы ищем выражение (1) с минимальным зна-

чением

     S(p,p+k)=d(p,p+k)+ min{ S(p,i)+S(i,k)}                    (2)

                         i

     при i=p+1,p+2,...,k-1.

     Находим S(p,p+k) для каждого p=0,...,N-1.

     Минимум S(p,p+N-2) по p=0,...,N-1,  и даст искомую триангуля-

цию (действительно,  S(p,p+N-2)  есть  стоимость  разбивки  фигуры

после проведения N-3 диагоналей).

     б) Алгоритм остается тем же,  за исключением того, что вместо

формулы (2) надо использовать следующую:

     S(p,p+k)=min max {d(p,p+k),S(p,i),S(i,k)},

               i

где S(p,p+k)  -  длина максимальной диагонали в фигуре с вершинами

x(p),  x(p+1),  ...,x(p+k) (отрезок (x(p),x(p+k)) считается диаго-

налью).  Мы  берем  минимум по всем возможным разбивкам фигуры,  а

стоимость разбивки определяется как максимум  из  длины  диагонали

d(p,p+k) и длин максимальных диагоналей S(p,i) и S(i,k).

                            Задача 15.

     Будем считать, что вектор С определяет веса элементов, а век-

тор В - стоимость.

     Обозначим через F[k,y] величину  наибольшей  суммарной  стои-

мости элементов с номерами не большими k, суммарный вес которых не

превышает y.  Покажем,  как  можно  вычислить  значение  F[k+1,y],

используя величины с меньшими значениями индексов.

     Понятно, что величина F[k+1,y] может соответствовать множест-

ву элементов,  которое содержит или не содержит элемент k+1.  Если

множество не  содержит  элемент  k+1,  то  F[k+1,y]=F[k,y].  Иначе

F[k+1,y]=B[k+1]+F[k,y-С[k+1]],  т.е.  максимальная суммарная стои-

мость есть стоимость k+1 элемента плюс максимальная стоимость эле-

ментов с номерами не большими k, суммарный вес которых не превыша-

ет величины y-С[k+1].

     Таким образом, мы имеем рекуррентную формулу вычисления вели-

чин

            F[k+1,y]=max(F[k,y],B[k+1]+F[k,y-С[k+1]]).

     Вычисляя последовательно элементы  матрицы  F,  учитывая  при

этом,  что F[0,y]=0 для любого y,  и F[j,0] для любого j,  получим

значение F[N,A],  которая является значением максимально возможной

стоимости.

     Для выяснения номеров элементов, вошедших в множество, доста-

точно, начав с элемента с индексами [i,y] (которые вначале равны N

и A соответственно),сравнить его со значением F[i-1,y].  Если зна-

чения равны,  то i элемент не входит в множество, а процесс повто-

ряется для элемента с индексами [i-1,y]. В случае неравенства эле-

ментов  элемент  i  входит в множество,  а процесс повторяется для

элемента с индексами [i-1,y-C[i]].  Процесс выполняется для всех i

от N до 1.

                            Задача 16.

     Для x=a(1)...a(m)  и  y=b(1)...b(n),  a(i)  и  b(i)  символы,

1<=i<=m,  1<=j<=n,  d(x,y) можно вычислить, применяя метод динами-

ческого программирования.

     Определим массив d[0..m,0..n], элементы которого

      d[i,j] = d(a(1)...a(i), b(1)...b(j)), 0<=i<=m,0<=j<=n,

так что

         d[0,j]=j;

         d[i,0]=i;

очевидным образом получаем

         d[i,j]=min{d[i-1,j]+1,d[i,j-1]+1,d[i-1,j-1]+Pij}

где Pij=1 если a(i)<>b(i) и Pij=0 иначе (в правой части  приведен-

ного  выше выражения первому элементу в min соответствует операция

удаления из строки  a(1)...a(i-1)a(i)  последнего  элемента  a(i),

после чего за d[i-1,j] операцию строка a(1)...a(i-1) преобразуется

в строку b(1)...b(j),  второму элементу - операция вставки символа

b(j) в конец строки b(1)...b(j-1), полученной за d[i,j-1] операцию

из строки a(1)...a(i),  а третьему - контекстная замена ai на  bj,

замена  осуществляется в случае ai<>bj (тогда Pij=1) и не происхо-

дит при совпадении ai и bj).

     Получаем необходимое d(x,y)=d[m,n].

     Алгоритм может быть записан так:

     for i:=1 to m do

       d[i,0]:=i;

     for j:=1 to n do

       d[0,j]:=j;

     for i:=1 to m do

     for j:=1 to n do

          d[i,j]=min{d[i-1,j]+1,d[i,j-1]+1,d[i-1,j-1]+Pij};

                            Задача 17.

     Делается аналогично задаче 16.

                            Задача 18.

     Пусть строка S1 состоит из цифр 0 и 1 и имеет длину N, а стро-

ка S2 (из символов A и B) - длину M.

     Заведем матрицу А размера N на M, при этом строки матрицы по-

мечаются i-ой цифрой строки S1, а j-й столбец - j-м символом стро-

ки S2.

     Возьмем в качестве примера S1='00110', S2='AAAABBAA'.

     Первая цифра строки S1 (цифра 0) может быть  преобразована  в

одну из последовательностей букв 'A','AA','AAA','AAAA', являющиеся

префиксами строки S2. Заносим символ 'x' в те столбцы первой стро-

ки, буквы-пометки которых соответствуют последним буквам возможных

последовательностей.  Таким образом,  помечаются элементы  A[1,1],

A[1,2], A[1,3] и A[1,4].

     Шаг алгоритма:  будем преобразовывать очередную цифру  S1[i],

которой соответствует строка i.

     Находим 'x' в предыдущей строке при просмотре ее слева напра-

во  (этому столбцу соответствует последняя буква в какой-то из не-

пустых последовательностей букв,  порожденных на предыдущем шаге).

Если  текущую цифру можно преобразовать в последовательность букв,

помечающих следующие за данным столбцы,  то в этих столбцах в дан-

ной строке ставим 'x'.

     Далее от места над последней помеченной ячейкой ищем в преды-

дущей строке 'x' и, когда находим, повторяем указанные выше опера-

ции.

     Эти действия проводим далее для i=2,...,N.

     Вид матрицы после N шагов:

     A A A A B B A A       Если  после  N  шагов  в позиции (N,M)

    ----------------¬      стоит x, то строки можно преобразовы-

  0 ¦x x x x        ¦      вать друг в друга.

  0 ¦  x x x        ¦

  1 ¦    x x x x    ¦

  1 ¦      x x x x x¦

  0 ¦            x x¦

    L----------------

     Замечание: Можно обойтись и одномерным массивом.  В самом де-

ле, при заполнении следующей строки мы обращаемся только к элемен-

там предыдущей строки, к каждому - по одному разу.

     Алгоритм (без учета замечания) может быть следующим:

     for i:=1 to N do

       for j:=1 to M do

         A[i,j]:=' ';                            { инициализация }

     if S1[1]=0

     then element:='A'             { 0 преобразуется в A }

     else element:=S2[1];          { 1 - в A или в  B }

     i:=1;

     while (i<=M) and (S2[i]=element) do begin   { первый шаг }

       A[1,i]:='x';

       i:=i+1

     end;

     for i:=2 to N do begin

        j:=2;

      while j<M do begin                   { просмотр строки i }

        if A[i-1,j-1]='x'

        then begin

          if S1[i]=0

          then element:='A'

          else element:=S2[j];

          if S2[j]=element

          then

            while (j<=M) and (S2[j]=element) do begin

              A[i,j]:='x';

              j:=j+1;

            end       { end for while }

          else j:=j+1

        end           { end for then  }

        else j:=j+1

      end             { end for while }

     end;             { end for for   }

   if A[N,M]='x'

   then writeln('Можно преобразовать')

   else writeln('Нельзя преобразовать');

     Напишите программу, использующую одномерный массив.

                            Задача 19.

     Определим через F[i,j] минимальное  число  операций,  которое

требуется  для  перемножения  группы  матриц  с номерами от i до j

включительно.  Ясно,  что F[i,i]=0.  Перемножение матриц  в  такой

группе может производиться различными способами,  а именно, произ-

водить сначала перемножение наилучшим способом группы от i  до  k,

затем от k+1 до j,  наконец перемножить получившиеся матрицы.  По-

нятно, что k может быть величиной от i до j-1. Учитывая требование

получить наилучший результат, величина F[i,j] определяется как

          F[i,j]=max(F[i,k]+F[k+1,j]+n[i]*n[k+1]*m[j]),

где k может быть величиной от i до j-1, n[i], n[k+1], m[j] опреде-

ляют размеры матриц, получившихся при перемножении в группах.

     для  i от 1 до N выполнять

        F[i,i]:=0;

     для  l от 1 до N-1 выполнять

       для  i от 1 до N-l выполнять

       нц

         Kol:=бесконечность;

         j:=i+l;

         для  k от i до j-1 выполнять

          если Kol > F[i,k]+F[k+1,j]+n[i]*n[k+1]*m[j]

             то Kol:=F[i,k]+F[k+1,j]+n[i]*n[k+1]*m[j];

          все

         F[i,j]:=Kol;

       кц

                            Задача 20.

     а). Пусть К(L,i) обозначает множество возрастающих  подпоследова-

тельностей длины L, которые составлены из элементов с номерами от 1 до

i-1. Понятно, что их может быть очень много. Однако их число можно су-

щественно сократить,  воспользовавшись следующим фактом: из двух цепо-

чек длины L более перспективной будет цепочка, у которой величина пос-

леднего  элемента  меньше,  так  как ее может продолжить большее число

элементов. Пусть S(L,i) - это именно такая самая перспективная цепочка

длины  L  с минимальным по величине последним элементом,  а S(i) - это

множество всех цепочек S(L,i) со всевозможными L.  Понятно, что в S(i)

содержится не более i-1 цепочек (с длинами 1,...,i-1).  Пусть мы знаем

S(i).

     Для того,  чтобы определить, какие цепочки может продолжать i-й

элемент,  достаточно знать последние элементы перспективных цепочек.

Для  этого  удобно  завести  массив  адресов АДР последних элементов

перспективных цепочек длины 1,2,...,n.  При этом легко  понять,  что

последний элемент перспективной цепочки длины s не превышает послед-

него элемента перспективной цепочки длины  s+1.  Следовательно,  для

очередного  i-го элемента достаточно найти только максимальную длину

перспективной цепочки,  для которой он будет последним. Понятно, что

это  будет  цепочка  максимальной  длины,  последний элемент которой

меньше текущего элемента. Учитывая упорядоченность последних элемен-

тов  перспективных  цепочек,  поиск  можно  сделать дихотомией.  При

присоединении i-го элемента к какой-нибудь цепочке длины p ее  длина

увеличивается на  1,  a ее последним элементом становится элемент i.

При этом множество S(i+1) совпадает с S(i) за исключением одной  це-

почки

          S(p+1,i+1) = S(p,i) сцепленная с i-ым элементом.

     Для хранения цепочек удобно хранить для каждого элемента  номер

элемента, который ему предшествует в цепочке.

     Другое решение этой задачи:

     Заведем 3  массива  длины N:  в массиве A[1..N] помещаются сами

числа последовательности.  Элемент B[i] имеет значение длины  макси-

мальной возрастающей подпоследовательности,  завершающейся элементом

A[i], а величина C[i] есть индекс предшествующего элементу A[i] эле-

мента  в  этой  максимальной  последовательности (A[i]=0 есть такого

элемента нет).

     Если N=1,  то  A[1]  и есть искомая подпоследовательность.  При

этом B[1]=1,  C[1]=0.  Предположим, что мы заполнили массивы A,B и C

от  начала  до  элемента  M-1.  Попытаемся  обработать элемент A[M].

Просматривая массив A от 1 до M-1-го элемента мы  ищем  такое  A[k],

что одновременно

     1) A[k]<A[M],

     2) B[k] максимально.

     Очевидно, что для того,  чтобы получить максимальную  по  длине

подпоследовательность,  заканчивающуюся A[M], этот элемент надо при-

писать к подпоследовательности с последним элементом A[K]. Получаем,

что B[M]=B[K]+1, C[M]=K.

     Пусть мы обработали все N элементов массива A.  Находим  макси-

мальный элемент массива B,  пусть это будет B[K].  По построению это

длина максимальной подпоследовательности.

     Выписываем эту подпоследовательность:  полагаем j:=k;  печатаем

элемент A[j];  так как предшествующий в  последовательности  элемент

имеет  индекс  C[j],  то делаем присваивание j:=C[j],  распечатываем

этот элемент и т.д.,  до тех пор,  пока j не станет 0 (т.е. мы дошли

до начала последовательности).

     Запись алгоритма:

     for i:=2 to N do B[i]:=0;

       C[1]:=0; B[1]:=1; Max:=1; IndexMax:=1;

     for i:=2 to N do

       for j:=1 to i-1 do

         if (A[j]<A[i]) AND (B[i]<B[j]+1)

         then begin

                C[i]:=j;

                B[i]:=B[j]+1;

                if B[i]>Max

                then begin Max:=B[i]

                           IndexMax:=i

                     end;

     while IndexMax<>0 do begin

       writeln(A[Index-Max]);

       IndexMax:=C[IndexMax]

     end;

     В программе в переменной Max хранится максимальная найденная до

сих пор длина подпоследовательности,  в  IndexMax  находится  индекс

последнего элемента этой подпоследовательности.

     Структура данных, каждый элемент которой (в данном случае A[i])

содержит  ссылку  (в  этой  задаче C[i]) на предыдущий элемент (или,

если требуется,  на последующий элемент) называется однонаправленным

списком.  Если  у  элемента есть ссылка как на предыдущий,  так и на

последующий за ним элемент, то список двунаправленный (его можно ре-

ализовать, используя не один массив для индексов, а два).

     б). Частный случай пункта в).

     в). Заведем  матрицу  С[0..m+1,1..n].  В ней i-тая строка будет

хранить информацию о последовательностях с i-1 разрывами;  j-ый эле-

мент  в  этой  строке есть длина самой длинной подпоследовательности

элементов "хвоста" массива А ( от j-го элемента до  n-го),  начинаю-

щейся в j-ой позиции и с не более чем i-1 разрывом.

     Правило заполнения матрицы:

     Заполним нулевую строку нулями (чтобы можно было заполнить пер-

вую строку по общему алгоритму).

     Для каждого  номера  строки  i  от 1 до m+1 выполнить следующие

действия:

     Для j-го  элемента  массива  A (j изменяется от n до 1) находим

максимальную по длине подпоследовательность, которую можно присоеди-

нить к этому элементу так, чтобы получить подпоследовательность мак-

симальной длины с не более чем i-1 разрывом. Для этого мы:

     1) ищем элемент A[k] последовательности A,  больший A[j], стоя-

щий в массиве A правее j-го элемента и с максимальным С[i,k];

     2) затем просматриваем элементы i-1 -ой строки матрицы С, начи-

ная с j+1 -го и до конца, и находим C[i-1,s] - максимальный из них;

     3) сравниваем C[i-1,s] с С[i,k].  Больший из них (обозначим его

C[row,col]), увеличенный на 1, запоминаем в C[i,j]. Это и будет дли-

на максимальной подпоследовательности,  начинающейся в позиции j,  с

не более чем i-1 разрывом.

     4) Запоминаем индексы row и col элемента массива C, предшеству-

ющего C[i,j], в ячейках X[i,j] и Y[i,j] соответственно.

     После окончания цикла максимальный элемент m+1 -ой строки  мат-

рицы  C и есть максимальная длина возрастающей подпоследовательности

с m разрывами.  Выписать всю подпоследовательность  можно  следующим

образом: для каждого элемента подпоследовательности в массивах X и Y

хранится информация о предшественнике.  Мы,  начиная с максимального

элемента m+1 -ой строки матрицы C, восстанавливаем всю подпоследова-

тельность.

     Обоснование алгоритма:

     Пусть мы  знаем  C[i-1,j] для всех j от 1 до n и для некоторого

i, а также C[i,k] для k от j+1 до n. Мы хотим вычислить C[i,j].

     Для j-го  элемента  массива  А существует максимальная по длине

подпоследовательность с не более чем i-1 -им разрывом,  начинающаяся

с  A[j].  Второй элемент (обозначим его A[k]) этой максимальной под-

последовательности (если он, конечно, есть) может быть

     1) больше,  чем A[j]. Тогда мы находим его среди элементов, об-

ладающих следующими свойствами:

       а) k>j,

       б) C[i,k] максимальный (т.е.  мы присоединяем к  A[j]  макси-

мальную  по длине подпоследовательность с не более чем i-1 разрывом,

формируя подпоследовательность опять не более чем с i-1 разрывом);

     2) меньше или равный, чем A[j]. Тогда мы ищем его среди элемен-

тов, обладающих следующими свойствами:

       а) k>j;

       б) C[i-1,k] максимальный (т.е.  мы присоединяем  максимальную

подпоследовательность  с  не  более чем i-2 -мя разрывами,  формируя

подпоследовательность с не более чем i-1 разрывом).

     Полученная подпоследовательность получается максимальной длины,

так как длина подпоследовательности, начиная с A[k], максимальная.

     Упоминавшиеся выше  индексы  row и col,  которые запоминаются в

X[i,j] и Y[i,j] соответственно, обозначают

     col - индекс следующего за A[j] элемента в максимальной по дли-

не подпоследовательности,  начинающейся в позиции j и имеющей не бо-

лее i-1 разрыва;

     row-1 - максимальное количество разрывов в подпоследовательнос-

ти, начинающейся в A[col].

{ Программа написана Д.Медведевым и А.Гавриловым }

const max=100;           { максимальная длина массива A }

var

  sw,l,i,j,k,n,m,maxind,swind:integer;

  c:array [0..max,1..max] of integer;

  x,y:array [1..max,1..max] of integer;

  a,b:array [1..max] of integer;

begin

  Write('Введите N:');

  readln(n);

  Writeln('Введите последовательность');

  for i:=1 to n do

    read(a[i]);

  readln;

  Write('Введите количество разрывов подпоследовательности:');

  readln(m);

  fillchar(c,sizeof(c),0);  { зануление с, x и y }

  fillchar(x,sizeof(x),0);

  fillchar(y,sizeof(y),0);

  for i:=1 to m+1 do

    for j:=n downto 1 do

      begin

        c[i,j]:=1;

        for k:=j+1 to n do

          if (a[k]>a[j]) and (c[i,k]>=c[i,j]) then

            begin

              c[i,j]:=c[i,k]+1;

              x[i,j]:=k;

              y[i,j]:=i;

            end;

        for k:=j+1 to n do

          if c[i-1,k]>=c[i,j] then

            begin

              c[i,j]:=c[i-1,k]+1;

              x[i,j]:=k;

              y[i,j]:=i-1;

            end;

      end;

  maxind:=1;

  for i:=1 to n do

    if c[m+1,i]>c[m+1,maxind] then

      maxind:=i;

  l:=c[m+1,maxind];

  j:=maxind;i:=m+1;k:=1;

  while (c[i,j]<>1) do

    begin

      b[k]:=j;        { в массив b выписываем индексы элементов }

      inc(k);         { максимальной по длине подпоследователь- }

      sw:=x[i,j];     { ности в прямом порядке }

      i:=y[i,j];

      j:=sw;

    end;

  b[k]:=j;

  for i:=1 to k do write(a[b[i]],' ');

  writeln;

  writeln('Длина=',l);

end.

                            Задача 21.

     Для решения задачи элементы  массива  удобно  упорядочить  по

абсолютной  величине  (в порядке неубывания).  Если в массиве есть

элементы,  равные 0,  то один из них и будет  последним  элементом

искомой последовательности,  поэтому их можно игнорировать.  Пусть

К(i) обозначает максимальное количество элементов,  которое  может

находится  в  некоторой  последовательности с требуемым свойством,

последним элементом которой является i-й элемент.

     Понятно, что  наименьшему по абсолютной величине элементу ни-

чего не может предшествовать ни один элемент,  поэтому К(р)=0, где

р - индекс первого ненулевого элемента.

     Для каждого следующего элемента с номером j, j=р+1,...,N, не-

обходимо определить максимальное количество элементов, которое мо-

жет  предшествовать рассматриваемому элементу, с учетом требуемого

свойства.  Понятно,  что  это  количество есть максимум из величин

К(р1),  К(р2),...,  К(рm),  где элементы с номерами  p1,p2,...,pm,

р<=p1<p2<...<pm<j являются делителями элемента с номером j. Поэто-

му мы имеем рекуррентную формулу для вычисления К(j):

               К(j) = мах (К(p1),К(p2),...,К(pm)).

     Значение К(N),  вычисленное по описанному выше правилу, и оп-

ределяет  максимальное  количество элементов,  которое может нахо-

дится в некоторой последовательности с  требуемым  свойством  (без

учета возможного нуля в конце последовательности).

     Для того,  чтобы установить,  какие элементы образуют  макси-

мальную  последовательность,  достаточно для каждого номера j пом-

нить тот номер из p1,p2,...,pm,  на котором  достигается  максимум

для чисел  К(p1),К(p2),...,К(pm).  Эти номера можно определять па-

раллельно с вычислением значения К(j) в некотором массиве,  напри-

мер ПРЕДОК. Используя эту информацию, легко определить номера эле-

ментов последовательности,  проходя от элемента i  с  максимальным

значением  К(i) к элементу,  который ему предшествует (ПРЕДОК(i)),

до тех пор, пока не придем к первому элементу f последовательности

(ПРЕДОК(f)=0).

                            Задача 22.

      Можно, конечно,  число A умножить само на себя n-1  раз,  но

для этого надо выполнить n-1 операцию умножения. Рассмотрим метод,

требующий меньшего числа умножений (он, однако, не всегда дает ми-

нимальное число умножений).

     Если n - четное,  n=2m то будем вычислять A^n, используя тож-

дество

          A^2m=(A^m)^2;

     если же n=2m+1, то

          A^(2m+1)=(A^2m)*A=((A^m)^2)*A.

     Таким образом, возведение A в 13 степень будет выглядеть сле-

дующим образом:

  (A^13)=((A^6)^2)*A=(((A^3)^2)^2)*A=(((A*A*A)^2)^2)*A

     и вычисление требует 5 операций умножения.

     Используя данный  метод,  для возведения в степень n потребу-

ется порядка log2(n) операций умножения.

     Программа на Паскале может выглядеть так:

      var A,N: integer;

      function power(N: integer): integer;

      begin

        if N>1

        then if odd(N)     { N нечетно? }

             then power:=SQR(power(N div 2))*A

             else power:=SQR(power(N div 2))

        else power:=A

      end;

      begin

        read(A,N);

        writeln(power(N));

      end;

      Можно ту же самую идею реализовать и по другому (  далее  мы

приводим выдержку из книги Д.Кнута "Искусство программирования для

ЭВМ", т.2, с.482):

      "Запишем n в двоичной системе счисления и заменим в этой за-

писи каждую цифру "1" парой букв SX,  а каждую цифру "0" -  буквой

S, после чего вычеркнем крайнюю левую пару букв SX. Результат, чи-

таемый слева направо, превращается в правило вычисления x**n, если

букву  "S"  интерпретировать как операцию возведения в квадрат,  а

букву "X" - как операцию умножения на x.  Например,  если n=23, то

его двоичным представлением будет 10111; строим последовательность

SX S SX SX SX, удаляем из нее начальную пару SX и в итоге получаем

следующее правило вычисления:  S SX SX SX. Согласно этому правилу,

мы должны "возвести x в квадрат,  затем снова возвести в  квадрат,

затем умножить на x, возвести в квадрат, умножить на x, возвести в

квадрат и,  наконец,  умножить на x";  при этом мы последовательно

вычисляем x**2, x**4, x**5, x**10, x**11, x**22, x**23.

      Этот "бинарный метод" легко обосновать,  рассмотрев последо-

вательность получаемых  в  ходе  вычисления показателей:  если "S"

интерпретировать как операцию умножения на 2, а "X" - как операцию

прибавления 1  и если начать с 1,  а не с x,  то наше правило дает

нам в соответствии со свойствами двоичной системы счисления  число

n".

      Приведенный метод не дает минимального числа операций  умно-

жения.  Для вычисления x**23 нам, по изложенному выше методу, пот-

ребуется 7 операций умножения.  В действительности  их  необходимо

только 6:

      x -> x**2 -> x**3 -> x**5 -> x**10 -> x**20 -> x**23.

      Алгоритм нахождения  минимального числа операций (кроме пол-

ного перебора) сейчас неизвестен (см. там же у Д.Кнута).

                            Задача 23.

     Пусть z есть массив из N элементов,  y - из M.  Положим i=1 и

j=1.  Берем элемент z[i] и ищем минимальное k,  k>=j,  k<=M, такое

что y[k]=z[i] (мы находим очередной совпадающий символ в строках z

и y).  Полагаем i=i+1 и j=k+1.  Повторяем поиск  элемента  z[i]  в

оставшемся куске последовательности y. Условия окончания  поиска:

     a) Если  i стало больше N (т.е.  все элементы массива z явля-

ются  подпоследовательностью элементов y), - и тогда z можно полу-

чить вычеркиванием элементов из y.

     б) Если  в  оставшимся  куске последовательности y не найдено

элемента,  совпадающего с очередным z[i], то z из y получить нель-

зя.

                            Задача 24.

     Пусть x=x1,x2, ... ,xm,  y=y1,y2, ... ,yn.

     Заведем матрицу  A[0..m,0..n].  Элемент  A[i,j]  будет длиной

максимальной общей подпоследовательности y x1, ... ,xi и y y1, ...,

yj. Сначала A[i,0]=A[0,j]=0, i=0, ... ,m, j=0, ... ,n.

     Пусть xi=yj, тогда требуется увеличить длину максимальной об-

щей подпоследовательности x1,  ... ,x[i-1] и y1, ... ,y[j-1] на 1:

A[i,j]=A[i-1,j-1]+1, если xi=yj.

     В случае, если xi<>yj, то, очевидно,

     A[i,j]=max{A[i-1,j],A[i,j-1],A[i-1,j-1]},

но так как всегда A[i-1,j-1]<=A[i,j-1], то

     A[i,j]=max{A[i-1,j],A[i,j-1]}.

     Величина A[m,n] и дает длину максимальной общей подпоследова-

тельности. Найдем саму подпоследовательность. Пусть A[m,n]=d. Дви-

гаясь по последней строке справа налево ищем самый левый элемент в

этой строке со значением d.  Двигаемся от него вверх по столбцу  в

поиске  элемента столбца с минимальным первым индексом и значением

d.  Пусть это A[i,j].  Элемент A[i-1,j-1] обязан быть равен d-1, а

xi и yi - это последние общие совпадающие элементы в x и y.

     Начиная от элемента A[i-1,j-1] повторяем,  как  было  описано

выше,  движение  влево  и вверх по матрице,  находим предпоследний

совпадающий элемент в x и y, и т.д.

     Программа:

     for i:=0 to m do A[i,0]:=0;

     for j:=0 to n do A[0,j]:=0;

     for i:=1 to m do

       for j:=1 to n do

         if x[i]=y[i]

         then A[i,j]:=A[i-1,j-1]+1

         else A[i,j]:=max(A[i-1,j],A[i,j-1]);

     writeln('Длина последовательности =',A[m,n]);

     d:=A[m,n]; i:=m; j:=n;

     while (d<>0) do begin

       while A[i,j-1]=d do j:=j-1;

       while A[i-1,j]=d do i:=i-1;

     write('Элемент последовательности номер',d,'есть',x[i]);

     i:=i-1; j:=j-1; d:=d-1; { переход к поиску предшествую- }

                        { щего элемента в последовательности }

     end;

                            Задача 25.

     В последовательностях  x и y избавляемся от лидирующих нулей.

Если хоть одна из последовательностей стала пустой,  то z=0. Иначе

крайние левые цифры и в x и в y есть 1.

     Запускаем на полученных последовательностях  алгоритм  задачи

24 (для получения максимального z необходимо,  чтобы старшая цифра

z была 1 и двоичная запись z имела  максимальную  длину),  но  при

этом  для  каждого  A[i,j] - длины последовательности,  необходимо

хранить добавочно и саму последовательность; при присвоении значе-

ния  A[i,j]  одновременно  будем  запоминать  и последовательность

максимальной длины. Если таких несколько, то берем из них последо-

вательность  с максимальным значением.  Поэтому алгоритм задачи 23

запишется так:

     Пусть S[0..m,0..n]  - массив строк.  В S[i,j] будет храниться

подпоследовательность, длина которой A[i,j].

     for i:=0 to m do A[i,0]:=0;

     for j:=0 to n do A[j,0]:=0;

     for i:=0 to m do

       for j:=0 to n do S[i,j]:='';

     for i:=1 to m do

       for j:=1 to n do begin

         if x[i]=y[j]

         then begin A[i,j]:=A[i-1,j-1]+1;

                    S[i,j]:=S[i-1,j-1]+x[i];

              end;

         A[i,j]:=max(A[i,j],A[i-1,j],A[i,j-1]);

         S[i,j]:=max(S[i,j],S[i-1,j],S[i,j-1]);

     end;

     write(A[m,n],'- длина',S[m,n]);

     Попробуйте не заводить массив S[0..m,0..n],  а обойтись одно-

мерным массивом S[0..n].

                 СОРТИРОВКИ И ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ.

                            Задача 1.

     Предположим, что  имеется некоторый кусок ленты,  разделенный

на кадры.Кадры занумерованы с двух сторон. Полоска ленты склеена в

лист  Мебиуса.  Необходимо  составить  алгоритм  упорядочения этой

последовательности,  предположив,  что соседние  кадры  можно  пе-

реставлять, (естественно, в упорядоченной последовательности будет

один "скачок" от минимального элемента к  максимальному).  Следует

учесть,что  при  перестановки  кадров переставляются числа с обеих

сторон кадров.Пример:

 Есть 2 кадра ---A-T--B-¬, А1, В1 - одна сторона кадров,

              L----+-----  А2, В2 - другая.

     Пусть А1=1, А2=2, В1=7, В2=3. Тогда после перестановки содер-

жащего А <-> В будет А1=7, А2=3, В1=1, В2=2).

     Всегда ли такое упорядочение возможно?

                            Задача 2.

     Имеется N камней веса А1,А2,...,АN.

     Необходимо разбить  их  на  две кучи таким образом,чтобы веса

куч отличались не более чем в 2 раза.  Если этого сделать  нельзя,

то указать это.

                            Задача 3.

     Условие задачи 2,  только веса куч отличаются не более,  чем  в

1,5 раза.

                            Задача 4.

     Имеется N человек и целые числа А1, ..., AN; человека i необ-

ходимо познакомить с Аi людьми. Можно ли это сделать?

                            Задача 5.

     Условие задачи 4. Кого с кем знакомить, чтобы это сделать?

                            Задача 6.

     Даны две  целочисленных таблицы А [1:10] и В[1:15].  Разрабо-

тать алгоритм и написать программу, которая проверяет, являются ли

эти таблицы похожими. Две таблицы называются похожими, если совпа-

дают множества чисел, встречающихся в этих таблицах.

                            Задача 7.

     Задается словарь.  Найти в нем все анаграммы (слова,  состав-

ленные из одних и тех же букв).

                            Задача 8.

     Задано семейство  множеств  букв. Найти такое k, для которого

можно построить множество,  состоящее из k букв,  причем каждая из

них принадлежит ровно k множествам заданного семейства.

                            Задача 9.

     На прямой окрасили N отрезков.Известны координата L[I] левого

конца  отрезка  и  координата  R[I] правого конца I-го отрезка для

I=1, ..., N. Найти сумму длин всех окрашенных частей прямой.

     Примечание. Число N столь велико,  что на выполнение N*N даже

простейших операций не хватит времени.

     МОДИФИКАЦИЯ. На  окружности окрасили N дуг.  Известны угловая

координата L[I] начала и R[I] конца I-ой дуги (от начала  к  концу

двигались,  закрашивая дугу,  против часовой стрелки).  Какая доля

окружности окрашена?

                            Задача 10.

     Имеется 2*N чисел.  Известно что их можно разбить на пары та-

ким образом,что произведения чисел в парах равны.  Сделать разбие-

ние, если числа

     а) натуральные;

     б) целые.

                            Задача 11.

     Имеются числа А1,А2,...,АN и B1,B2,...,BN.  Составить из  них

N пар  (Аi,  Bj) таким образом,  чтобы сумма произведений пар была

максимальна (минимальна). Каждое Ai и Bj в парах встречаются ровно

по одному разу.

                            Задача 12.

     В музее регистрируется в течение дня время  прихода  и  ухода

каждого посетителя. Таким образом за день получены N пар значений,

где первое значение в паре показывает время прихода  посетителя  и

второе значения - время его ухода. Найти промежуток времени, в те-

чение которого в музее одновременно находилось максимальное  число

посетителей.

                            Задача 13.

     Упорядочить по невозрастанию 5 чисел за 7 операций сравнения.

                            Задача 14.

     Задаются число  n>1  -  размерность  пространства и pазмеpы М

n-мерных параллелепипедов (a  , ..., a  ), i=1,...,M.

                            i1        in

     Паpаллелепипед может располагаться в  пространстве  любым  из

способов, при которых его ребра параллельны осям координат. Найти

максимальную последовательность вкладываемых друг в друге паpалле-

лепипедов.

                            Задача 15.

     Пусть A  -  множество из N натуральных чисел.  Ваша программа

должна определить, существует ли по крайней мере одно подмножество

B  множества A,  имеющие cледующее свойство (*) для любых X,Y,Z из

B, X<>Y<>Z<>X,

       X+Y+Z <= SUM {t: t из B\{X,Y,Z}},

тут B\{X,Y,Z} означает 'множество B без элементов X,Y и Z'.

     В случае положительного  ответа  программа  должна  найти

подмножество  B,  удовлетворяющее  условию  (*) и состоящее из

максимально возможного числа элементов.

                            Задача 16.

     Дано положительное целое число К и К целых чисел А(1),...,

А(К). Вычислить

     а) наибольшее,

     b) наименьшее,

     c) наиболее близкое к нулю,

     d) наиболее близкое к заданному числу Р

возможное значение суммы

        S(М,N)=А(М)+А(М+1)+...+А(N-1)+А(N),

где 1<=М<=N<=К.

     Примечание.Число К  столь велико,  что числа А(1),А(2),  ...,

А(К) занимают примерно одну пятую памяти,  отводимой для  хранения

данных,  а  на выполнение К**2 даже простейших операций не хватает

времени.

                            Задача 17.

     Даны целые M и N и вектор действительных чисел X[1..N]. Найти

целое число i (1<=i<=N-M), для которого сумма x[i]+...+x[i+M] бли-

же всего к нулю.

                            Задача 18.

     Есть два отсортированных в порядке неубывания массива  A[1,N]

и B[1,M].  Получить отсортированный по неубыванию массив C[1,N+M],

состоящий из элементов массивов A и B ("слить" вместе массивы A  и

B).

                            Задача 19.

     Дан массив  X[1..N].  Необходимо циклически сдвинуть его на k

элементов вправо (т.е.  элемент X[i] после сдвига должен стоять на

месте X[i+k];  тут мы считаем что за X[N] следует X[1]).  Разреша-

ется использовать только несколько дополнительных слов памяти (До-

полнительного массива заводить нельзя!).

                            Задача 20.

     Построить максимальное множество,  состоящее  из  попарно  не

сравнимых векторов v. Векторы v определяются парами чисел, выбира-

емые из данной последовательности чисел а1, ...аn , n>=1. Два век-

тора  v=(а,в)  и  v'=(а',в')  называются сравнимыми,  если а<=а' и

в<=в' или а>=а' и в>= в', в противном случае не сравнимыми.

                 СОРТИРОВКИ И ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ.

                            Задача 1.

     Если мы будем переставлять кадр A с соседним  с  ним  справа,

пока  A  не пройдет всю ленту Мебиуса и не вернется на свое место,

то окажется, что стороны кадра поменяются - то, что раньше было A1

станет B1, и наоборот.

     Разрежем ленту. Из замечания выше следует, что мы можем пола-

гать, что на одной стороне ленты в каждом кадре написано минималь-

ное из чисел, находящихся на сторонах кадра. Упорядочиваем элемен-

ты этой стороны ленты по неубыванию, Если и на другой стороне эле-

менты выстроились по неубыванию, и при этом последний элемент пер-

вой стороны  не  превышает  первого  элемента  второй стороны,  то

поставленная задача решена, иначе упорядочение невозможно.

                            Задача 2.

     Основная стратегия решения заключается в том, что каждый сле-

дующий камень кладется в кучу с меньшим текущим весом.  При этом в

первую кучу надо положить камень максимального веса.  Покажем, что

этого  достаточно,  чтобы гарантировать правильное решение задачи.

По окончании распределения камней по кучам возможны 2 ситуации:

   1. Все камни попали во вторую кучу, а ее вес остался меньше по-

      ловины веса первой кучи.  Понятно,  что в этом случае  камни

      требуемым  образом разбить нельзя,  следовательно решения не

      существует.

   2. Случай 1. не верен. Тогда возможны следующие ситуации.

     а) Все камни попали во вторую кучу.  В этом случае ясно, что

      веса  куч  отличаются  не более чем на половину первой кучи,

      если вес первой кучи больше, или не более чем вес последнего

      камня,  положенного во вторую кучу.  В любом из этих случаев

      требуемое условие выполняется.

     б) В первую кучу попали и другие камни. Тогда ясно, что веса

      куч отличаются не более чем на  вес самого  тяжелого  камня,

      кроме  первого. Следовательно и в этом случае условие задачи

      выполняется.

                            Задача 3.

      На начальном  этапе в первую кучу кладется самый тяжелый ка-

мень,  а во вторую - два следующих по весу камня.  Для  оставшихся

камней реализуется описанная для задачи 2 стратегия.

                           Задачи 4, 5.

      Алгоритм состоит в следующем. На каждом шаге находится чело-

век Х, имеющий наибольшее число Р нереализованных знакомств. Затем

находится Р людей,  с которыми человек  Х  собирается  реализовать

знакомства.  Нетрудно понять,  что это должны быть люди опять же с

наибольшим числом нереализованных знакомств, так как такая страте-

гия  обеспечивает  на каждом шаге максимально возможное количество

людей с нереализованными еще знакомствами. Человек Х реализует  по

одному  знакомству  с каждым из Р выбранных людей и из дальнейшего

процесса исключается.  При этом число нереализованных знакомств  у

каждого  из Р людей уменьшается на 1.  Процесс продолжается до тех

пор,  пока все знакомства не будут реализованы, или найдется такой

человек Х,  которому не хватит людей для реализации его нереализо-

ванных знакомств.  В последнем случае задача не имеет решения. Для

поиска  человека  Х  и Р людей для реализации знакомств достаточно

каждый раз упорядочивать значения нереализованных знакомств  в по-

рядке  невозрастания,  сохраняя  при  этом  информацию  о  "имени"

(исходном номере) человека.

                            Задача 6.

     Мы можем отсортировать оба массива - и A,  и B (например,

по неубыванию),  далее,  если первые элементы массивов A  и  B

совпадают, то ищем и в A,  и в B минимальные элементы, большие

данного, и повторяем сравнения; если же элементы не совпадают,

либо один  из  массивов уже закончился,  а другой еще нет,  то

массивы не похожие.

     { A и B уже отсортированы }

     i:=1; j:=1;    { смотрим массивы A и B, начиная с первых }

                    { элементов }

     while (i<=10) and (j<=15) and (A[i]=B[j]) do

     begin

       element:=A[i];

       while (i<=10) and (A[i]=element) do

         i:=i+1;    { поиск несовпадающего элемента }

       while (j<=15) and (B[j]=element) do

         j:=j+1;    { поиск несовпадающего элемента }

     end;

     if (i=11) and (j=16)   { просмотрели все элементы A и B }

     then writeln('Массивы похожи')

     else writeln('Массивы непохожи');

                            Задача 7.

     Каждому слову приписываем его номер в словаре. Сначала сорти-

руем  буквы в каждом слове по (например) неубыванию.  Получаем ка-

кой-то "ключ",  который совпадает у всех слов-анаграмм  (например,

слова 'лом' и 'мол' преобразуются в одни и те же ключи 'лмо').

     Далее мы сортируем ключи слов (совместно с приписанными номе-

рами)  по  неубыванию.  Все  одинаковые  ключи будут размещаться в

отсортированной  последовательности  слов  друг  за   другом.   Мы

просматриваем полученную последовательность, ищем совпадающие клю-

чи и по приписанным им номерам находим в  словаре  соответствующие

слова-анаграммы.

                             Задача 8.

     Для каждой буквы заведем отдельный 'черпак',  в который будем

'складывать' букву.  Это можно сделать,  используя массив А из 255

элементов.  При  этом номер 'черпака',  соответствующего некоторой

букве, определяется кодом буквы (известно, что любая буква кодиру-

ется некоторым двоичным числом, содержащим 8 цифр - называемых би-

тами; в Паскале по букве определить ее код можно с помощью функции

ord).  При просмотре множеств подсчитаем,  сколько раз встречалась

каждая буква.  Это делается следующим образом.  При встрече  буквы

содержимое  соответствующего ей элемента массива увеличиваем на 1.

При  этом  начальное  содержимое  элементов  массива  -  0.  После

просмотра  букв  всех  множеств  элементы  А определяют количество

соответствующих букв, а значит и количество множеств, которым при-

надлежит соответствующая буква (ведь в одном множестве все элемен-

ты различны!).  Используя аналогичным образом массив В из 255 эле-

ментов  (больше  не  нужно,  так как искомое число к по условию не

превышает числа букв) подсчитаем количество единиц, двоек и т.д. в

массиве А.  Максимальное значение индекса к, для которого к=В[к] и

будет решением поставленной задачи.

                            Задача 9.

     Будем моделировать закрашивание этих N отрезков.

     Достаточно отсортировать отрезки в порядке неубывания коорди-

нат левых концов. После этого осуществляется простой просмотр упо-

рядоченных отрезков с анализом следующих возможных ситуаций:

     1. Если текущий отрезок пересекается с закрашиваемым отрезком

      (его левая координата не больше правого конца закрашиваемого

      отрезка),  то  новым правым концом закрашиваемого сейчас от-

      резка становится более правый из концов закрашиваемого и те-

      кущего отрезков.

     2. Если текущий отрезок не пересекается с  закрашиваемым  от-

      резком, то закраска предыдущего отрезка закончена, его длина

      суммируется с длиной уже закрашенной части,  а закрашиваемым

      отрезком становится текущий отрезок.

     Процесс продолжается до тех пор,  пока не  будут  просмотрены

все  отрезки.  После  этого  длина последнего закрашенного отрезка

суммируется с длиной ранее закрашенной части.

                            Задача 10.

     Основная идея  состоит  в  неиспользовании операции умножения

двух чисел.  Легко понять,  что если числа натуральные, то одна из

пар  должна содержать максимальное и минимальное числа.  Рассуждая

таким образом для оставшихся чисел, приходим к простому алгоритму.

Упорядочиваем  числа  в порядке неубывания.  Тогда пары составляют

первое и последнее, второе и предпоследнее и т.д. Ситуация немного

изменяется, если числа целые. В этом случае возможны три варианта:

     1. Произведение равно 0.  В этом случае существует хотя бы  N

нулевых элементов. Поэтому пары будут организованы из одного нену-

левого элемента и одного нулевого или из двух нулевых элементов.

     2. Произведение положительно. В этом случае перемножаются по-

ложительные с положительными, а отрицательные с отрицательными, по

правилу как и в случае с натуральными числами.

     3. Произведение отрицательно. В этом случае перемножается ми-

нимальное положительное число с минимальным отрицательным и т.д.

     Для определения ситуаций достаточно подсчитать количество ну-

левых,  положительных и отрицательных элементов.

     Если есть нулевые элементы,  то возможен  только  вариант  1.

Если  количество  положительных не равно количеству отрицательных,

то возможен только вариант 2. В других случаях возможна ситуация 2

и 3.

     Для определения знака произведения рассмотрим четверку чисел:

максимальный положительный  (пусть  a),  минимальный положительный

(b), минимальный отрицательный(c), максимальный отрицательный (d).

Понятно,  что  решением  могут  быть  только  пары (a,b),(c,d) или

(a,d),(b,c).  Если a не равно -c,  то в паре с элементом a  должен

быть меньший по модулю из элементов c,  d, если a>-c и наоборот. В

случае,  если a=-c и b=-d, эта четверка не дает никакой информации

о  знаке произведения,  поэтому можно перейти к следующей четверке

чисел и т.д.  пока не будет установлен знак произведения.  Если же

просмотрены все числа,  а знак не установлен, то он может быть как

плюс, так и минус.

                            Задача 11.

     Чтобы сумма  произведений  пар  была максимальна (минимальна)

необходимо упорядочить наборы A и B одинаковым (различным) образом

и  пары будут составлять элементы стоящие на одинаковых позициях в

упорядоченных наборах.  Это следует из того факта,  что если а<b и

c<d,то а*с+в*d>=a*d+b*c.

                            Задача 12.

     Будем представлять посещение музея посетителем в виде отрезка

[время_прихода_посетителя, время_ухода_посетителя].   Надо   найти

множество точек, принадлежащих максимальному числу отрезков (они и

будут составлять  тот  промежуток (промежутки) времени,  в течение

которого в музее одновременно находилось максимальное число  посе-

тителей.

     Рассмотрим какой-нибудь такой промежуток.  Его концами,  оче-

видно, являются  концевые точки каких-то двух отрезков.  В решении

задачи 8 (Дихотомия и поиск) в переменной С  храниться  количество

отрезков, пересекающихся в текущей концевой точке. Сначала мы най-

дем Cmax - максимальную величину переменной  C,  затем  определим,

каким промежуткам  соответствует максимальное количество посетите-

лей в музее:

   { смысл массива A см. в задаче 8 (Дихотомия и поиск) }

   { находим Cmax }

    i:=1; Cmax:=0;

    пока (i<=2*N) и

    повторять

         если A[2,i]>0

         то C:=C+1;

            Cmax:=max(Cmax, C);

            конец_то

         иначе C:=C-1;

               конец_иначе

         i:=i+1;

    конец_пока

    если Сmax=0,

    то  посетителей не было вообще. Стоп.

   { ищем и печатаем промежутки с максимальным числом посетителей }

    i:=1;

    пока (i<=2*N) и

    повторять

         если A[2,i]>0

         то C:=C+1;

            если С=Смах   { это начало искомого промежутка? }

            то печатаем координату начала промежутка A[1,i]

            конец_то

         конец_то

         иначе

            если С=Смах   { промежуток закончился }

            то печатаем координату конца промежутка A[1,i]

            конец_то

            C:=C-1;

         конец_иначе

         i:=i+1;

    конец_пока

                            Задача 13.

     Предположим, что среди пяти чисел нет одинаковых (случай сов-

падающих  чисел  рассматривается  аналогично).  В дальнейшем будем

обозначать операцию сравнения значком ':'. Например, 5:3 означает,

что мы сравниваем пятое и третье числа.  Запись 5<3 означает,  что

пятое число меньше третьего.

     Сначала выполним следующие операции 1:2,3:4.  При необхо-

димости перенумеровывая числа,  получаем,  что 1<2, 3<4. Далее

делаем 1:3.  Опять же при необходимости перенумеровывая числа,

получаем 1<3.

     Выполняем 3:5. Случаи:

     a) 3>5. Подводя итог четырех проделанных операций сравнения

имеем:         1<2

               1<3<4

               5<3.

     Пятая операция        2:3

                ------------+----------------¬

               2>3                          2<3

                ¦                            ¦

Шестая         2:4                          5:2

операция  ------+----------¬           ------+-----¬

         2>4              2<4         5>2         5<2

          ¦                ¦           ¦           ¦

Седьмое  1:5              1:5      1<2<5<3<4      1:5

сравнение ¦                ¦                 ------+-----¬

     -----+----¬        ---+------¬         1>5         1<5

    1>5       1<5      1>5       1<5         ¦           ¦

     ¦         ¦        ¦         ¦      5<1<2<3<4   1<5<2<3<4

 5<1<3<4<2     ¦    5<1<3<2<4     ¦

Итог:      1<5<3<4<2          1<5<3<4<2

     б) 3<5.

     Сравниваем 4 и 5.

     Пусть 4<5. Тогда

     1<2

     1<3<4<5.

     Выполняем 2:4.  В  зависимости от результата делаем либо 2:3,

либо 2:5.

     Оставшиеся варианты рассматриваем аналогично.

                            Задача 14.

     Зафиксируем какой-нибудь  порядок перечисления ребер паралле-

лепипеда.

     Очевидно, что параллелепипеды можно повернуть так, чтобы раз-

меры ребер параллелепипеда шли в неубывающем порядке. Опять же по-

нятно,  что  параллелепипед с большим объемом нельзя вложить в па-

раллелепипед с меньшим объемом,  вложение параллелепипеда  B  в  C

возможно только тогда, когда для двух параллелепипедов B(b(1), ...,

b(n)) и C(c(1), ..., c(n)) выполняются неравенства b(k)<=c(k), k=1,

..., n. Запишем это так:

     (b(1), ..., b(n))<=(c(1), ..., c(n)).

     Алгоритм:

     1. Сортируем размеры граней каждого параллелепипеда в  неубы-

вающем порядке.

     2. Сортируем последовательность параллелепипедов по  неубыва-

нию объема.

     3. Применяем алгоритм задачи 20 (Глава "Рекуррентные соотно-

шения и динамическое программирование") для поиска максимальной по

длине возрастающей подпоследовательности.

                          Задача 15.

     Без потери общности предположим,  что элементы массива A упо-

рядочены  в  возрастающем  порядке  (в множестве нет дублирующихся

элементов, поэтому массив A упорядочен именно в возрастающем, а не

только  в  неубывающем порядке).  Если это не так,  то добавляем в

программу подпpогpамму сортировки.

     Если свойство (*) выполняется для подмножества B,  то оно вы-

полняется и для трех наибольших по величине элементов B.  Обратно,

из  выполнимости (*) для трех максимальных элементов B следует вы-

полнимость (*) и для B.  Мы будем включать в B в порядке  их  воз-

растания  элементы из A и проверять для трех максимальных выполне-

ние (*).

     Программа на Pascal будет выглядеть следующим образом:

   const m=20; { максимальный размер массива A}

   var  A:array[1..m] of word; { описание  массива A}

      n,s,s3,k,:word; { s -- сумма от 1-ого до i-ого элементов

                          массива A

                     s3 - сумма a(i+1)+a(i+2)+a(i+3)

                     n - размерность массива A

                     k - индекс такого элемента массива A, что

                     для a(1), ... ,a(k) выполняется свойство (*)}

   begin

       readln(n);

       for i:=1 to n do readln(a[i]);

       k:=0;

       for i:=1 to n-3 do

        begin

          s:=s+a[i];

          s3:=a[i+1]+a[i+2]+a[i+3];

          if s3<=s then k:=i+3;

        end;

       if k=0 then writeln('Решения нет')

       else for i:=1 to k do write(a[i]);

   end.

                            Задача 16.

     а) Пусть  в переменной MaxEndingHere хранится сумма элементов

максимального подвектора,  заканчивающегося в позиции i-1. Для то-

го, чтобы MaxEdingHere начала хранить сумму элементов максимально-

го подвектора,  оканчивающегося в позиции i,  необходимо выполнить

следующую операцию присваивания:

     MaxEndingHere:=max(MaxEndingHere+A[i],A[i]);

а для того, чтобы найти максимальную сумму MaxSoFar элементов под-

вектора, встретившегося до позиции i, надо выполнить операцию

     MaxSoFar:=Max(MaxSoFar, MaxEndingHere).

     Программа:

        MaxSoFar:=A[1];

     MaxEndingHere:=A[1];

     for i:=2 to K do begin

       MaxEndingHere:=max(MaxEndingHere+A[i],A[i]);

       MaxSoFar:=max(MaxSoFar, MaxEndingHere);

     end.

     b) Для поиска минимальной суммы мы можем сначала умножить все

элементы массива A на -1, а затем искать, как и в пункте а, макси-

мальную сумму.

     c) Заведем  массив C[0..k] такой,  что C[i]=A[1]+ ... +A[i],

C[0]=0. Заметим, что

                       S(M,N)=C[N]-C[M-1].

     Сумма S(M,N) элементов вектора A[M]+ ...  +A[N]  равна  нулю,

если  C[M-1]=C[N].  Исходя  из этого соображения возьмем массив C,

отсортируем его,  затем найдем минимальную по модулю разность двух

соседних элементов отсортированного массива (т.е.  найдем два наи-

менее отличающихся элемента массива C). Эта разность как раз и бу-

дет наиболее близким к нулю значением суммы S(M,N).

     d) Как и в предыдущем пункте сформируем массив C,  затем  его

отсортируем.  Нам  надо  найти  в этом массиве два элемента C[i] и

C[j],  значение разности которых наиболее близко к P. Пусть массив

C упорядочен по неубыванию, и i и j - индексы текущих просматрива-

емых элементов массива C.

     i:=1; j:=1;

     MinSoFar:=abs(C[2]-C[1]-P); { Текущее значение  минималь-

                                       ной разности }

     while (i<=k) and (j<=k) do begin

       if C[j]-C[i]>P

       then i:=i+1;  { увеличиваем вычитаемое }

       else j:=j+1;  { увеличиваем уменьшаемое }

       if i<>j  { если это не один и тот же элемент массива C }

       then MinSoFar:=min(MinSoFar, abs(C[j]-C[i]-P));

     end;

     О применении аналогичных пунктам а)-d) методов решения  задач

-- см.  задачу  12  главы  РЕКУРРЕНТНЫЕ СООТНОШЕНИЯ И ДИНАМИЧЕСКОЕ

ПРОГРАММИРОВАНИЕ.

                            Задача 17.

     Заметим, что если мы знаем сумму S[i]=X[i]+ ...  +X[i+M],  то

мы можем вычислить S[i+1] по следующей очевидной формуле

     S[i+1]=S[i]+X[i+M+1]-X[i],

и нет необходимости во вложенном цикле для вычисления S[i+1].

                            Задача 18.

     Можно в  массив C записать сначала элементы массива A,  затем

массива B,  затем применить любой алгоритм сортировки.  Но в  этом

случае мы не используем того,  что A и B уже отсортированы.  Будем

просматривать элементы массивов A и B начиная с A[1] и B[1]. Если,

например, A[1]>B[1], то C[1]:=B[1], и на следующем шаге сравниваем

уже A[1] и B[2], занося меньший элемент пары в ячейку C[2] и т.д.

     Запись алгоритма на языке Паскаль:

     { Ввод массивов A и B }

     Ai:=1; Bi:=1; Ci:=1; { текущие индексы в массивах A,B,C }

     while Ci<=N+M do begin

       if A[Ai]>B[Bi]

       then begin C[Ci]:=B[Bi];

                  Bi:=Bi+1

            end

       else begin

              C[Ci]:=A[Ai];

              Ai:=Ai+1;

            end

       Ci:=Ci+1;

       { Проверка окончания одного из массивов }

       if Ai>N then for i:=Bi to M do begin C[Ci]:=B[Bi];

                                            Bi:=Bi+1; Ci:=Ci+1;

                                      end;

       if Bi>N then for i:=Ai to N do begin C[Ci]:=A[Ai];

                                            Ai:=Ai+1; Ci:=Ci+1;

                                      end;

     end; { while }

                            Задача 19.

     Пусть A - это k первых элементов массива X,  а B -  последних

N-K.  Нам необходимо из вектора AB получить вектор BA. Пусть у нас

есть подпрограмма REVERRSE(I,j), которая реверсирует (меняет поря-

док  элементов на обратный) часть массива x с индексами от i до j.

                                                   r

Начав с массива AB реверсируем часть A, получаем (A )B; реверсиру-

                  r   r

ем B,  получаем (A )(B );  реверсируем весь массив,  получаем

   r   r  r

((A )(B )) =BA.

     Продемонстрируем описанный алгоритм на примере.  Пусть X есть

последовательность 1,2,3,4,5, k=3:

     REVERSE(1,K);   {3,2,1,4,5}

     REVERSE(K+1,N); {3,2,1,5,4}

     REVERSE(1,K);   {4,5,1,2,3}

                            Задача 20.

     Пусть числа a[1],  ..., a[n] расположены в порядке неубывания

(если это не так,  то просто отсортируем массив). Будем выписывать

искомые векторы v[1], ..., следующим образом:

     Пусть k -- номер формируемого сейчас вектора.

     Положим сначала индекс i первого элемента формируемого сейчас

вектора v[k] равным 1, а индекс второго элемента j=N.

  k:=0;

  пока (i<j) повторять { пока есть возможные элементы для пар}

    k:=k+1;

    v[k]:=(a[i],a[j]);

    полагаем i:=i+1; j:=j-1; { переходим к следующим элементам}

    если v[k]=(a[i],a[j])

    то  пусть количество оставшихся в массиве A элементов справа

        от а[i-1], равных a[i-1], есть u, т.е.

                      a[i]=a[i+1]=...=a[i+u],

        а количество оставшихся в массиве A элементов слева

        от а[j+1], равных a[j+1], есть v, т.е.

                      a[j]=a[j-1]=...=a[j-v].

        если u>=v

        то, так как мы стремимся получить максимальное число пар,

            то мы отбросим все оставшиеся элементы со значением

            a[j] и положим j:=j-v-1

        иначе по аналогичной причине отбросим все оставшиеся эле-

              менты со значением a[i], т.е. положим i:=i+u+1;

        конец_если

     конец_если

  конец_пока

                        СТРУКТУРЫ ДАННЫХ.

                    Предварительные сведения.

                  Какие бывают структуры данных?

                     Структура данных 'стек'.

     Стеком будем называть последовательность элементов,  упорядо-

ченных по времени их поступления.  Эта последовательность доступна

только с одного конца (вершины стека).  Для работы со стеком необ-

ходим указатель вершины стека. Основные операции над стеком следу-

ющие: "запомнить в стеке" и "извлечь из стека" (причем извлекается

последний  из занесенных в стек элементов - то есть элемент с вер-

шины стека).  Поэтому говорят, что стек -- это структура типа LIFO

-  "Last  In - First Out" - "последним зашел - первым вышел".  Для

представления стека в  программе  обычно  используется  одномерный

массив (назовем его B),  нумерация элементов которого начинается с

нуля. В этом нулевом элементе массива хранится индекс первого сво-

бодного места в массиве (т.е. увеличенный на 1 индекс вершины сте-

ка). Если массив пуст, то указатель равен 1 (B[0]=1).

   Добавление элемента  X  в  стек  реализуется очень просто - на

первое свободное место (индекс которого хранится в B[0])  помеща-

ется X,  после чего индекс первого свободного места увеличивается

на 1:

     B[B[0]]:=x;         { Занести в стек }

     B[0]:=B[0]+1;       { Увеличить указатель }

   Если необходимо извлечь элемент x из стека, то берется послед-

ний из занесенных элементов (естественно,  только в  том  случае,

если стек непуст),  и указатель на первое свободное место умень-

шается на 1:

     if B[0]<>1 { Если стек не пуст }

     then

       begin

         x:=B[B[0]];     { Взять элемент }

         B[0]:=B[0]-1;   { Уменьшить указатель }

       end;

                    Структура данных 'список'.

     Каждый элемент списка имеет указатель  на  следующий  за  ним

элемент  (другими словами -- хранит информацию о расположении сле-

дующего элемента),  а  если  список  двусвязный (двунаправленный),

то  имеет также указатель и на предшествующий элемент.  Кроме того

есть переменная,  указывающая  на первый элемент списка. Например,

двунаправленный  список может быть реализован с помощью двумерного

массива A[1..3,1..N],  где содержимое  A[2,i]  определяет  позицию

(индекс,  адрес) элемента,  предшествующего элементу A[1,i], а со-

держимое A[3,i] определяет позицию элемента, следующего за A[1,i].

     Основные операции над списком следующие:  "удалить из списка"

и "поместить в список".

     Например, помещение в список элемента х после элемента A[1,i]

может выглядеть так:

     A[1,j]:=x;         { Занести в массив }

     A[2,j]:=i;         { Изменить указатели }

     A[3,j]:=A[3,i];

     A[3,i]:=j;

     Здесь  j - адрес свободной позиции в массиве  А.

                   Структура данных 'очередь'.

     Очередь в программировании,  как и очередь в магазине,  имеет

начало и конец.  Если приходит новый элемент,  то он становится  в

конец очереди, если необходимо взять элемент из очереди, то он бе-

рется из ее начала.  Очередь будем представлять  в  виде  массива.

Пусть у нас есть индекс первого - BEG и последнего - FIN элементов

очереди (если очередь  пуста,  то  BEG=FIN+1;  сначала  же  BEG=1,

FIN=0).

     Очередь опишем так: var Queue=array[1..MaxQ] of element;

     Тут MaxQ - максимальное число элементов в очереди,  element -

какой-то тип данных. В качестве element можно взять структуру сле-

дующего вида:

        type element = record

                x: byte;

                y: byte;

             end;

     где element - это запись,  состоящая из x-овой и y-овой коор-

динаты.

     С очередью можно проводить операции:

           вставка  в  очередь InQueue,

           удаление из очереди OutQueue.

     Procedure InQueue (x : element);

     begin

       FIN:=FIN+1;      { на первое свободное место}

       Queue[FIN]:=x;   { ставим элемент x }

     end;

     Procedure OutQueue (var x : element);

     begin

       x:=Queue[BEG];   { берем первый элемент }

       BEG:=BEG+1;      { и изменяем указатель }

                        { на следующий за ним }

     end;

    __________________________________________________________

                             Задача 1

     Вводится последовательность,  состоящая  из  N  пар  символов

(ai,bi).  Каждая пара определяет порядок предшествования символов,

например, пара (b,с) означает, что символ "b" предшествует символу

"с".  Из порядка (b,с) и (с,a) следует порядок  (b,a).  Необходимо

определить, является ли введенная последовательность:

 а) полной,  т.е.  все использованные для формирования пар символы

    (выбросив  повторяющиеся)  можно  выстроить  в цепочку (A1,A2,

    ..., As) в порядке предшествования;

 б) противоречивой, т.е. для некоторых символов x,y можно

    получить одновременно порядок как (x,y) так и (y,x);

                            Задача 2.

     Вокруг считающего стоит N человек, из которых выделен первый,

а  остальные  занумерованы  по  часовой стрелке числами от 2 до N.

Считающий,  начиная с кого-то, ведет счет до M. Человек на котором

остановился счет, выходит из круга. Счет продолжается со следующе-

го человека и так до тех пор, пока не останется один человек.

     Определить

     a) номер оставшегося человека, если известно M и то, что счет

начинался с первого человека;

     b) номер человека c которого начинался счет,  если известно M

и номер оставшегося человека L.

                            Задача 3.

     Задана полоска длиной 2^k клеток и шириной в одну клетку. По-

лоску  сгибают  пополам так,  чтобы правая половинка оказалась под

левой. Сгибание продолжают до тех пор, пока сверху находится боль-

ше одной  клетки.  Необходимо  пронумеровать клетки таким образом,

чтобы после окончания сгибания полосы номера клеток в получившейся

колонке были расположены в порядке 1,2,3,4,...,2^k.

                           Задача 3.1.

                     "Полоска". Прохоров В.В.

     Расположенную  вертикально  прямоугольную бумажную ленточку с

закрепленным нижним концом стали складывать следующим образом:

     - на первом шаге ее согнули пополам так, что верхняя половина

легла  на  нижнюю  либо  спереди  (П  -  сгибание) либо сзади (З -

сгибание),

     -  на  последующих n-1 шагах выполняли аналогичное действие с

получающейся  на  предыдущем шаге согнутой ленточкой, как с единым

целым.

     Затем  ленточку развернули , приведя ее в исходное состояние.

На  ней  остались  сгибы - ребра от перегибов, причем некоторые из

ребер  оказались  направленными  выпуклостью  к нам (К - ребра), а

некоторые  -  от  нас  (О -ребра). Ребра пронумеровали сверху вниз

числами от 1 до 2^n-1.

     А. Составить программу, запрашивающую:

     -  строку  символов из прописных букв "П" и "З", определяющую

последовательность типов сгибаний,

     - номер ребра,

и  сообщающую  тип  этого   ребра,  получившийся   после  заданной

последовательности сгибаний.

     Б.  Составить  программу,  запрашивающую  строку  символов из

прописных  букв  "О"  и "К", где нахождение на i-том месте символа

"О"  или  "К"  определяет  тип  ребра  на расправленной полоске, и

выдающую   строку   из   прописных   "П"   и   "З",   определяющих

последовательность  типов  сгибаний,  посредством которых получена

ленточка  с  исходной последовательностью ребер. Если такой строки

не существует, сообщить об этом.

                            Задача 4.

     Квадрат разбит на 4^к равновеликих квадратных клеток. Квадрат

перегибается поочередно относительно вертикальной (правая половина

подкладывается под левую) и горизонтальной (нижняя половина  подк-

ладывается под верхнюю) оси симметрии до тех пор,  пока все клетки

не будут расположены друг под другом. Требуется занумеровать клет-

ки исходного квадрата таким образом, чтобы в результате выполнения

операций перегиба номера клеток,  расположенных друг  под  другом,

образовали  числовую  последовательность 1,2,3,...,4^к,  начиная с

верхней клетки.

                            Задача 5.

     Даны обозначения  двух полей шахматной доски (например,  A5 и

C2). Найти минимальное число ходов,  которые нужны шахматному коню

для перехода с первого поля на второе.

                            Задача 6.

     Дана конечная последовательность, состоящая из левых и правых

скобок pазличных заданных типов. Как определить, можно ли добавить

в нее цифры и знаки арифметических действий так,  чтобы получилось

правильное арифметическое выражение.

                            Задача 7.

     В таблице А размера N за один просмотр необходимо каждый эле-

мент заменить на ближайший следующий за ним элемент, который боль-

ше его.  Если такого элемента нет, то заменить его на  ноль. Можно

использовать дополнительную память.

 ПРИМЕР    А=1 3 2 5 3 4

 ОТВЕТ     А=3 5 5 0 4 0

                            Задача 8.

     В городе расположены  n  автобусных  остановок,  обозначенных

числами из N={1,2,....,n}.  Имеется R автобусных маршрутов, задан-

ных последовательностями соседних остановок при движении  автобуса

в одном направлении:

                      М1={I11,I12,...,I1m1},

                      М2={I21,I22,...,I2m2},

                              .....

                      Mr={Ir1,Ir2,...,Irmr},

где Ijk натуральное.

     Написать программу, которая по заданным номерам остановок I и

J определяет наиболее быстрый путь перемещения пассажира из  оста-

новки I  в  остановку J с использованием имеющихся маршрутов авто-

бусов при условий,  что время движения между соседними остановками

у  всех  маршрутов  одинаково  и в 3 раза меньше времени изменения

маршрута. Кроме того, автобусы могут двигаться в обоих направлени-

ях.

                            Задача 9.

       Одинокий король долго ходил по бесконечной шахматной доске.

Известна  последовательность из N его ходов (вверх,  вниз,  влево,

вправо, вверх-влево и т.п.).Написать программу, определяющую побы-

вал  ли король дважды на одном и том же поле за минимально возмож-

ное при заданном N число вычислений.

                            Задача 10

     По кругу  расположено N монет гербами вверх и M монет гербами

вниз. Обходя круг по ходу часовой стрелки, переворачивает каждую S

-тую монету. В первый раз счет начинается с герба. В каком порядке

надо расставить монеты, чтобы после K ходов стало L монет, лежащих

гербами вверх.

                            Задача 11.

     N серых и M белых мышей сидят по кругу.  Кошка ходит по кругу

по  часовой  стрелке  и съедает каждую S -тую мышку.  В первый раз

счет начинается с серой мышки. Составить алгоритм определяющий по-

рядок в котором сидели мышки,  если через некоторое время осталось

K серых и L белых мышей.

                            Задача 12.

     Из листа клетчатой бумаги размером М*N клеток удалили некото-

рые клетки.На сколько кусков распадется  оставшаяся  часть  листа?

     Пример. Если  из  шахматной  доски  удалить все клетки одного

цвета,то оставшаяся часть распадется на 32 куска.

     МОДИФИКАЦИЯ. То же,  но перед удалением клеток лист склеили в

цилиндр высотой N.

                            Задача 13.

     Имеется n черных и белых карточек,  сложенных в стопку.  Кар-

точки раскладываются на стол в одну линию следующим образом:  пер-

вая кладется на стол, вторая под низ стопки, третья- на стол, чет-

вертая - под низ стопки и т.д., пока все карточки не будут выложе-

ны  на  стол.  Каким  должно быть исходное расположение карточек в

стопке, чтобы разложенные на столе карточки чередовались по цвету:

белая, черная, белая, черная и т.д.

                            Задача 14.

     Фоpма тела задана матpицей А  pазмеpности  M  x  N.  Элементы

матpицы - натуpальные числа. Элемент А ( i,j ) соответствует высо-

те гоpизонтальной квадpатной площадки pазмеpа 1 x  1  относительно

нижнего основания.Нижнее основание фоpмы горизонтально.

     Опpеделить об"ем невытекшей воды, если

     a) Тело  опускается полностью в воду, затем поднимается;

     Пример:

               5  3  1

         А  =  5  2  5

               2  5  5

       После подъема вода останется только во внутреннем углублении,

       над элементом А(2,2)=1.

       Объем воды равен 1.

     b) В позицию (i0,j0) выливается объем воды V.

                            Задача 15.

     Матрица размера  N*M определяет некоторый лабиринт.  B матице

элемент 1 обозначает стену, а 0 определяет свободное место. В пер-

вой  строке матрицы определяются входы x(i),  а в последней выходы

y(i), i=1,..,k, которые должны быть нулевыми элементами.

     Необходимо определить, можно ли

     а) провести k человек от входа  x(i)  до  выхода  y(i)  соот-

ветственно,  i=1,..,k, таким образом, чтобы каждое свободное место

посещалось не более одного раза.

     б) то  же,но  человека можно выводить чеpез любой из выходов.

     Примечание: Движение в  лабиринте  осуществляется  только  по

вертикали или горизонтали.

                            Задача 16.

     Вводится скобочное арифметическое выражение.  В выражении мо-

гут  встречаться  открывающая  и закрывающая круглые скобки ( и ),

знаки операций +,  -,  *, / (деление - целочисленное) и цифры от 0

до 9. Найти значение этого скобочного выражения.

     Пример:  '(3+5*2)/3-1'=3.

                            Задача 17.

     Есть министерство из N чиновников, где N натуральное число. У

каждого из чиновников могут быть как подчиненные,так  и  начальни-

ки,причем  справедливы  правила:  подчиненные моего подчиненного -

мои подчиненные, начальники моего начальника - мои начальники, мой

начальник  не  есть мой подчиненный,  у каждого чиновника не более

одного непосредственного начальника.

   Для того чтобы получить лицензию на вывоз меди необходимо полу-

чить подпись 1-ого чиновника - начальника всех чиновников. Пробле-

ма осложняется тем, что каждый чиновник, вообще говоря, может пот-

ребовать "визы",  т.е.  подписи некоторых  своих  непосредственных

подчиненных и взятку - известное количество долларов.  Для каждого

чиновника известен непустой список возможных наборов "виз" и соот-

ветствующая каждому набору взятка.Пустой набор означает,что данный

чиновник не требует виз в данном случае. Чиновник ставит свою под-

пись  лишь  после  того,как ему представлены все подписи одного из

наборов "виз" и уплачена соответствующая взятка.

      Необходимо определить  и  вывести минимальный по сумме упла-

ченных взяток допустимый порядок получения подписей для лицензии и

стоимость.

      N<100. Количество наборов для каждого чиновника не превосхо-

дит 15.

                         СТРУКТУРЫ ДАННЫХ.

                            Задача 1.

     Пусть при  записи  этих  N  пар встретилось всего K различных

символов, которые образуют множество X.

     Идея решения  задачи  состоит  в  последовательном присвоении

каждому символу s из Х номера,  который определяет количество Р(s)

элементов,  предшествующих  ему,  с учетом свойства транзитивности

(из (с,b) и (b,а) следует (с,а)). Это осуществляется следующим об-

разом:

     Первоначально предполагается,  что каждому символу  не  пред-

шествует ни один символ, т.е. Р(s)=0 для любого s.

     При просмотре очередной пары (x,y)  символу  y  присваивается

большее из значений P(x)+1, P(y).

     Очевидно, что при первом просмотре всех пар из входной после-

довательности определятся все упорядоченные цепочки длины 2,  т.е.

состоящие из 2 элементов. Поэтому номера некоторых элементов будут

как  минимум 1.  При каждом из следующих просмотров входной строки

возможно несколько вариантов.

     1. Не произошло изменения ни одного из номеров символов. Если

   при этом номера символов различны и лежат в пределах  от  0  до

   N-1,  то эта нумерация определяет полный порядок. Иначе порядок

   неполный.

     2. Номер некоторого символа превысил N-1. Это произошло пото-

   му,  что рост номеров неограничен,  т.е.  осуществляется цикли-

   чески. Следовательно порядок противоречив.

     Легко понять, что число просмотров не превысит N.

     Вариант 2. Рассмотрим следующий метод:

     Заведем массивы

                    A: array [1..N,0..N] of byte

и

                     Cnt: array[1..N] of byte;

сначала A[i,0]=0 и Cnt[i]=0 для любого i.

     Пусть среди 2*N символов,  образующих N пар,  есть ровно K раз-

личных. Перенумеруем их от 1 до K. Будем считать, что пары составле-

ны не из символов, а из соответствующих им номеров.

     В i-ю строчку матрицы A будем заносить те элементы, которые яв-

ляются вторыми элементами в парах с первым элементом i. В A[i,0] бу-

дет храниться текущее число этих элементов. Обработка пары (i,j) бу-

дет выглядеть следующим образом:

     A[i,0]:=A[i,0]+1;  { количество увеличилось на 1 }

     A[i,A[i,0]]:=j;      { вставляем j на первое свободное место }

     В Сnt[i]  будет храниться число пар,  у которых элемент i явля-

ется вторым в паре.

     Если все символы без повторений, использованные для записи пар,

можно выписать в цепочку в порядке предшествования, то у этой цепоч-

ки должен быть первый символ s, у которого нет предшествующего и кото-

рому соответствует Cnt[s]=0.

     Может быть несколько ситуаций:

     1. Такой элемент единственный -- следовательно,  это начало це-

почки. Отбрасываем s из цепочки и убираем все пары с первым элемен-

том s из множества пар, корректируя при этом массив Cnt:

     for i:=1 to A[0,s] do

       Сnt[A[s,i]]:=Cnt[A[s,i]]-1;

     после чего опять ищем элемент s, у которого нет предшествующего

и которому соответствует Cnt[s]=0.

     2. Таких элементов несколько,  следовательно, между ними нельзя

определить порядок предшествования -- система неполна.

     3. Таких элементов нет -- следовательно, система противоречива.

                             Задача 2.

     Для решения этой задачи используем  структуру  данных  'список'.

Каждый элемент списка указывает на следующий за ним элемент (другими

словами -- хранит информацию о расположении следующего элемента).

    a). Заведем массив A из N ячеек - по числу людей в круге. В каж-

дую из ячеек A[i] занесем номер стоящего следующим за i-ым человека.

Первоначально A[i]=i+1,  i=1,...,.N-1, A[N]=1. Начиная счет от теку-

щего человека (человека с номером IndTek, с самого сначала IndTek=1)

будем делать ход - отсчитывать M ячеек,  двигаясь по кругу в поисках

человека, который должен выйти из круга. С учетом определения масси-

ва A это будет выглядеть следующим образом:

    { IndTek -- это номер человека, с которого начинается счет }

     for i:=1 to M-1 do  { Отсчитываем M человек, начиная с IndTek }

       begin

         IndPred:=IndTek;   { в IndPred сохраняем номер текущего

                              человека в круге }

         IndTek:=A[IndTek]; { и вычисляем номер следующего за ним }

       end;

     После выполнения этого цикла в переменной  IndTek  будет  номер

человека, на котором остановился счет (т.е.  номер человека, который

покинул круг),  а в переменной IndPred -- номер предшествующего  ему

человека в круге.

     Удалим человека с номером IndTek.  Для этого мы просто  изменим

ссылку A[IndPred] у предшествующего ему человека так,  чтобы он ука-

зывал не на IndTek,  а на следующего за IndTek, т.е. на A[IndTek], и

новый отсчет M-того человека начнем со следующего за удаленным:

     A[IndPred]:=A[IndTek];

     IndTek:=A[IndTek];     { Новый номер начального человека }

     Все вышеописанные операции мы будем повторять до тех пор,  пока

в круге не останется одного единственного человека, т.е. до тех пор,

пока A[IndTek] не станет равным IndTek,  что означает, что следующим

за человеком с номером IndTek является он сам.

     Полностью весь фрагмент программы будет выглядеть так:

  { Инициализация массива A }

  for i:=1 to N-1 do

    A[i]:=i+1;

  A[N]:=1;

  { IndTek -- это номер человека, с которого начинается счет }

  IndTek:=1;

  while  A[IndTek] <> IndTek do

    begin

     for i:=1 to M-1 do  { Отсчитываем M человек, начиная с IndTek }

       begin

         IndPred:=IndTek;   { в IndPred сохраняем номер текущего

                              человека в круге }

         IndTek:=A[IndTek]; { и вычисляем номер следующего за ним }

       end;

     A[IndPred]:=A[IndTek];

     IndTek:=A[IndTek];     { Новый номер начального человека }

    end;

  writeln('Номер последнего оставшегося человека ',IndTek);

     Решения пункта b).

     Будем считать,  что человек с номером N+i -- это то  же  самое,

что и человек с номером i.

     Предположим, что как и в пункте a), что мы начали счет с перво-

го человека,  выбрасывали из круга M-того,  и последний оставшийся в

круге человек имеет номер K. Очевидно, что если бы мы начали счет со

второго человека,  то  последний  оставшийся в круге человек имел бы

номер K+1, ..., если с j-го, то K+j-1.

     Если номер оставшегося человека L,  то из равенства L=K+j-1 оп-

ределяем номер j первого человека (если j<=0,  то заменим j на  j+N,

считая  как и раньше,  что человек с номером N+j -- это то же самое,

что и человек с номером j).

                            Задача 3.

     Будем моделировать сложение полоски,  затем пронумеруем полу-

чившуюся колонку клеток числами от 1 до 2^n, после чего распечата-

ем числа,  приписанные первой, второй, ..., 2^n-ой клетке исходной

полоски.

     Сначала создаем двусвязный список,  состоящий из 2^k  элемен-

тов.  Поле next будет указывать на элемент находящийся под данным,

а поле last - на элемент находящийся над данным. Для верхнего эле-

мента last=0, а для нижнего next=n+1, где n-общее число элементов.

Вначале длина верхней полоски равняется n элементов, после первого

сгибания их она станет n/2,  после второго -- n/4,  и т.д. Пусть в

данный момент длина верхней полоски есть cn элементов.  Значит нам

необходимо cn/2 правых элементов опустить под cn/2 левых. Для это-

го запустим цикл,  который будет менять i от 1 до cn/2 и на каждом

шаге помещать (cn-i+1)-ю колонку элементов под i-ю, при этом поря-

док элементов в (cn-i+1)-ой колонке меняется  на  противоположный.

После каждого сгибания cn уменьшается вдвое. Так продолжаем до тех

пор пока cn>1.

     Программа (программы для задач 3 и 4 написаны В.Белым):

{$A-,B-,D-,E+,F-,I-,L-,N-,O-,R-,S-,V-}

{$M 65520,0,655360}

uses crt;

const

   maxk = 13; { Максимальное значение для k }

type

   input = record

              last,next,new : word;

           end;

var

   k,i,j,n,cn,half : word;

   m : array[1..1 shl maxk] of input;

Procedure concat(a,b : word);

var i,j,nj : word;

begin

   i:=a; while m[i].next<>n+1 do i:=m[i].next;

   j:=b; while m[j].next<>n+1 do j:=m[j].next;

   while j<>0 do

     begin

        nj:=m[j].last; m[i].next:=j; m[j].last:=i; i:=j; j:=nj;

     end;

   m[i].next:=n+1;

end;

begin

   Write('Enter k...');readln(k);

   n:=1 shl k; { Определение длины полоски }

   for i:=1 to n do{ Начальные значения }

    with m[i] do

     begin

        last:=0;

        next:=n+1;

        new:=0;

     end;

   cn:=n;

   while cn>1 do { Сгибание полоски }

     begin

        half:=cn div 2;

        for i:=1 to half do concat(i,cn-i+1);

        cn:=half;

     end;

   j:=1;

   for i:=1 to n do { Нумерация клеток }

     begin

        m[j].new:=i; j:=m[j].next;

     end;

   for i:=1 to n do write(m[i].new:5);

   writeln;

end.

     Попробуйте найти формулу и написать  программу,  которая  без

моделирования  складывания полоски по номеру клетки выдавала бы ее

номер.

                            Задача 4.

     Решение этой задачи аналогично решению предыдущей  задачи  со

сгибанием  полоски  с той лишь разницей,  что тут будет поочередно

производится два сгибания:  сначала правая половина под  левую,  а

затем нижнюю под верхнюю

{$A-,B-,D-,E+,F-,G-,I+,L-,N-,O-,R-,S-,V-,X-}

{$M 16384,0,655360}

uses crt;

const

   maxk = 6;

type

   input = record

              last1,last2,next1,next2,new : word;

           end;

var

   k,i,j,i1,i2,j1,j2,nj1,nj2,n,n1,cn,half : word;

   m : array[1..1 shl maxk,1..1 shl maxk] of input;

Procedure concat(a,b,c,d : word);

var i1,i2,j1,j2,nj1,nj2 : word;

begin

   i1:=a; i2:=b;

     while (m[i1,i2].next1<>n+1) and (m[i1,i2].next2<>n+1) do

       begin

          i1:=m[i1,i2].next1; i2:=m[i1,i2].next2;

       end;

   j1:=c; j2:=d;

     while (m[j1,j2].next1<>n+1) and (m[j1,j2].next2<>n+1) do

       begin

          j1:=m[j1,j2].next1; j2:=m[j1,j2].next2;

       end;

   while j1<>0 do

     begin

        nj2:=m[j1,j2].last2; nj1:=m[j1,j2].last1;

        m[i1,i2].next1:=j1; m[i1,i2].next2:=j2;

        m[j1,j2].last1:=i1; m[j1,j2].last2:=i2;

        i1:=j1; i2:=j2; j1:=nj1; j2:=nj2;

     end;

   m[i1,i2].next1:=n+1; m[i1,i2].next2:=n+1;

end;

begin

   Write('Введите k...');readln(k);

   n:=1 shl k; { Определение числа клеток в одной строке или столбце }

   n1:=n*n;    { Определение числа клеток в матрице                  }

   for i:=1 to n do

    for j:=1 to n do

    with m[i,j] do

     begin

        last1:=0; next1:=n+1;

        last2:=0; next2:=n+1;

        new:=0;

     end;

   cn:=n;

   while cn>1 do { сгибание матрицы }

     begin

        half:=cn div 2;

        for i:=1 to half do { сгиб по вертикали }

          for j:=1 to cn do concat(j,i,j,cn-i+1);

        for i:=1 to half do { сгиб по горизонтали }

          for j:=1 to half do concat(i,j,cn-i+1,j);

        cn:=half;

     end;

   j1:=1;j2:=1;

   for i:=1 to n1 do { Назначение клеткам новые номера }

     begin

        m[j1,j2].new:=i;

        nj1:=m[j1,j2].next1; nj2:=m[j1,j2].next2;

        j1:=nj1; j2:=nj2;

     end;

   for i:=1 to n do { Вывод результатов }

     begin

       for j:=1 to n do write(m[i,j].new:8);

       writeln;

     end;

end.

                            Задача 5.

     Идея решения основывается на использовании очереди. Вначале в

очередь помещается элемент,  определяющий исходное положение  шах-

матного  коня,  а соответствующая клетка поля помечается как посе-

щенная.

     На каждом из следующих шагов алгоритма (пока очередь не пуста

или не помечена конечная клетка) выполняются следующие действия.

  1. Из очереди извлекается очередной элемент,  который определяет

     некоторую позицию (x,y).

  2. Находятся клетки в пределах поля,  которые достижимы из (x,y)

     одним ходом шахматного коня, и которые еще не помечены.

  3. Элементы,  соответствующие  найденным  клеткам,  помещаются в

     очередь, а клетки помечаются как посещенные.

    При этом  вначале  все клетки должны быть непомечены,  а метку

желательно ставить такую, чтобы можно было восстановить путь между

полями.

    Для этого метку поля можно определить как позицию поля, из ко-

торой она была помечена.

                            Задача 6.

     Идея решения основывается на  использовании  стека.  Считывая

входную последовательность скобка за скобкой,  выполняются следую-

щие действия.

   1. Если очередная скобка - открывающая, то помещаем ее в стек.

   2. Если очередная скобка - закрывающая,  то анализируем скобку,

      стоящую в вершине стека. Возможно несколько ситуаций:

     а) открывающая скобка соответствует очередной  закрывающей.  В

      этом  случае  она выталкивается из стека,  а процесс с новой

      входной скобкой.

     б) открывающая  скобка не соответствует очередной закрывающей

      или стек пуст.  В этом случае невозможно получить правильное

      арифметическое выражение.

   Когда все скобки входной строки обработаны, возможны 2 ситуации.

    1. Стек пуст.  В этом случае можно получить правильное арифме-

       тическое выражение.

    2. Стек не пуст.  В этом случае невозможно получить правильное

       арифметическое выражение.

                            Задача 7.

     Необходимо организовать  стек  для  позиций элементов,которые

претендуют быть большими.  Для каждого текущего элемента  выталки-

вать из стека все позиции,  на которых стоят элементы меньше теку-

щего и заменить их текущим.  Затем позицию текущего  элемента  по-

местить в стек.После просмотра всех элементов в стеке будут стоять

позиции элементов,которые надо заменить на ноль.

                             Задача 8.

     Идея решения  основывается  на использовании очередей.  Но если

реализация движения от остановки к остановке по одному маршруту ана-

логична технике,  используемой в задаче 6,  то возможность изменения

маршрутов несколько усложняет структуру элемента в очереди.

     Для этого  для  каждой  остановки введем тройку чисел (О,М,За),

где О - номер остановки, М - номер маршрута, За - величина задержки.

При выборе очередного элемента из очереди возможны 2 ситуации.

   1. Продолжается движение по тому же маршруту.  В  этом  случае  в

      очередь заносятся тройки типа (О',М,За),  где О' - номер оста-

      новки, соседней О, в маршруте М, а За=0.

   2. Изменяется  маршрут.  В этом случае в очередь заносятся тройки

      типа (О,М',За), где М' - номер измененного маршрута, За=3 (за-

      держка на пересадку).

     При этом новые тройки порождаются только тройками с  задержкой,

равной 0. В случае тройки с ненулевой задержкой она вновь помещается

в очередь с уменьшенным на 1 значением задержки.

                            Задача 9.

     Будем хранить  в  массиве A[1..N,1..2] координаты тех клеток,

где король уже был.  Возьмем N достаточно большим, N=500. A[i,1] -

иксовая,  A[i,2] - игрековая координата клетки. Пусть в переменной

DLN хранится количество уже сделанных  ходов  (т.о.  в  массиве  A

после хода номер i будут заняты клетки с первой по i-ую).

     Результаты очередного  хода  заносим в массив A на первое

свободное место (т.е.  на место с индексом DLN+1), увеличиваем

количество сделанных ходов DLN:=DLN+1,  и проверяем, совпадает

ли хоть одна из позиций,  на которых король уже был, с текущей

позицией:

     for i:=1 to DLN-1 do

       if (A[i,1]=A[DLN,1]) and

          (A[i,2]=A[DLN,2])       { проверка совпадения }

     then begin

            writeln('совпадение на ходах ',DLN,' и ',i);

            halt;                 { останов }

          end;

     Давайте посмотрим,  как можно вводить ходы короля.  Он из

клетки k может пойти на 8 соседних позиций.

     1  2  3     Будем вводить направление перемещения короля

     8  К  4     цифрой от 1 до 8.

     7  6  5

     Заведем массив XOD=array[1..8,1..2]=((-1,1),(0,1),(1,1),

(1,0),(1,-1),(0,-1),(-1,-1),(-1,0));

     В массив заносятся смещения по x- и y-координатам,  соот-

ветствующие направлениям от 1 до 8.  Координаты короля после  сде-

ланного хода вычисляются по формулам

             x:=x+XOD[i,1];           y:=y+XOD[i,2];

                            Задача 10.

     Монеты лежат на N+M позициях.  Пронумеруем эти позиции по по-

рядку по контуру от 1 до N+M.

     Заведем массив A из N+M ячеек. Первоначально все ячейки нуле-

вые. Начиная счет от первой ячейки, будем делать ход - отсчитывать

S ячеек (считаем,  что за N+M-ым элементом следует непосредственно

1-ый элемент массива) и заменять в этой ячейке число  i  на  число

1-i (т.е. 0 на 1, а 1 на 0). После k-того хода остановимся.

     Рассмотрим возникшую ситуацию. После каждого хода переворачи-

вается  одна монета,  при этом разность количества монет,  лежащих

гербами вверх и количества монет, лежащих гербами вниз либо увели-

чивается,  либо уменьшается на 2.  Например, если переворачивается

монета, лежащая гербом вверх, то при этом увеличивается на 1 коли-

чество  монет гербом вниз и уменьшается на 1 количество монет гер-

бом вверх.

     Предположим, что  после  k ходов в массиве A стало p единиц -

т.е.  p монет, по сравнению с начальным положением, будут перевер-

нуты после k-ого хода.

     В случае,  если L>=N,  то (L-N) монет, которые лежали гербами

вниз, должны после k-ого хода быть перевернуты гербами вверх. (Ес-

ли p<(L-N), то это, очевидно, невозможно сделать). Среди оставших-

ся p-(L-N) перевернутых монет должна быть половина гербами вверх и

половина - вниз, чтобы при перевороте суммарное число монет герба-

ми вверх и вниз не изменилось. Следовательно, число p-(L-N) должно

быть четным,  иначе условию  задачи  удовлетворить  нельзя.  Пусть

p-(L-N) = 2v. Должно быть, очевидно, v<=N, v+(L-N)<=M.

     Итак, в случае L>=N,  если не выполняется хотя бы одно из не-

равенств

       p-(L-N)=2v>=0,

       v<=N,

       v+(L-N)<=M,

то преобразование начальной конфигурации в конечную невозможно.

     Иначе на (L-N) мест,  помеченных в массиве A единицами,  выс-

тавляем  монеты гербами вниз.  На оставшиеся 2v=p-(L-N) помеченных

единицами позиций кладем v монет гербами вниз и v гербами вверх  в

произвольном порядке. На остальные позиции кладем оставшиеся моне-

ты опять же в произвольном порядке, чтобы в общей сложности было N

монет гербами вверх и M - гербами вниз.

     Но мы еще не учли тот факт,  что счет начинается с первой мо-

неты гербом вверх:

     а) Если в массиве A первый элемент нулевой, то в случае, если

среди  (N+M)-p монет есть хоть одна гербом вверх (что эквивалентно

выполнению условия N-v>0),  то ее и кладем в первую позицию.  Если

все (N+M)-p монеты - гербом вниз (т.е. N-v=0), то размещение монет

невозможно.

     б) Если  же  A[1]=1,  то среди p монет должна быть по крайней

мере одна,  которую необходимо положить гербом вверх, иначе, опять

же, размещение невозможно.

     Случай N-L>0 разбирается аналогично.

                            Задача 11.

     Как и в задаче 10 заполняем сначала массив A нулями, перену-

меровываем по  порядку  N+M позиций от 1 до N+M.  Начиная с первой

позиции (серая мышка) делаем ход - отсчитываем S  нулевых  позиций

по порядку (считаем,  что позиция, где сидела съеденная мышка, по-

мечается единицей,  несъеденная мышка - нулем;  за N+M-ой позицией

располагается  первая)  и выставляем в соответствующую позицию 1 -

мышка съедена. Далее отсчет начинаем со следующей за съеденной мы-

ши. (Для более быстрого поиска S-той мышки среди оставшихся в кру-

ге можно использовать список, описанный в задаче 2).

     Делаем P=(N+M)-(K+L) ходов.

     По условию  задачи  в первой позиции сидит серая мышка.  Есть

A[1]=1 (первая мышь была съедена),  то в оставшихся P-1  единичной

позиции в произвольном порядке расставляем N-K-1 серых и M-L белых

мышей.  В оставшихся незанятыми позициях рассаживаем  опять  же  в

произвольном порядке оставшихся мышей.

     Если A[1]=0,  и K=0,  то начальной расстановки не  существует

(все серые мыши съедены, а должна остаться еще одна в первой пози-

ции);  если же K<>0, то в единичных позициях рассаживаем N-K серых

и  M-L  белых мышей,  а в оставшихся позициях - в первую позицию -

серую мышь,  а во все остальные - белых и серых в произвольном по-

рядке.

                             Задача 12.

     Идея решения  состоит  в последовательном определении множества

клеток,  принадлежащих тому же куску,  что и некоторая фиксированная

клетка.

     Начиная с некоторой непомеченной  клетки  (начальной),  которая

помечается,  помечаются все клетки, имеющие с ней общую сторону. За-

тем, используя вновь помеченные клетки, помечается множество клеток,

имеющих  с ними общую сторону и т.д.,  пока на некоторой итерации не

будет помечено ни одной новой клетки.  Множество клеток,  помеченных

таким образом,  и составляет единый кусок листа максимального разме-

ра.

     Для подсчета общего количества кусков необходимо подсчитать ко-

личество клеток,  выбранных в качестве  начальных.  Новая  начальная

клетка  выбирается из множества клеток,  не помеченных на предыдущих

итерациях.  Для хранения вновь помеченных клеток можно  использовать

очередь или стек, а пометку клеток можно проводить в матрице размера

N*M.

                            Задача 13.

     Проще всего взять и промоделировать раскладку карточек: берем

стопку  из  n черных и белых карточек и начинаем расклад как гово-

рится в задаче - первая на стол, вторая под низ, третья на стол, и

т.д. при этом первой выложенной карточке приписывается белый цвет,

а каждой последующей - цвет,  не совпадающий с  цветом  предыдущей

карточки. Повторяет так, пока не найдем раскраску всех n карточек.

     Для этой задачи возьмем такую структуру данных как список.  У

списка есть начало и конец, и каждый элемент его указывает на сле-

дующий за ним элемент.  Будем считать ,  что у последнего элемента

списка  указатель  на  следующий  за  ним  равен  0.  Список можно

представлять массивом.  Например,  если в списке  4  элемента,  то

массив будет выглядеть так:

                       1   2   3   4

                     ----T---T---T---¬

                  A  ¦ 2 ¦ 3 ¦ 4 ¦ 0 ¦

                     L---+---+---+----

     т.е. за первым элементом находится A[1]=2  элемент,  ...,  за

4-ым - A[4]=0 (т.к. 4-ый элемент списка последний).

     Пусть у нас есть указатель на начальный элемент списка  и  на

последний (BEG и FIN соответственно). В списке n элементов.

     Рассмотрим процедуру удаления элемента из начала списка  (это

соответствует переносу карточки на стол):

     BEG:=A[BEG]; {теперь новый первый  элемент  списка  -  второй

элемент старого списка}

     Рассмотрим операторы перестановки элемента из начала списка в

конец  (это  соответствует  перемещению карточки сверху стопки под

низ ее):

     A[FIN]:=BEG; {следующей за последним элементом

                     - бывший первый}

     FIN:=BEG;    {меняем ссылку на последний элемент}

     BEG:=A[BEG]  {новый первый элемент}

     A[FIN]:=0    {корректировка ссылки у последнего элемента}

     Фрагмент программы будет выглядеть так:

       for i:=1 to N-1 do A[i]:=i+1;

         A[N]:=0;    {установка ссылок в списке}

       BEG:=1;   FIN:=N;

       COLOR:=1;     {белый цвет = 1, черный = 0}

       while A[BEG]<>0 do {пока первый элемент не является}

                          {одновременно и последним}

       begin

            BEFORE:=BEG;  {сохраняем индекс начала списка}

            BEG:=A[BEG];  {удаляем первый элемент из списка}

            A[BEFORE]:=COLOR; {раскрашиваем удаленный элемент}

                              {в нужный цвет}

            COLOR:=1-COLOR;    {меняем цвет}

            A[FIN]:=BEG;       {переставляем элемент из}

            FIN:=BEG;          {начала списка в конец}

            BEG:=A[BEG];

            A[FIN]:=0

       end;

       A[BEG]:=COLOR;        {раскрашиваем последний элемент}

                              {списка}

       for i:=1 to N do        {распечатка цветов}

         if A[i]=0

         then writeln('элемент',i,' - черный')

         else writeln('элемент',i,' - белый');

                            Задача 14.

     Для реализации данного алгоритма  нам  понадобится  структура

данных "очередь".  Очередь в программировании, как и очередь в ма-

газине,  имеет начало и конец.  Если приходит новый элемент, то он

становится в конец очереди,  если необходимо взять элемент из оче-

реди, то он берется из ее начала. Очередь будем представлять в ви-

де массива.  Пусть  у нас есть индекс первого - BEG и последнего -

FIN элементов очереди (если очередь пуста,  то BEG=FIN+1;  сначала

же BEG=1, FIN=0).

     Очередь опишем так: var Queue=array[1..MaxQ] of element;

     Тут MaxQ - максимальное число элементов в очереди,  element -

какой-то тип данных.  В задаче ниже в качестве element можно взять

такой

        type element = record

                x: byte;

                y: byte;

             end;

     где element - это запись,  состоящая из x-овой и y-овой коор-

динаты элемента матрицы A=array[0..M+1,0..N+1] of integer. Индексы

матрицы принимают такое значение из-за того,  что мы будем  окайм-

лять  матрицу нулевыми элементами (так будет проще проверять выли-

вание за край фигуры).

     С очередью можно проводить операции:

           вставка  в  очередь InQueue,

           удаление из очереди OutQueue.

     Procedure InQueue (x : element);

     begin

       FIN:=FIN+1;      { на первое свободное место}

       Queue[FIN]:=x;   { ставим элемент x }

     end;

     Procedure OutQueue (var x : element);

     begin

       x:=Queue[BEG];   { берем первый элемент }

       BEG:=BEG+1;      { и изменяем указатель }

                        { на следующий за ним }

     end;

     Находим максимальный элемент D в матрице A. Пока все элементы

в матрице A не станут равны D,  повторяем следующую последователь-

ность действий:

     а) Находим в матрице минимальный ненулевой элемент z (если их

несколько,  то берем любой из них),  и заносим его в очередь (оче-

редь сначала пустая). Если этот минимальный ненулевой элемент z=D,

то СТОП.

     Сначала считаем,  что p=D - это минимальный граничный элемент

области, заполненной элементами со значением z.

     б) Для  каждого еще не просмотренного элемента очереди (пусть

в матрице этот элемент находится в позиции (i,j)) повторяем следу-

ющее:

     Для каждого соседа (сверху, снизу, справа, слева) данного

элемента (i,j) проводим проверку-просмотр:

     ЕСЛИ (сосед <> z)

     ТО P=min{P,сосед}

     ИНАЧЕ ЕСЛИ сосед еще не просмотрен

           ТО   координата соседа - в очередь (в очереди появился

                еще один непросмотренный элемент)

т.е. мы ищем минимальный окаймляющий элемент области,  заполненной

элементами со значением z.

     Фрагмент программы поиска:

 var Delta = array [1..4,1..2] of integer =

             ((0,1),(1,0),(-1,0),(0,-1));

{ Delta -  возможные смещения соседних клеток от текущей клетки }

     Current, neighbor : element;

     z      : integer;

                               ....

   { Будем обозначать то, что элемент в матрице уже просмотрен }

   {                  умножением его на -1                     }

   {   минимальный ненулевой элемент матрицы имеет значение z  }

   while BEG<>FIN+1 do begin

     OutQueue(Current);

     for i:=1 to 4 do begin

       neighbor.x:=Current.x+Delta[i,1],

       neighbor.y:=Current.y+Delta[i,2],

       if A[neighbor.x,neighbor.y]=z

       then InQueue(neighbor)

       else p:=min(A[neighbor.x,neighbor.y],p);

     end;

   end;

     Если в очереди нет больше непросмотренных элементов, то, если

p<z (случай, когда данная область имеет "слив" за границы матрицы)

в матрице во все просмотренные элементы из очереди заносим  значе-

ние D (делаем их равными накопленному значению, чтобы больше их не

рассматривать).

     Если же  p>z,  то  высчитываем,  сколько  воды  поместится  в

"бассейн" с глубиной дна z и с высотой ограждающего бордюра p:

   Объем = (p-z)* количество просмотренных элементов в очереди.

     Добавляем полученный объем к ранее  найденному  объему  воды,

заполняющему матрицу до высоты x.

     Заполняем в матрице элементы,  соответствующие  просмотренным

элементам из очереди,  значением p ("Доливаем" воды в "бассейн" до

уровня p).

     Переход на пункт а).

     Суммарный полученный объем воды и является искомым.

     Окаймление матрицы, упомянутое выше, может выглядеть сле-

дующим образом:  матрица [1..N,  1..M] окаймляется нулями так:

вводятся дополнительные  нулевые 0-ая и (N+1)-ая строки и 0-ой

и (M+1)-ый столбцы

     var A: array[0..N+1,0..M+1] of byte;

                          { ввод и окаймление нулями}

     for i:=1 to N do begin

       A[i,0]:=0; A[i,M+1]:=0;

       for j:=1 to M do read(A[i,j]);

     end;

     for j:=0 to M+1 do begin

       A[0,j]:=0; A[N+1,j]:=0;

     end;

                             Задача 15.

     Легко заметить, что для существования решения необходимо прово-

дить  людей  от самого левого входа к самому левому выходу,от самого

правого - к правому и т.д.  Поэтому приведем решение только для слу-

чая б).

     Основная стратегия человека,  вошедшего  в  самый  левый  вход,

состоит в прохождении лабиринта,  используя наиболее левые свободные

места лабиринта,  т.е.  он должен двигаться, держась правой рукой за

"стенку" лабиринта. Этот процесс можно формализовать следующим обра-

зом.  Находясь в очередной позиции лабиринта,  он должен помнить,  с

какой стороны он пришел сюда (слева,  справа, сверху, снизу), и, ру-

ководствуясь этой информацией, вобрать следующее наиболее предпочти-

тельное  направление  в новую позицию (куда он может пойти и где еще

не был).  При этом удобно использовать стек, в верхушке которого на-

ходятся координаты текущей позиции и направление,  по которому в нее

пришли.  При этом все посещенные клетки метятся. Легко заметить, что

если в позицию попали сверху,  то наилучшим направлением будет нале-

во,  затем вниз,  направо, и наконец назад (вверх). Аналогично можно

определить наилучшие направления для других случаев.

     Эта стратегия повторяется каждым из людей, при этом позиции,по-

меченные предыдущими людьми, считаются запрещенными для следующих.

                            Задача 16.

     Для упрощения вычислений рассмотрите преобразование выра-

жения в обратную польскую запись,  т.е.  в такую  бесскобочную

форму, в которой операнды записываются в том же порядке, что и

в исходном выражении,  а  каждый  знак  операции  следует  не-

посредственно за операндами,  над которыми эта операция прово-

дится.

     Пример: Выражение  '(3+5*2)/3-1' преобразуется в '3 5 2 *

+ 3 / 1 -' (сначала будет выполняться операция * над  предыду-

щими двумя операндами 5 и 2,  результат 10 помещается на место

чисел 5 и 2.  Затем - операция + над предыдущими двумя операн-

дами 3 и 10,  результат 13 помещается на место 3 и 10,  и т.д.

Выражение в ходе вычисления будет принимать вид:

     3 5 2 * + 3 / 1 -

     3 10 + 3 / 1 -

     13 3 / 1 -

     4 1 -

     3.

     Алгоритм вычисления скобочного арифметического выражения.

Преобразуем сначала выражение в обратную польскую запись. Каж-

дой операции и открывающей скобке припишем приоритет:

                    приоритет

     --------------T----------¬

     ¦  (          ¦  0       ¦

     ¦  +,-        ¦  1       ¦

     ¦  *,/        ¦  2       ¦

     ¦ пустой стек ¦  0       ¦

     L-------------+-----------

     Шаг 1. Если во входной строке нет литер, то перейти к ша-

гу 6;  иначе прочитать следующий элемент (скобку, операцию или

операнд) и обозначить его через x.

     Шаг 2.  Если  x  -  операнд,  то перенести его в выходную

строку, поместить вслед за ним разделитель и вернуться у  шагу

1.

     Шаг 3.  Если x - открывающая скобка,  то поместить  ее  в

стек и вернуться к шагу 1. Если x - закрывающая скобка, то пе-

рейти к шагу 4; иначе перейти к шагу 5.

     Шаг 4. Если элемент, находящийся на вершине стека, не яв-

ляется открывающей скобкой, то перенести его из стека в выход-

ную строку,  поместить  за ним разделитель,  а затем повторить

шаг 4.  Если на вершине стека  находится  открывающая  скобка,

удалить ее из стека и вернуться к шагу 1.

     Шаг 5. Если приоритет элемента на вершине стека не меньше

приоритета x,  то  перенести  этот элемент из стека в выходную

строку, поместить за ним разделитель, а затем повторить шаг 5.

Иначе поместить x на вершину стека и вернуться к шагу 1.

     Шаг 6.  Освободить стек, удаляя каждый раз по одному эле-

менту и помещая его в выходную строку с последующим разделите-

лем. Закончить работу.

     Пример:

     Этот алгоритм переводит выражение '(3+5*2)/3-1' в

'3 5 2 * + 3 / 1 -'.

     Если в ходе построения обратной польской записи не  пере-

носить знак  операции  в  выходную строку (где он бы стоял не-

посредственно за теми операндами,  над которыми должна  выпол-

няться эта операция), а взять из выходной строки два последних

операнда, выполнить над ними операцию,  и результат  поместить

снова в  выходную  строку,  то  у  нас после шага 6 в выходной

строке окажется искомый результат.

     Рассмотрим вычисления на примере выражения (3+5*2)/3-1

   Очередной элемент      После обработки элемента

    входной строки       ----------------------------------

                          стек      выходная строка

        (                  (             пустая

        3                  (                3

        +                  ( +              3

        5                  ( +              3 5

        *                  ( + *            3 5

        2                  ( + *            3 5 2

        )                  пуст     Вместо переноса знака * в

                                    выходную строку, мы выпол-

                                    няем умножение над двумя

последними элементами выходной строки,  при этом 5 и 2 из  нее

извлекаются, а  результат умножения 10 - помещается в выходную

строку. Она принимает вид: 3  10.

     Далее мы  должны  были бы перенести знак + из стека в вы-

ходную строку, но вместо этого опять же выполняем сложение над

двумя последними  элементами  и  результат помещаем в выходную

строку, так что она становится следующей:

                                            13

        /                  /                13

        3                  /                13 3

        -                  -        Выполняем деление 13 на 3,

                                   Результат в выходную строку

                                            4

        1                  -                4 1

   входная строка         пуст     В выходную строку помещаем

      пустая                       результат 4-1=3. Это и есть

                                   значение выражения.

     Естественно в  место  выходной  строки  использовать стек

чисел. Операции проводятся над двумя верхними элементами  сте-

ка. Результат снова помещается в стек.

                            Задача 17.

     Так как могут быть потребованы подписи лишь  непосредственных

подчиненных,  то  для  любого разумного способа получения лицензии

подпись всех подписавших чиновников, кроме первого, используются в

одном  и только одном наборе.  Таким образом,  мы можем определить

стоимость подписи любого чиновника как минимум по  соответствующим

ему набором сумм стоимостей подчиненных и взятии для набора. Таким

образом,  мы получаем простой и эффективный  рекурсивный  алгоритм

определения стоимостей чиновников.

     Но у  этой  задачи есть маленький подводный камень, а именно,

должно быть заведено глобальное множество уже пройденных  чиновни-

ков, что исключает повторную обработку этих чиновников.  Сложность

алгоритма - линейна по суммарному числу элементов в наборе.
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