Жадібні алгоритми

На відміну від задач динамічного програмування, жадібні алгоритми розв’язують оптимально кожний етап вихідної задачі як окрему, незалежну задачу. Від її розв’язку не залежать оптимальні розв’язки всіх інших етапів. Такий алгоритм робить на кожному кроці локально оптимальний вибір в надії, що результуючий розв’язок виявиться також оптимальним. Це не завжди  так, але для багатьох задач такі алгоритми дійсно виявляються оптимальними.

Як впізнати, чи  дасть жадібний алгоритм оптимальний розв’язок на даній задачі? Загальних рецептів не існує, але існують дві особливості, характерні для задач, що розв’язуються жадібними алгоритмами.

Принцип жадібного вибору: послідовність локально оптимальних (жадібних) виборів дає глобально  оптимальний розв’язок. Різниця між жадібними алгоритмами та динамічним програмуванням можна визначити таким чином: 

· на кожному кроці жадібний алгоритм бере “самий жирний шматок”, а потім вже намагається зробити найкращий вибір серед тих, що залишилися, якими б вони не були;

· алгоритм динамічного програмування приймає рішення після попереднього прорахунку наслідків всіх варіантів.

Властивість оптимальності для підзадач: оптимальне рішення всієї задачі містить в собі оптимальні рішення всіх підзадач.

Як довести, що жадібний алгоритм дає оптимальний розв’язок? Це не завжди тривіально, але можна спробувати довести за такою схемою.

1. Спочатку необхідно довести, що жадібний вибір на першому кроці не перекриває шляхів до оптимального розв’язку, тобто для всякого розв’язку є інше, узгоджене з жабідним вибором і не гірше за перше. 

2. Потім доводиться, що підзадача, яка виникає після  жадібного вибору на  першому кроці, аналогічна вихідній і т.д.

Жадібний алгоритм чи динамічне програмування? І жадібні алгоритми і динамічне програмування базуються на властивості оптимальності для підзадач, тому може виникнути бажання застосовувати динамічне програмування там, де вистачило би  і жадібного алгоритма, або ж навпаки, застосувати жадібний алгоритм до задачі, в якій він не дасть оптимального розв’язку.

Ці ловушки можна продемонструвати на прикладі двох задач: дискретна та неперервна задача про рюкзак.

Неперервна задача про рюкзак відрізняється від дискретної тим, що в рюкзак можна класти не цілі предмети, а іх частини (наприклад, цукор-пісок). Для розв’язування такої трактовки задачі, визначимо вартість однієї одиниці кожного предмета, відсортуємо їх за спаданням вартості і будемо жадібно брати спочатку максимальну кількість одиниць першого предмету (не більше, ніж його є за умовою задачі), потім ― другого предмету і т.д.

Якщо ж ми так само поступимо із дискретною задачею про рюкзак, то отриманий розв’язок не обов’язково буде оптимальним.

Приклад. Максимальне завантаження рюкзака ― 50 кг. 
Є три предмети: перший ― 10 кг вартістю 60, другий ― 20 кг вартістю 100 та третій ― 30 кг вартістю 120.

Задача про центи. Нехай у нас є монети вартістю 50, 20, 10, 5 та 1 центів. Якою найменшою кількість монет можна видати суму в S одиниць? Зрозуміло, що дану задачу можна розв’язувати жадібним алгоритмом:

1) спочатку визначимо максимальне n, для якого 50*n<=S;
2) якщо S-50*n>0, то визначимо максимальне m, для якого 20*m<=S-50*n;

3) якщо S-50*n-20*m>0, то визначимо максимальне k, для якого 10*k<=S-50*n-20*m;

4) якщо S-50*n-20*m-10*k>0, то визначимо максимальне l, для якого 5*l<=S-50*n-20*m-10*k;

5) якщо S-50*n-20*m-10*k-5*l>0, то суму S-50*n-20*m-10*k-5*l видамо монетами вартістю в 1 цент.

Задача про заявки. Нехай задані n заявок на проведення занять в одній аудиторії. Два різних заняття не можуть перетинатися за часом. Для кожної заявки вказані початок заняття si та кінець fi. Різні заявки можуть перетинатися і тоді можна задовольнити лише одну з них. Вважається, що кінець однієї заявки може співпадати з початком другої (це не вважається перетином).  Вважається, що заявки не перетинаються, якщо [si,fi) та [sj,fj) не перетинаються, тобто fi<=sj або fj<=si. Такі заявки називаються сумісними. Необхідно вибрати найбільшу кількість сумісних заявок.

Алгоритм розв’язання. 

1. Впорядкувати всі заявки за зростанням fi. 

2. Взяти першу заявку; j:=1.
3. Для і від 2 до n виконувати: 
якщо si>=fj, то запам’ятати і-ту заявку та j:=i.

Доведення оптимальності жадібного алгоритма.

1. Завжди треба починати з першої заявки, тобто в оптимальному розв’язку завжди буде присутня перша заявка. Нехай це не так. Тоді серед всіх заявок, що увійшли в оптимальний розв’язок, можна вибрату ту, яка має самий ранній початок і замінити на першу. При цьому кількість заявок не зміниться і не порушиться умова, тобто не буде перекриття, оскільки його не будо для заявки з більш пізнім початком, ніж перша заявка.

2. Викинемо всі заявки, що перекриваються з першою. Серед тих, що залишилися візьмемо саму ранню щодо початку і розв’яжемо для неї попередню задачу.

Приклад вхідних даних:

n=11: 1-4,  3-5,  0-6,  5-7,  3-8,  5-9,  6-10, 8-11,  8-12,  2-13,  12-14.

Відповідь: 1, 4, 8, 11.

(Кормен, стор. 315)

Прикладами задач, що роз’вязувалися жадіними алгоритмами є алгоритм Прима-Краскала про визначення мінімального остовного дерева заданого графа та алгоритм Дейкстри визначення найкоротшого шляху між заданими вершинами у графі.

