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Основні поняття теорії графів

Графом називається непорожня множина точок (вершин) і відрізків, кінці яких належать множині точок (ребра).

Вершини, які не належать кінцям ребер, називаються ізольованими.

Граф, який складається лише з ізольованих вершин, називається нуль-графом.

Граф, у якому будь-яка пара вершин з’єднана ребрами, називається повним.

Приклади.


       А



А ― ізольована      нуль-граф                            повний граф

   вершина

Якщо всі вершини і ребра графу знаходяться в одній площині, то він називається плоским, інакше ― просторовим.

Степенню вершини називається число ребер, яким належить ця вершина. Позначення: р(А) ― степінь вершини А.

Позначимо вершини графу а1, а2, ...,аn. Кажуть, що існує шлях від вершини аі до вершини аj, якщо існує послідовність ребер, яка з’єднує вершини аі та аj. Вершини аі та аj зв’язними, якщо шлях від аі до аj.

Граф називається зв’язним, якщо будь-яка пара вершин зв’язна.

Циклом називається шлях, в якому співпадають початкова і кінцева вершини.

Простим циклом називається цикл, який не проходить ні через жодну вершину графа більше одного разу.

Довжиною шляха (цикла) називається кількість ребер цього шляха (цикла).

Граф називається ейлеровим, якщо можна повернутися в ту саму вершину, з якої ми вийшли, обійшовши всі ребра тільки по одному разу.

Граф називається гамільтоновим, якщо можна повернутися в ту саму вершину, з якої ми вийшли, обійшовши всі вершини тільки по одному разу.

Представлення графів

Існує два найпоширеніших способа представлення графів.

1. Матриця суміжності: двовимірний масив n*n для графа з n вершинами. Елемент матриці a[i,j]=1, якщо вершини і та j з’эднаны ребром, та a[i,j]=0 ― в протилежному випадку.
2. Списки суміжних вершин: для кожної вершини список суміжних вершин містить в довільному порядку всі суміжні з нею вершини.

Приклад.

          Граф:
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a) б)

а) ― представлення графа за допомогою списків суміжних вершин; б) ― представлення графа у вигляді матриці суміжності.

Неорієнтований граф ― ребра не мають напрямку. Орієнтований граф ― ребра мають напрямок.

У наведеному прикладі граф неорієнтований. Матриця суміжності симетрична. В орієнтованому графі ребра сказуються стрілками. Матриця суміжності не симетрична. В списках суміжних вершин вказуються лише ті вершини, до яких спрямовані ребра.
Пошук в графі

Пошукові методи в графах дозволяють реалізувати пошук шляхів від однієї вершини до іншої.

Пошук в ширину. Пошук в ширину використовується для визначення шляху від однієї заданої вершини до іншої. Ідея метода: розглядаємо всі вершини, зв’язані з поточною. Принцип вибору такий ― вибирається та вершина, яка була раніше за інші розглянута. Для реалізації даного принципу необхідна структура черга.

Розглянемо приклад (Грузман, стор. 258). Шукаємо шлях від вершини 0 до вершини 8.

Процес пошука завершується, коли ми досягнемо шуканої вершини. Якщо ж ми досягли останнього елемента в черзі, а сама черга не нарощується, то це означає, що шлях до шуканої вершини відсутній.

Метод пошуку в ширину дає найкоротший шлях від вихідного стана до цільового в просторі станів.

Реалізація алгоритма. Граф задається матрицею суміжності. (Грузман, стор.269).

Пошук в глибину. Пошук в глибину використовується для перебору (відвідування) всіх вершин графа. Ідея метода: пошук починається з деякої вершини v. Розглядається вершина u, суміжна з вершиною v. Тепер вершина u є стартовою для подальшого пошуку, тобто процес продовжується з вершиною u. Якщо на черговому кроці ми працюємо з вершиною q не має вершин, суміжних з q і раніше не розглянутих, тобто немає нових вершин, то вертаємся з вершини q до вершини, яка була до неї. У випадку, коли це вершина v (стартова), то процес перегляду завершено. Для реалізації даного алгоритму необхідно використання структури типу стек. (Окулов, стор. 145).

Реалізація алгоритма. Граф задається матрицею суміжності. (Грузман, стор.292).

Задача. Заданий неорієнтований граф і дві його вершини V1 та V2. Визначити, чи існує шлях з V1 у V2.

Побудова остовного дерева (каркаса) мінімальної довжини. 

Алгоритм Прима-Краскала

Деревом називається граф, що не має циклів. Остовним деревом або каркасом називається таке дерево, що містить всі вершини графа.

Для побудови будь-якого остовного дерева необхідно скористатися пошуком в глибину. Для цього можна розглядати звичайний неорієнтований ненавантажений граф. (Грузман, стор 296).

Для побудови остовного дерева мінімальної довжини (ваги) необхідно розглядати навантажений граф, тобто граф, для кожного ребра якого задане значення довжини (або ваги).

Матриця суміжності такого графа буде містити елементи, що дорівнюють довжині кожного ребра. Таке остовне дерево будується за допомогою жадібного алгоритма. Тобто на кожному кроці вибирається ребро з найменшою довжиною. Можна довести, що такий алгоритм дає правильний результат. 

(Окулов, стор 148). Нехай G ― заданий граф, Q ― остовне дерево, що будується.

Крок 1. Починаємо з графа Q, що містить N вершин і не має ребер.

Крок 2. Упорядкуємо ребра графа G в порядку неспадання їх довжини.

Крок 3. Починаючи з першого ребра в цій послідовності, додаємо ребра в граф Q, дотримуючись умови: додавання не повинно приводити до утворення циклів.

Крок 4. Повторювати крок 3 до того часу, поки кількість ребер в Q не сягне значення N-1. Отримане дерево буде остовним деревом мінімальної довжини (каркасом).

Для реалізації даного алгоритму для кожної вершини графа G введемо поняття мітки (або кольору), який на початку дорівнює номеру вершини. При включенні наступного ребра до дерева Q будемо новій вершині надавати значення тієї мітки, що і вершина, з якої це ребро прийшло. Таким чином ми можемо контролювати, щоб в дерево включалися лише ребра з вершинами “нового” кольору. Це дає змогу не включати вершини, які вже є в дереві, тобто не організовувати цикли. Приклад (Окулов, стор.149).

Опис алгоритма (Бондарєв, стор. 128).
Ейлерів граф. Ейлерові шляхи в графі

При дослідженні графів можна говорити про наявність в них ейлерових циклів, ейлерових шляхів, і взагалі про ейлерів граф. 

Ейлерів граф (цикл, шлях)― це такий граф, який можна обійти, проходячи кожне ребро лише один раз.

Прикладом є дитячі головоломки:




Ейлером доведено, що задаа пошйкй ейлерового шляху має зміст тільки тоді, коли в графі є в точності дві вершини з непарною степенню або коли всі вершини парні. В першому випадку одна з непарних вершин є стартовою при обході, а друга ― кінцевою. В другому випадку ейлерів шлях існує і є замкненим, тобто утворює цикл. В цьому випадку обхід можна очинати з будь-якої вершини.

Алгоритм пошуку ейлерового шляху на графі.

1. Підрахувати степінь всіх вершин графа і перевірити, чи існує ейлерів шлях. 

2. Якщо існує, то неохідно вірно обрати початкову вершину.

3. В стек записується номер стартової вершини.

4. Далі рухаємося по графу методом пошуку в глибину, знищуючи по дорозі всі ті ребра, через які проходимо. При цьому відповідні вершини дописуються у стек.

5. Якщо приходимо у вершину, з якої не має ребер (ми вже всі знищили, оскільки вже там побували), то вертаємося до попередньої вершини у стеку, як до поточної і намагаємося з неї знайти нове існуюче ребро.

6. Процес припиняється тоді, коли ми повернемося в початок стека, тобто всі ребра, по яких ми проходили, знищені. В стекові знаходиться ейлерів шлях або цикл.

Проілюструємо на прикладі (Грузман, стор. 98).

Опис алгоритму.

Граф заданий матрицею суміжності.

{записати в стек стартову вершину і оголосити її поточною}
while {поточною не є стартова вершина} do
  begin

    if {існує ребро, що виходить із поточної вершини}

       then

            begin

               {записати в стек вершину, яка є другим кінцем цього ребра

                   і голосити її поточною};

               {видалити ребро з графа, що було пройдено}

            end
       else

            begin

                 {перейти до попередньої вершини і оголосити її поточною}
            end;

  end;

Алгоритм на Паскалі: (Окулов, стор. 158)

Пошук найкоротшого шляху в графі. Алгоритм Дейкстри. 

Алгоритм Флойда-Уоршелла

Заданий навантажений граф. Визначити найкоротший шлях від вершини i до вершини j (або до будь-якої іншої вершини). Представимо граф у вигляді матриці суміжності. Для реалізації алгоритма використовуватимемо три одновимірні масиви:

1. А ― масив міток відвідування вершин.

2. В ― масив відстаней до цієї вершини.

3. С ― масив номерів вершин, з яких ми прийшли до даної вершини.

Приклад. (Бондарєв, стор. 136). 

Пояснити, чому вибір найкоротшого ребра для поточної вершини є оптимальним: якщо це ― найкоторотше, тому будь-яке інше ― довше, а до нього потім ще треба додати принаймні ще одне ребро (ребра не мають від’ємних довжин).

Алгоритм Дейкстри (Бондарєв, стор.136).

Алгоритм Дейкстри для навантаженого орієнтованого графа (Окулов, стор 163).

Алгорит Флойда-Уоршела визначає найкоротші шляхи від будь-якої вершини до всіз інших. Треба алгоритм Дейкстри виконати для всіх вершин.  (Бондарєв, стор. 138).
Задача комівояжера

Пос тановка задачі. Існує N міст, відстані між якими задані. Комівояжеру необхідно вийти з якогось міста , відвідати решта N-1 місто лише по одному разу та повернутися в вихідне місто. При цьому маршрут комівояжера повинен бути мінімальної довжини (вартості).

Повнопереборний варіант. Задача належить до NP-повних задач. Кількість маршрутів, які необхідно розглянути, дорівнює (N-1)!. При великих  N це неможливо за часом.

Алгоритм. Номери вершин 1...N занесені в масив аі, довжини ребер ― в матриці суміжності. Знаходимо перший маршрут по масиву аі, потім робимо перше переставлення в аі і рахуємо новий маршрут. Порівнюємо з першим і, якщо він кращий ― запам’ятовуємо. Цей процес продовжуємо, поки не переберемо всі варіанти. (Окулов, стор.93).

Удосконалення метода. При сумуванні (при підрахунку поточного маршруту) поточну суму на кожному кроці сумування порівнюємо з кращим результатом (маршрутом). Якщо він вже перевищений, то подаьше сумування можна припинити. 

Метод гілок і границь. 

(Окулов, стор. 105).

Дводольні графи. Найбільше паросполучення

Дводольним графом називається такий, в якому всі вершини можна розбити на дві групи, в кожній з яких відсутні ребра між вершинами.

Паросполученням називається множина ребер, що не мають спільних вершин.

Класичною є задача про шлюби.






Перший варіант ― паросполучення. Другий ― найбільше паросполучення.

Для розв’язування задачі застосотовується метод ланцюгів, що чергуються (чередующихся цепей). Нехай М ― паросполучення у дводольному графі. Ланцюг, в який почергово входять ребра з М (жирні) та з не-М (тонкі) назвемо таким, що чергується відносно М. Наприклад, на першому прикладі ланцюг (1, 1’, 2, 3’), що чергується. За визначенням, ланцюг з одного ребра ​ чергується. Вершини, що належать ребрам з М, тобто інцидентні ребрам з М, називаються насиченими, а ті, що не належать ― ненасиченими.  Зрозуміло, що якщо в графі існує ланцюг, що чергується відносно М з ненасиченими кінцевими вершинами (тоьто онкими кінцевими ребрами), то в ньому тонких ребер на одне більше, ніж дирних. Якщо ланцюг “перефапбувати”, тобто зробити всі жирні ребра тонкими і навпаки, то кількість жирних ребер, а відповідно і паросполучення, збільшиться на 1. Ланцюг, що чергується відносно М, з ненасиченими кінцевими вершинами називається таким ланцюгом відносно М, що збільшується.

Паросполучення М є найбільшим тоді і тільки тоді, коли  немає ланцюгів відносно М, що збільшуються. Це можна довести.

Попереднє тлумачення є основою для алгоритму знаходження найбільшого паросполучення.

Спочатку виділимо допоміжний алгоритм перерахування всіх вершин орграфа (орієнтованого графа), що досягаються з даної вершини.

(Грузман, стр. 191)

Тепер повернемося до опису алгоритма знаходження найбільшого паросполучення. Нехай І={1,2,…,m} ― номери верхніх вершин, а J={1,2,…,n} ― номери нижніх. Спочатку всі вершини ненасичені. Для побудови початкового паросполучення застосуємо “жадібний” алгоритм: будемо проглядати по черзі вершини з І і, якщо з чергової вершини цієї групи вершин є ребра, що ведуть до ненасичених вершин з J, т будемо брати жадібно перше ліпше ребро і вводити його до паросполучення.

Далі перетворимо дводольний граф на орієнтований таким чином: всі ребра, що входять до М (до паросполучення) орієнтуємо знизу вгору, а решту ― зверху вниз. Таким чином множина “верхніх” вершин І складається із множини ненасичених вершин (що не увійшли до паросполучення) І- та множини насичених вершин (що у війшли до паросполучення) І+. Так само і множина “нижніх” вершин: J- та J+. Зрозуміло, що ланцюг, який збільшується відносно паросполучення М існує в графі тоді і тільки тоді, коли у відповідному орграфі існує шлях [s,…,t], де s належить множині ненасичених верхніх вершин, а t ― множині ненасичених нижніх вершин.

Алгоритм. 

1. Ініціалізація

1.1. Побудувати початкове М “жадібно”;

1.2. Побудувати з М орграф.

2. Загальний крок

2.1. В циклі для і, що належать множині верхніх ненасичених вершин орграфа, застосувати алгоритм пощуку всіх вершин із множини нижніх, що досягаються з вершини і. Якщо серед досягнутих вершин знайдеться ненасичена вершина, то існує ланцюг, що збільшується відносно М. Збільшити М і перейти до п.1.2.

3.  Виведення М.

Приклад. (Грузман, стор 192)
Потоки в мережах. Побудова максимального потоку. 

Метод Форда-Фалкерсона

Постановка задачі. Нехай задано орієнтований, навантажений граф, в якому вершина s (виток) є початковою, а вершина t (сток) ― кінцевою. При цьому кожній дузі (ребру) мережі (графа) приписана деяка пропускна здатність С[i,j], що визначає максимальне значення потока, який може протікати заданою дугою.

Форд та Фалкерсон запропонували однакову методику розв’язання цієї задачі, яка носить назву “техніки міток”.

Введемо поняття розрізу в мережі. Розрізом називається множина дуг, вилучення яких з мережі призводить до розриву всіх шляхів, що ведуть з s в t (граф стає незв’язним). Пропускна здатність розрізу дорівнює сумі пропускних здатностей дуг, що його утворюють. Розріз з мінімальною пропускною здатністю називають мінімальним розрізом.

Теорема Форда-Фалкерсона: величина кожного потоку з s в t не перевищує пропускної здатності мінімального розрізу, причому існує потік, що досягає цього значення.

Теорема встановлює еквівалентність задач знаходження максимального потоку і мінімального розрізу.

Повноперебірний варіант розв’язування задачі. 

Рис. (Окулов, стор.186)

Мережа: джерело ― вершина 1, сток ― вершина 6, в дужках ― пропускні здатності кожної дуги. Мінімальний розріз: дуги (1,2) та (3,4), тобто згідно теореми максимальний потік дорівнює 4. Розріз визначений шляхом простого перебору. 

Алгоритм: шляхом перебору по дугам за допомогою генерації всіх переставлень визначаємо розріз і підраховуємо його пропускну здатність. Знаходимо мінімальне значення. Техніка програмування дозволяє зробити досить компактний код цієї програми, реалізувавши деякі відсікання. Однак цей алгоритм можна застосувати лише для невеликих мереж.

Техніка міток. Цей метод передбачає послідовну (ітераційну) побудову максимального потоку. Розглянемо цей метод на прикладі.

Нехай задана мережа, де s=1, t=6. Мережа задається матрицею пропускних здатностей кожного ребра C[i,j]. Покрокова побудова максимального потоку записується у матрицю F[i,j], що на початковому етапі нульова.

Ітерація 1. Присвоїмо вершині 1 мітку [1,(]. Це означає, що пропускна здатність цієї вершини не обмежена.

1. Розглянемо дуги, початком яких є вершина 1: (1,2) та (1,3). Вершини 2 і 3 не помічені (ми ще туди не перемістилися), але ми бачимо, який потік ми можемо в них проштовхнути. Присвоюємо їм відповідні мітки: [1,2], [1,6]. Перша цифра ― номер вершини, з якої іде потік, друга ― числове значення потоку, який можна передати по цій дузі.

2. Виберемо помічену, але не переглянуту вершину (для цього треба створити чергу, як алгоритмі пошуку в ширину). Нею буде вершина 2. Розглянемо дуги, для яких вона є початком: (2,4), (2,5). Вершини 4 та 5 непомічені: ми їх побачили, але ще в них не були. Присвоюємо їх мітки [2,2] (по дузі (3,4) не може пройти більше 2 одиниць потоку), [2,2] (у вершину 2 прийшло перед цим 2 одиниці потоку). Отже на цьому кроці переглянуті вершини 1, 2, а вершини 3, 4, 5 помічені, але не переглянуті, решта вершин ― не помічені.

3. Вибираємо наступну у черзі вершину 3. Розглядаємо дугу (3,4), але вершина 4 вже помічена (ми її “бачили” з вершини 2). Тому переходимо до наступної вершини в черзі: 4, дуга (4,6) (2 ― переглянута вершина, 5 ― відмічена, а вершина 6 ― не помічена). Присвоюємо їй мітку [4,2], оскільки саме 2 одиниці потоку прийшли в 4 з 3. Остання дуга (4,6) не насичена, оскільки може пропустити ще 1. Ми дійшли до вершини-стока, знайшовши шлях і значення потока. Шлях: 1(2(4(6. Значення потока ― 2.

Ітерація 2. Спробуємо збільшити потік.

1. Мітка вершини 1: [1,(]. Розглядаємо дуги (1,2), (1,3). Вершина 2 не може бути поміченою, оскільки її пропускна здатність вже досягнута ― по ній ми вже пропустили потік 2 на попередній ітерації. Вершині 3 присвоюємо мітку [1,6].

2. Вибираємо відмічену, але не переглянуту вершину, із черги. Це вершина 3. Повтрюємо дії: в результаті вершина 4 стає відміченою і отримує мітку [3,2].

3. Із черги вибираємо вершину 4 (помічена і не переглянута). Вершині 6 присвоюємо мітку [4,1]. Чому? Дуга (4,6) може пропустити лише 3 одиниці потоку, але на попередній ітерації ми вже через неє пропустили 2 одниці, тому можемо її донаситити лише 1. Знайдений ланцюг, що збільшує потік в мережі: 1(3(4(6, по якому можна “протягнути потік 1. Результуючий потік в мережі тепер складає 3.

Ітерація 3. Мітка вершини 1: [1,(].

1. Результат: мітка [1,5] у вершини 3.

2. Мітка [3,1] у вершини 4.

3. Пропускна здатність вершини дуги (4,6) вичерпана повністю. Однак є зворотня дуга (2,4). Напрямок її не відповідає руху потоку. Але ми можемо пустити поній потік умовно у зворотньому напрімку, зменшивши при цьому насичення реального напрямку. Відмітимо це міткою [-4,1] вершини 2. Цим самим переженемо потік в 1 у вершину 2 і “проштовхнемо” його через інші дуги. Отже, вершина 4 переглянута, а вершина 2 ― помічена. Вершини 5 та 6 ― не помічені.

4. Ставимо мітку на вершині 5: [2,1].

5. Ставимо мітку на вершині 5: [5,1]. Вершина-стік досягнута, знайдений ланцюг 1(3(4(2(5(6, по якому можна передати потік, що дорівнює 1. Сумарний потік мережі складає 4.
Ітерація 4. Мітка вершини 1: [1,(]. 

1. Результат: мітка [1,4] у вершини 3.

2. Розглянемо помічену, але не переглянуту вершину 3. З неї лише одна дуга (3,4). Але вершину 4 помітити не можемо, оскільки її пропускна здатність вже вичерпана. Помічених вершин у черзі більше немає, а вершина t не досягнута. Ланцюг, що збільшує потік побудувати не можемо. Це означає, що знайдено максимальний потік в мережі.

Отже, ідея метода міток Форда-Фалкерсона. 

I. На кожній ітерації вершини мережі можут знаходитись в одному із трьох станів: 

· вершині присвоєна мітка і вона переглянута;

· вершині присвоєна мітка і вона не переглянута, тобто не всі суміжні з нею вершини оброблені;

· вершина не має мітки.

II. На кожній ітерації ми вибираємо помічену, але не переглянуту вершину і намагаємося знайти суміжну з нею вершину, яку можна помітити. Помічені вершини досягаються з вершини-витока. Якщо серед цих вершин опиниться вершина стік, то це означає завершення пошуку ланцюга, що збільшив потік. Якщо ж неможливо знайти нової вершини, яку можна помітити, а серед помічених немає вершини-стоку, то це означає, що потік змінити не можна і максимальний потік знайдено.
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