Комбінаторика в програмуванні

При розв’язуванні практичних задач часто доводиться  вибирати з деякої кінцевої множини об’єктів підмножини елементів, що мають ті чи інші властивості, розміщувати елементи множин в певному порядку тощо. Ці задачі прийнято називати комбінаторними. 

Переставлення (permutation) ― це кількість всіх можливих варіантів переставлень N різних предметів, розташованих на N різних місцях.

Наприклад, для множини S={a,b,c} існує 6 переставлень:

abc, acb, bac, bca, cab, cba.

Кількість переставлень обчислюється за формулою k=n!.
Введемо поняття лексикографічного порядку переставлення. Лексикографічний порядок на множині всіх переставлень визначається таким чином. P1<P2 тоді і тільки тоді, коли існує таке t>=1, що P1[t]<=P2[t] та P1[i]=P2[i] для всіх i<t. При  розв’язуванні задачі визначення всіх переставлень розв’язується задача отримання на кожному кроці наступного за лексикографічним порядком переставлення. 

Наведемо приклад. Нехай наша множина значень має вигляд: 123. Наступне число в лексикографічному порядку буде 132. Запишемо всю лексикографічну послідовність: 123<132<213<321<312<321.

Задача визначення всіх можливих перставлень перетворюється на задачу визначення наступного значення в лексикографічному порядку.

Побудову такої безпосередньонаступної послідовності проведемо в 4 етапи:

1. Будемо рухатися по нашій послідовності “справа наліво”. Крок вперед будемо робити лише у випадку, коли перехід здійснюється до числа, яке не менше поререднього. Це те число, яке необхідно поміняти на деяке інше.

2. Знову почнемо рухатися “справа наліво”, порівнюючи “поточне відвідане” число із числом із попереднього кроку. Рух припиняємо тоді, коли зустрінемо число більше за число із попереднього кроку.

3. Міняємо числа із п.1 та п.2.

4. Всі числа, розташовані після числа із п.1 розміщаємо після нього в зворотньому порядку, тобто в порядку спадання, для того, щоб максимально погіршити “хвіст” переставлення.  

program permutation;

var a: array[1..100] of byte;

    i,j,n,f: byte;

    f_in,f_out: text;

 procedure perm;

  var i,k,c: byte;

  begin

    i:=n;

    while a[i-1]>a[i] do dec(i);

    k:=i-1;

    i:=n;

    while a[i]<=a[k] do dec(i);

    c:=a[k]; a[k]:=a[i]; a[i]:=c;

    for i:=1 to (n-k) div 2 do
      begin

       c:=a[k+i]; a[k+i]:=a[n-i+1]; a[n-i+1]:=c

      end;

  end;

 begin

  assign(f_in,'in.dat');

  assign(f_out,'out.dat');

  reset(f_in);

  rewrite(f_out);

  read(f_in,n);

  for i:=1 to n do
   read(f_in,a[i]);

  f:=1;

  for i:=1 to n do
   f:=f*i;

  for j:=1 to n do
    write(f_out,a[j],' ');

  writeln(f_out);

  for i:=1 to f-1 do
   begin

    perm;

    for j:=1 to n do
     write(f_out,a[j],' ');

    writeln(f_out);

   end;

  close(f_out);

 end.

Задачі. 

1. Якими способами можна пересадити чотирьох гостей А, Б, В, Г, що сидять відповідно на місцях 1, 2, 3, 4?
2. Якими способами можна переставити букви у слові “алгоритм”?
Розміщення з повтореннями ― це кількість  Ця задача зводиться до попередньої. Кількість переставлень дорівнює 
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Розміщення без повторень.

Сполучення або Вибірка (k-combination) ― це кількість способів, якими можна вибрати M із N різних предметів. Задача зводиться до першої.

Необхідно визначити початкову позицію: 
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. Далі застосовується алгоритм для визначення всіх можливих перставлень. Останнє переставлення: 
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program k_combination;

var a: array[1..100] of byte;

    i,j,n,k,f,p: byte;

    f_in,f_out: text;

 procedure perm;

  var i,k,c: byte;

  begin

    i:=n;

    while a[i-1]>=a[i] do dec(i);

    k:=i-1;

    i:=n;

    while a[i]<=a[k] do dec(i);

    c:=a[k]; a[k]:=a[i]; a[i]:=c;

    for i:=1 to (n-k) div 2 do
      begin

       c:=a[k+i]; a[k+i]:=a[n-i+1]; a[n-i+1]:=c

      end;

  end;

 begin

  assign(f_in,'in.dat');

  assign(f_out,'out.dat');

  reset(f_in);

  rewrite(f_out);

  read(f_in,n,k);

  for i:=1 to n do
   read(f_in,a[i]);

  for j:=1 to n do
    write(f_out,a[j],' ');

  writeln(f_out);

  repeat

    perm;

    for i:=1 to n do
     write(f_out,a[i],' ');

    writeln(f_out);

    p:=1;

    for i:=1 to k do
      p:=p*a[i];

   until p=1;

  close(f_out);

 end.

Задачі.

1. В чемпіонаті країни по футболу беруть участь 17 команд. Нагородженими можуть бути лише три з них. Визначити, якими можуть бути різні способи представлення країни на чемпіонаті наступного рівня.

2. (задача відбору на IV етап 2003 р.).

Повна вибірка ― всі можливі вибірки із N різних предметів. Алгоритм використовує додавання у двійковій системі числення. Наприклад, нехай у нас є 3 предмети. Всі можливі вибірки будуть такими (1 ― беремо,  0 ― ні):

001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.

Задачі.

1. Задане натуральне M. Між цифрами 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 розтавити знаки “+”, “-“ або не ставити знака таким чином, щоби в результаті виконання арифметичних дій отримати задане число М. Якщо це не можливо, то видати повімлення “No solusion”.
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