Дерева. Бінарні дерева. Основні поняття
Дерево як структура визначається таким чином:

дерево з базовим типом Т - це 

- порожнє дерево 

або

- деяка вершина типу Т з кінцевою кількістю зв’язаних з нею окремих дерев з базовим типом Т, що називаються піддеревами.

Розглянемо декілька прикладів представлення дерев, де базовий тип Т - множина літер.

a) вкладені множини:
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б) вкладені дужки:

 (A(B(D(i), E(j,k,L)), C(F(O), G(M,N), H(P))))

в) відступи:
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г) граф:

                                                                   A


                                B                                                                     C 



                    D                E                                                   F         G         H  


                    i            j        k        L                                     O       M      N       P

Упорядковане дерево - це дерево, у якого ребра (гілки), що виходять з кожної верщшини, упорядковані.

Наприклад, два упорядкованих дерева на малюнку різні:
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Вершина y, що знаходиться безпосередньо нижче вершини x, називається нащадком х. Якщо вершина х знаходиться на рівні i, то кажуть, що вершина y знаходиться на рівні і+1. І навпаки, вершину х називають безпосереднім предком у. Вважається, що корінь дерева (найвища вершина) знаходиться на рівні 0. Максимальний рівень деякої з вершин дерева називається його глибиною або висотою. Якщо елемент не має нащадків, то його називають термінальною вершиною або листом, а нетермінальну вершину називають внутрішньою. Кількість безпосередніх нащадків внутрішньої вершини називають її степенню. Максимальна степінь всіх вершин дерева називається степінню дерева. Кількість ребер, які необхідно пройти від кореня дерева до вершини х, називається довжиною шляха до вершини х. Корінь дерева має шлях 0, його безпосередні нащадки мають довжину шляха 1 і т.д. Вершина на рівні і має довжину шляха рівну і. Довжина шляха всього дерева визначається як сума довжин шляхів всіх його компонентів. Її також називають довжиною внутрішнього шляха. Наприклад, довжина внутрішнього шляха на малюнку рівна 36. 

Середня довжина шляха обраховується за формулою:

ni*i/n, 

де ni -  кількість вершин на рівні і.

Для дерев існує поняття зовнішнього шляха. Для його визначення дерево необхідно доповнити спеціальними вершинами у тих місцях, де у заданому дереві відсутні піддерева. Додаткові вершини добавляються за правилом: всі вершини повинні стати максимального степеня, рівного степеню дерева.

Розширене дерево:
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Середній зовнішній шлях обрахлвується за формулою:

mi*i/m,

де mi - кількість спеціальних вершин на рівні і.

Наприклад, довжина зовнішнього шляху на малюнку дорівнює 120.

Особливе місце у структурі даних типу дерево займають упорядковані дерева другого ступеня. Їх називають двійковими або бінарними.
Визначимо упорядковане бінарне дерево як кінцеву множину елементів (вершин), яка або пуста, або складається з кореня з двома окремими двійковими деревами - лівим та правим піддеревом. 

Приклади бінарних дерев:

- генеалогічне дерево, де у кожної людини є нащадки (в термінах дерева) - батько та мати;

- арифметичний вираз з бінарними операціями (див.малюнок).
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(a + b/c) * (d- e * f)

Як програмно представити дерево? Кожну вершину можна розглядати як вхід в нове дерево. Це наводить на думку використання рекурсії в описові дерева. Посилання на пусті дерева (термінальна вершина) будемо позначати значенням NIL (порожнє посилання).

У термінах посилань представимо попереднє дерево таким чином:
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Розглянемо дерево як структуру даних. Опишемо її таким чином:

Type  Ptr=^Node;

         Node=record

                      operation: char;

                      left, right: Prt;

                   end;

Розглянемо задачу формування бінарного дерева для значень, що читаються з файла. Будемо будувати дерево мінімальної глибини. Для цього необхідно розміщувати вершини порівну зліва і справа від кожної вершини. Правило сформулюємо таким чином.

1. Взяти одну вершину в якості кореня дерева.

2. Побудувати таким самим чином ліве піддерево з nl вершинами (nl=n div 2).

3. Побудувати таким самим чином праве піддерево з nr вершинами (nr=n - nl - 1).

Побудоване за цим правилом дерево називається ідеально збалансованим, тому що кількість вершин в його правих та лівих піддеревах відрізняється не більше ніж на 1.

Type  Ptr=^Node;

         Node=record

                      operation: char;

                      left, right: Prt;

                   end;

Var n: integer; root: Prt:

    function tree(n: integer): Prt;

     var newnode: Prt;

          x, nl, nr: integer;

     begin
        if  n=0 then newmode:=NIL

                  else 

                     begin

                       nl:=n div 2; nr:=n-nl-1

                     end;

        read(x);  GetMem(newmode,SizeOf(Node));

        with newmode^ do

           begin

             key:=x; left:=tree(nl); right:=tree(nr);

           end;

        tree:=newmode;

     end;

   procedure PrintTree(t: Prt; h: integer);

      var i: integer;

      begin

         if  t<>Nil then  

                with t^ do

                   begin

                     PrintTree(left, h+1);

                      for i:=1 to h do write(‘  ‘);

                      write (key:6); writeln;

                     PrintTree(rigth,h+1);

                   end;

       end;

  begin

    ...........................

    Read (n);

    root:=tree(n);

    PrintTree(root,0);

    .............................

Пошукові алгоритми на бінарних деревах 

Одна з найбільш поширеніших задач на деревах - це “обхід” дерева. Прикладом такої задачі є наведена вище процедура друкування дерева.

Друга задача - пошукова, або ще кажуть про пошук за унікальним ключем.

Якщо дерево організоване таким чином, що для кожної вершини tі всі ключі лівого піддерева tі менші за tі, а всі ключі правого - більші за tі, то таке дерево будемо називати деревом пошуку.  По такому дереву можна рухатися з кореня по лівому або правому піддереву лише на підставі одного порівняння з ключем поточної вершини. Висота дерева з n вершинами не більше за log n операцій.

function locate(x: integer; t: Prt): Prt;

  begin

    while (t<>nil) and (t^.key<>x) do

      if t^.key<x then t:=t^.rigth

                     else t:=t^.left;

    locate:=t

  end;

Якщо ключ не знайдено, то locate(x,t):=Nil. 

Розглянуті приклади відносяться до випадку, коли дерево сформоване і не змінюється.

Розглянемо задачу, коли  дерево постійно росте. Типовий приклад - побудова частотного словника. Така задача ще носить назву пошук по дереву з включенням.

Оголосимо такі типи:

type Wprt=^Wrd;

       Wrd= record

                  key: integer;

                  count: word;

                  left, rigth: Wptr;

                end;

Нехай root - змінна, що означає корінь дерева. Тепер програма буде мати такий вигляд:  

read(f,x);

while not eof(f) do

        begin

           search (x,root); read(f,x)

        end;

Процедура search повинна бути організована таким чином, що якщо пошук заходить в тупик (піддерево = Nil), то в цьому випадку відбувається включення на це місце значення х.

type Wprt=^Wrd;

       Wrd= record

                  key: integer;

                  count: word;

                  left, rigth: Wptr;

                end;

var root: Wprt;

     n, key: integer;

procedure PrintTree(t: Wprt; h: integer);

  var i: integer;

   begin
    ..............................

   end;

procedure search(x: integer; var p:Wprt);

   begin

     if  p=Nil then

                    begin  

                      GetMem(p,SizeOf(Wprt));

                       With p^ do

                          begin

                              key:=x; count:=1;

                              left:=Nil; right:=Nil;

                           end;

                      end 

                  else

                      if x<p^.key then search(x, p^.left)

                                      else  if x>p^.key  then  search(x, p^.right)

                                                              else p^.count:=p^.count+1

   end;

begin

   ................................

   root:=Nil;

   read(n);  

   while n>0 do

       begin

         read(key); 

         search(key,root);

         n:=n-1;

       end;

   PrintTree(root,0);

   ...................................

Завдання. Нехай у файлі містяться дані:

21, 8,9,11,15,19,20,21,7,3,2,1,5,6,4,13,14,10,12,17,16,18.

Збалансоване дерево буде мати вигляд:
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Дерево пошуку буде мати такий вигляд:
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