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Тема: Динамическое программирование. Использование рекуррентных   соотношений для игровых задач Порядок перевычисления таблиц.
Преподаватель



Котов Владимир Михайлович

Использование рекуррентных соотношений для игровых задач.

Описанные в занятии 7 рекуррентные соотношения строились на основе возможных ходов игроков, которые описывались явным образом. Однако достаточно часто «выигрышные» или «проигрышные» позиции в игре может быть описано с помощью значения нескольких функций, зависящих от позиции.

Пример 1. Известна следующая игра для двух игроков, которые ходят по очереди. Имеется полоска, состоящая из К квадратиков, на каждом из которых написано некоторое натуральное число. Игроки на очередном ходе отрезает квадратик с одного из концов. Выигрывает тот игрок, у которого сумма чисел на отрезанных им квадратиках больше. Определить максимально возможную сумму, которую может "отрезать" игрок, начинающий игру.

Решение.

Определим величины A[i]- числа на полоске и пусть S(i,j)- сумма чисел  на квадратиках с номерами от i  до j, а F(i,j) - максимальная сумма,  которую может набрать начинающий игрок, если он играет на полоске с номерами квадратиков от i  до j. Тогда

F(i,j)=max{A[i]+(S(i+1,j)-F(i+1,j))

           A[j]+(S(i,j-1)-F(i,j-1))}.

Действительно, максимум, что останется начинающему игроку, это то, что он отрежет на первом ходе плюс то, что ему оставит второй игрок на оставшейся части, так как теперь он ходит первым.

Задание #R8-1. 

 Написать программу, реализующую выигрышную стратегию для примера 1.

 Очень часто для описания выигрышных позиций используется функция XOR (поразрядное сложение по модулю 2).

    Пример 2. Широко известна следующая игра для двух игроков, которые ходят по очереди. Имеется K кучек камешков, причем в кучке с номером i имеется Ni  камешков. На очередном ходе игрок берет любое количество камешков из одной произвольной кучки. Проигравшим считается тот игрок, которому нечего брать на очередном ходе. 

Решение.

Определим F(N1,N2,…,NK)=XOR(N1,N2,…,NK). Очевидно, что если все N1,N2,…,NK равны нулю, то данная позиция проигрышная, так как игрок, в нее попавший, проиграл. Пусть игрок находится в проигрышной позиции, причем не все N1,N2,…,NK равны нулю. Тогда очевидно, что взяв любое количество камешков  М из непустой кучки для оставшихся наборов XOR равен М, так как XOR(М,М)=0. Если же для набора N1,N2,…,NK  значение XOR(N1,N2,…,NK)=М, М(0, то всегда найдется кучка, в которой не меньше М камешков. Из этой кучки очередной игрок и должен брать М камешков, оставляя противнику набор для которого значение XOR равно нулю, т.е. «проигрышная» позиция.

Задание #R8-2. 

 Написать программу, реализующую выигрышную стратегию для примера 2.

Задание #R8-3.

 Написать программу, реализующую выигрышную стратегию для следующей игры для двух игроков, которые ходят по очереди. Имеется плитка шоколада, состоящая из квадратиков, один из которых отравлен. Размер плитки N(M, а координаты отравленного квадратика (i,j). Игрок на очередном ходе отламывает несколько (по желанию) соседних крайних полосок с одной из четырех сторон плитки. Проигравшим считается тот игрок, у кого окажется отравленный квадратик. 

Подсказка: (пример 1 с четырьмя кучками по i-1,j-1,N-i,M-j камней)

Задание #R8-4.

 Написать программу, реализующую выигрышную стратегию для следующей игры для двух игроков, которые ходят по очереди. На столе лежат N монет, пронумерованных числами 1,…,N. Некоторые из них  лежат орлами вверх, а некоторые орлами вниз.  На очередном ходе игрок должен выбрать некоторую монету,  которая лежит орлом вниз. Пусть она имеет номер  i. Если такой монеты не нашлось (все монеты лежат орлами вверх, то игрок проигрывает). После того, как игрок  нашел такую монету, он ее переворачивает (монета будет лежать орлом вверх). После переворачивания монеты i игрок может дополнительно перевернуть еще одну из монет с таким номером j, что     j<i. При этом не важно, как лежала эта монета (орлом вниз или орлом вверх). Игрок может и не переворачивать ни одной дополнительной монеты после переворачивания монеты с номером i.

Подсказка: (пример 1 с N кучками по i камней в кучке  i, если монета в ней лежит орлом вниз)

Порядок перевычисления таблиц

 Во всех предыдущих примерах только вскользь рассматривались вопросы вычисления элементов таблиц. Как правило, эти вычисления проводились слева направо и сверху вниз, т.е. начиная с маленьких индексов и кончая большими индексами.  Иногда на практике вычисление элементов идет не регулярным образом. В этом случае используется насколько схем пересчета, которые позволяют определить момент окончания алгоритма пересчета. Первой из таких схем является идея пересчета на каждой итерации всей таблицы,  и продолжение пересчета только в том случае, если в таблице произошли изменения.

Пример 3. 

Квадратная таблица n(n заполнена неотрицательными вещественными числами. Число aij, стоящее в клетке (i,j) (i- номер строки, j-номер столбца) определяет курс обмена валюты i на валюту j. Так, например, если aij=2.5, то это значит, что за единицу валюты i дают 2.5 единиц валюты j. Если aij=0, то считается, что курс обмена валюты i на валюту j прямо не установлен. Написать программу, позволяющую определить, можно ли, имея некоторую сумму денег в одной из валют, получить большую сумму денег в той же валюте, совершив несколько обменов.

Решение.

Пусть задана матрица обменов Курс[i,j] i,j=1,...,n.

Будем вычислять матрицу лучших обменов (понятно, что имеет смысл вычислять только наилучшие обмены) по правилу 

Новый_Обмен[i,j]=max{Обмен[i,k]*Обмен[k,j], Обмен[i,j]}

где максимум берется по всем возможным значениям k=1,...,n для всех возможных пар  i,j=1,...,n. Очевидно, что на первом этапе матрица лучших курсов совпадает с матрицей обменных курсов. 

Перевычисление элементов матрицы Новый_Обмен[i,j] осуществляется до тех пор, пока в матрице происходят изменения или на диагонали появился элемент, больший 1. В последнем случае индекс диагонального элемента и определяет номер валюты, для которой возможен требуемая по условию задачи цепочка обменов. Если же изменения в матрице наилучших обменов закончились, а на диагонали нет элементов, больших 1, то требуемой цепочки обменов нет.

Задание #R8-5. 

Написать программу для решения задачи примера 1. Входные данные находятся в файле с именем R8-5.IN и имеют следующую структуру. В первой строке находится число n(n 
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 100)– размер таблицы.  В каждой из  последующих n строках находятся элементы соответствующей строки таблицы (неотрицательные вещественные числа, разделенные пробелом). В выходной файл с именем R8-5.OUT требуется вывести 'Yes' 'No' в зависимости от того, можно или нельзя найти требуемую цепочку обменов. 

Задание #R8-6. 

Форма тела задана матрицей А  размерности  M  x  N.  Элементы матрицы - натуральные числа. Элемент А ( i,j ) соответствует высоте горизонтальной квадратной площадки размера 1x1 относительно нижнего основания. Нижнее основание формы горизонтально.

     Определить объем не вытекшей воды, если тело  опускается полностью в воду, а затем поднимается.

     Пример:

                  5  3  1

        А  =   5  2  5

                  2  5  5

Ответ: 1

Комментарий:

       После подъема вода останется только во внутреннем углублении над площадкой с координатами (2,2), и ее объем равен 1.

Входные данные находятся в файле с именем R8-6.IN и имеют следующую структуру. В первой строке находится число n(n 
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 100)– размер таблицы.  В каждой из  последующих n строках находятся элементы соответствующей строки матрицы (натуральные числа, разделенные пробелом). В выходной файл с именем R8-6.OUT требуется вывести  одно число – объем оставшейся воды.

В приведенном примере перевычисление таблицы осуществлялось до тех пор, пока в ней были изменения, что и гарантировало правильность полученных результатов. Рассмотрим еще один пример, когда такая тактика обеспечивает правильность решения, в то время как достаточно правдоподобное рекуррентное соотношение приводит к ошибкам.

   Пример 4.

     Между двумя городами  расстояние равно 50 километров, причем через каждый километр имеется остановка. Между городами ходят автобусы. Плата в автобусе зависит от количества километров, которое вы желаете проехать, причет за один билет нельзя проехать более10 км. Вы знаете стоимость Ci , i=1,…,10  каждого билета для проезда  i километров. Необходимо определить минимальною стоимость билетов, купив которые, вы доберетесь с одного города в другой.

Решение. 

Сразу хочется написать рекуррентное уравнение, подобное уравнениям предыдущих уроков:

S(j)=min {S(j-i)+Ci}

где минимум берется по всем  i(j и i(10, причем S(0)=0.

Однако данное рекуррентное уравнение не учитывает одного немаловажного факта – возможно более выгодно ехать не обязательно в одну сторону, а может быть выгодней проехав какое-то количество километров вперед, затем поехать в обратную сторону, а затем снова вперед. Этот неожиданный факт приводит к тому, что уже нельзя просто вычислить таблицу S слева направо, а необходимо перевычислять ее элементы другим способом, например вычислять все элементы сразу, т.е. для вычисления элемента с номером j использовать элементы с номерами j-i ,(где i(j и i(10) и  j+i  ( i(10 и j+i (50). 

Задание #R8-7. 

Известно, что для перемножения матрицы размера n * m на матрицу размера m * k требуется n * m * k операций и в результате получается матрица размера n * k. Необходимо определить, какое минимальное число операций потребуется для перемножения s матриц A1, ..., As, заданных своими размерами n(i) * m(i). При этом можно перемножать любые две рядом стоящие матрицы. Замечание:

· n(i) – число строк в матрице Ai,

· m(i) – число столбцов в матрице Ai,

· n(i) = m(i + 1).

Другим, более эффективным способом вычисления элементов таблиц является использование специальных структур данных,  позволяющих эффективно перевычислять элементы таблицы, запоминая индексы изменившихся элементов таблиц. Более детально со структурами данных можно познакомится в разделах «Стеки»,  «Очереди» и «Списки».  
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