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Для задач предыдущих уроков были рассмотрены рекуррентные соотношения, которые сводились к поиску  возможного представления  числа в виде линейной комбинации из заданных чисел. Однако на практике  лучшему разбиению не всегда соответствует оптимальное решение.


 Пример 1 . На складе имеется 5 неделимых предметов. Для каждого предмета известна его стоимость (в рублях) и масса (в кг). Величины стоимости и массы являются натуральными числами. Ваша цель состоит в том, чтобы определить максимальную суммарную стоимость предметов, которые можно унести со склада при условии, что суммарная масса предметов не должна превышать 16 кг.


Пусть элемент Ci таблицы C соответствует стоимости i-го предмета, а элемент Mi таблицы M – массе i-го предмета. Будем считать, что предметы пронумерованы в порядке их следования в таблицах.


Пусть T обозначает функцию, значение которой соответствует решению нашей задачи. Аргументами функции является количество предметов (по этому аргументу можно определить их стоимости и массы соответствующих предметов), а также максимальная суммарная масса, которую можно унести.


Определим подзадачи T(i, j), где i обозначает количество начальных предметов, из которых можно осуществлять выбор, а j определяет максимально возможную суммарную массу уносимых предметов. Отметим, что определенный таким образом первый параметр i определяет как количество предметов для подзадачи, так и значения их стоимостей и масс, определяемых из таблиц C и M.


Определим сначала начальные значения функции T. При нулевых значениях одного из аргументов значение функции равно нулю:


T(0, 0) = 0


T(0, j) = 0 при j  1,


T(i, 0) = 0 при i  1.


Определим возможные значения функции T(i, j) при ненулевых значениях аргументов.


Решение подзадачи, соответствующей функции T(i, j) может быть сведено к двум возможностям: уносится ли при наилучшем решении предмет с номером i или нет.


Если предмет не уносится, то решение задачи с i предметами сводится к решению подзадачи с i – 1 предметами, т. е.

T(i, j) = T(i – 1, j).


Если предмет c номером i уносится, то это уменьшает максимально возможную суммарную массу для i – 1 первых предметов на величину M[i], одновременно при этом увеличивая значение решения для оставшихся предметов T(i – 1, j – M[i]) на величину C[i], т. е.

T(i, j) = T(i – 1, j – M[i]) + C[i].


При этом необходимо учитывать, что вторая ситуация возможна только тогда, когда масса i-го предмета не больше значения j.


Для получения наилучшего решения необходимо выбрать лучшую из этих двух возможностей. Поэтому рекуррентное соотношение при i  1 и j  1 имеет вид


T(i, j) = T(i – 1, j) при j < M[i] и


T(i, j) = max(T(i – 1, j), T(i – 1, j – M[i]) + C[i]) при j  M[i].


Пусть заданы следующие значения стоимости и массы для 5 предметов:


 C[1] = 5, M[1] = 4; 
 C[2] = 7, M[2] = 5;


 C[3] = 4, M[3] = 3; 
 C[4] = 9, M[4] = 7;


 C[5] = 8, M[5] = 6.


Таблица значений функции T, которую мы также назовем T, выглядит следующим образом:
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            Следовательно, решение задачи T(5, 16) = 21. Однако это не значит автоматически, что суммарная масса уносимых предметов равна 16. Действительно, T(1, 16) = 5, а соответствующая этой подзадаче суммарная масса предметов равна 4.  Рассмотренная задача является широко известной задачей о рюкзаке.

T[0, 0]: = 0

 for j:= 1 to 16 do

 T[0, j] = 0;

 for i:=1 to 5 do


 T[i, 0]: = 0

 For  i:=1 to 5 do

for j:=1 to 16 do

     if  j >= M[i] then

          T[i, j]: = max(T[i – 1, j], T[i – 1, j – M[i]] + C[i])

else

T[i, j] = T[i – 1, j]

Задание #R5-1

    Написать программу для задачи о рюкзаке, позволяющую определять набор уносимых предметов, когда заданны следующие параметры:

     N – количество имеющихся предметов;

    V -  максимально возможная суммарная масса уносимых предметов;

    C[1..N] - матрица стоимостей предметов;

    M[1..N] – матрица масс  предметов.

Задание #R5-2

В связи с эпидемией гриппа в больницу направляется A больных гриппом "А" и B больных гриппом "В". Больных гриппом "А" нельзя помещать в одну палату с больными гриппом "В". Имеется информация об общем количестве палат P в больнице, пронумерованных от 1 до P, и о распределении уже имеющихся там больных.


Написать программу, которая определяет максимальное количество больных M, которое больница в состоянии принять. При размещении новых больных не разрешается переселять уже имеющихся больных из палаты в палату.


Входные данные находятся в текстовом файле и имеют следующую структуру:

· в первой строке находится число A (целое, 0<=A<=100);

· во второй строке - число B (целое, 0<=B<=100);

· в третьей строке - число P (натуральное, P<=20);

· в каждой из последующих P строк находятся 3 числа n, a, b, разделенных пробелом, где n - вместимость палаты, a - количество уже имеющихся в палате больных гриппом "А", b - количество уже имеющихся в палате больных гриппом "В". Информация о вместимости палат вводится последовательно для палат с номерами 1, 2, ..., P. Числа n, a, b - целые неотрицательные, меньшие 100.


Выходные данные должны быть записаны в текстовый файл, и иметь следующий формат: 

· в первой строке должно находиться число M;

· если все поступившие больные размещены, то во второй строке должны находиться номера палат, разделенные пробелом, куда помещаются больные гриппом "А".

Подсказка. Решение легко сводится к случаю, когда необходимо распределять только незаполненные палаты (частично заполненные палаты дополняются соответствующими больными). Для задачу можно рассмотреть  два случая: все поступившие больные могут быть размещены или не все.

Пусть А0 – количество нераспределенных больных вирусом А, В0 - количество нераспределенных больных вирусом В, а К – общее количество мест в пустых палатах. Так как в первой ситуации все А0 больных должны быть размещены, то необходимо найти наилучший набор палат (с минимально возможной вместимостью), куда их можно разместить. Для этого  достаточно найти минимальное число Х, Х( А0, которое может быть представлено в виде суммы вместимостей некоторых пустых палат. 

Если К- В0(0, то все больные вирусом В тоже размещаются.

Для второй ситуации достаточно заметить, что в этом случае в решении не можем быть двух палат, когда одна палата частично заполнена больными вирусом А, а другая палата частично заполнена больными вирусом В.

Вычисление элементов многомерных таблиц. 

 Пример 2 .

В магазине каждый товар имеет цену. Например, цена одного цветка равна 2 рубля, а цена одной вазы равна 5 рублей. Чтобы привлечь покупателей, магазин ввел скидки.


Скидка заключается в том, чтобы продавать набор одинаковых или разных товаров по пониженной цене. Например, три цветка за 5 рублей вместо 6, если покупать цветки по отдельности, или две вазы вместе с одним цветком за 10 рублей вместо 12 если покупать все по отдельности. 

Сформулируем задачу в более общем виде. Пусть имеется М наборов, для которых действует система скидок. Каждый набор j, j=1,…M, характеризуется  стоимостью Вj  и соответствующим количеством товара в наборе (j1,j2,j3,j4,j5). Покупка определяется набором Р=(р1,р2,р3,р4,р5), где значение pi ,i=1,…,5 задает, сколько единиц товара должно находиться в корзине (1<= pi <=5). Оптимальное решение должно быть получено посредством скидок. Набор товаров, который требуется купить, нельзя дополнять ничем, даже если бы это снизило общую стоимость набора.


Напишите программу, вычисляющую наименьшую цену, которую покупатель должен заплатить за заданную покупку. 

Решение. Обратите внимание, что общее количество товаров в корзине может быть не более 5*5 = 25 единиц. Поэтому можно рассмотреть функцию С(i1,i2,i3,i4,i5), 0(i1,i2,i3,i4,i5(5, и вычислить для нее наилучшие решения. Понятно, что С(0,0,0,0,0) равно 0. Вначале полагаем, что все остальные значения  - достаточно большие числа (например,  максимальная стоимость товара, умноженная на 25). Значения этих чисел должны обладать тем свойством, что их значения должны быть больше оптимального решения. После того, как начальные значения С определены, необходимо последовательно вычислить значения функции, используя для этого все возможные скидки. Поэтому, если имеется  М наборов со стоимостью Вj  и соответствующим количеством товара в наборе (j1,j2,j3,j4,j5), то 

С(i1,i2,i3,i4,i5)=min{ С(i1- j1,i2- j2,i3- j3,i4- j4,i5- j5)+ Вj },
где минимум берется по всем наборам, для которых величины 

i1- j1,i2- j2,i3- j3,i4- j4,i5- j5  - неотрицательные числа.

Задание #R5-3

Во вpемя тpансляции концеpта 'Стаpые песни о главном-3' предприниматель К. решил сделать бизнес на производстве кассет. Он имеет M кассет с длительностью звучания D каждая и хочет записать на них максимальное число песен. Эти песни (их общее количество N) передаются в порядке 1,2,...,N и имеют заранее известные ему длительности звучания L(1), L(2), ..., L(N). Предприниматель может выполнять одно из следующих действий:

· Записать очередную песню на кассету (если она туда помещается) или пропустить ее:

· Если песня на кассету не помещается, то можно пропустить песню или начать ее записывать на новую кассету. При этом старая кассета откладывается и туда уже ничего не может быть записано.


Определить максимальное количество песен, которые предприниматель может записать на кассеты. 

Входные данные находятся в текстовом файле с именем R5-3.IN и имеют следующий формат:

Первая строка: M     ((20);

Вторая строка: D      ((30);

Третья строка: N      ((20);

Четвертая строка:  L(1)  L(2) ... L(N)

Входные параметры - натуральные числа.

Выходные данные необходимо записать в файл R5-3.OUT, который в первой строке содержит найденное количество песен.

Задание #R5-4
В связи с открытием олимпиады по информатике N человек (N<=10) решили устроить вечеринку. Для проведения вечеринки достаточно купить MF бутылок фанты, MВ  бананов и MC тортов. Требуется определить минимальный взнос участника вечеринки.

При покупке определенных наборов товара действует правила оптовой торговли: стоимость набора товара может отличаться от суммарной стоимости отдельных частей.

Написать программу, которая по входным данным определяет минимальный взнос участника вечеринки.

Входные данные находятся в текстовом файле с именем R5-3.IN и имеют следующий формат:

- в первой строке находятся числа N (количество человек, <=10) и M (количество возможных наборов, <=100000);

- в каждой из следующих M строк находятся 4 числа: F,B,C,S где F,B,C - количество бутылок фанты, штук бананов и тортов в наборе (0<=F,B, C<=1000), а S - стоимость  набора (s<=100000).

- в последней строке находятся числа MF, MB и MC (MF, MB, MF <=9).

Выходные данные должны находится в текстовом файле с именем 

R5-4.OUT и содержать число V - минимальный взнос участника.

