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25 березня 2010 р.

1 “Вiдстань мiж числами” (Ярослав Твердохлiб).

Числа a, b, c мають тип string?

З питань учасникiв

Зведення до однакової довжини Виберемо найдовше серед чисел A, B та C. Якщо одне або два числа мають
меншу довжину нiж третє, доповнимо їх ведучими нулями так, щоб усi 3 числа стали однакової довжини.

Видалення однакових перших цифр Поки першi цифри у A та B спiвпадають, видалятимемо їх разом з першою
цифрою C, запам’ятовуючи цi цифри для вiдтворення вiдповiдi. Ми можемо це зробити не змiнюючи вiдповiдi, тому
що у всякому разi на вiдповiдних позицiях у X та Y цифри визначаються однозначно.

Пошук числа X Вважатимемо що A, B та C мають однакову довжину, а також першi цифри у A та B не спiвпа-
дають. Окремо розглянемо випадки X = A та X = B. Виберемо першу цифру числа X . Маємо такi 3 випадки:

1. Ця цифра спiвпадає з першою цифрою числа A. У такому випадку, якими б не були наступнi цифри числа X ,
воно буде строго меншим за B. Отже, нам треба вибрати їх так, щоб X було бiльшим за A. Отже, декiлька
перших цифр A та X спiвпадають, наступна цифра має бути строго бiльшою за вiдповiдну цифру числа A, а
решта цифр може бути обрана довiльним чином. Оскiльки ми шукаємо число з найменшою вiдстанню до C, то
решту цифр вигiдно обрати таким чином, щоб вони спiвпадали з вiдповiдними їм цифрами числа C.

2. Ця цифра бiльша першої цифри числа A та менша першої цифри числа B. У такому випадку iншi цифри можуть
бути обранi довiльним чином.

3. Ця цифра спiвпадає з першою цифрою числа B. У такому випадку, якими б не були наступнi цифри числа X ,
воно буде строго бiльшим за A. Отже, нам треба вибрати їх так, щоб X було меншим за B. Отже, декiлька
перших цифр B та X спiвпадають, наступна цифра має бути строго меншою за вiдповiдну цифру числа B, а
решта цифр може бути обрана довiльним чином.

Алгоритм пошуку X Отже, маємо такий алгоритм:

• Доповнимо деякi з чисел A, B та C ведучими нулями так, щоб усi вони стали однакової довжини.

• Видалятимемо першi цифри з усiх трьох чисел, до тих пiр поки першi цифри чисел A та B не стануть рiзними.

• Переберемо кiлькiсть перших цифр числа X , якi спiвпадатимуть з вiдповiдними цифрами числа A. Наступну
цифру (якщо така є) виберемо якомога ближчою до вiдповiдної цифри числа C, але так, щоб вона була строго
бiльшою вiдповiдної цифри числа A. Якщо таких цифр декiлька, виберемо найменшу. Решту цифр виберемо
рiвними вiдповiдним цифрам числа C. Якщо отримане число ближче до C, нiж вже знайдене або воно має таку
саме вiдстань до C i водночас воно менше, нiж вже знайдене, то замiнимо знайдений X на дане число.

• Переберемо кiлькiсть перших цифр числа X , якi спiвпадають з вiдповiдними цифрами числа B. Наступну цифру
(якщо така є) виберемо якомога ближчою до вiдповiдної цифри числа C, але так, щоб вона була строго меншою
вiдповiдної цифри числа B. Якщо таких цифр декiлька, виберемо найменшу. Решту цифр виберемо рiвними
вiдповiдним цифрам числа C. Якщо отримане число ближче до C, нiж вже знайдене або воно має таку саме
вiдстань до C i водночас воно менше, нiж вже знайдене, то замiнимо знайдений X на дане число.
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Окремо треба вiдмiтити, що при виборi першої цифри потрiбно враховувати, що вона повинна одночасно не пере-
вищувати першу цифру числа B i не бути меншою за першу цифру числа A.

Пошук числа Y Пошук числа Y повнiстю аналогiчний пошуку числа X , за виключенням того, що коли потрiбно
вибрати декiлька останнiх цифр числа Y нам треба максимiзувати їх сумарну вiдстань до вiдповiдних цифр числа C.
Очевидно, що для кожної цифри найвiддаленiшою вiд неї буде або цифра 0 або цифра 9.

Алгоритм пошуку Y Отже, маємо такий алгоритм:

• Доповнимо деякi з чисел A, B та C ведучими нулями так, щоб усi вони стали однакової довжини.

• Видалятимемо першi цифри з усiх трьох чисел, доки першi цифри чисел A та B не стануть рiзними.

• Переберемо кiлькiсть перших цифр числа Y , якi спiвпадають з вiдповiдними цифрами числа A. Наступну цифру
(якщо така є) виберемо якомога бiльше вiддаленою вiд вiдповiдної цифри числа C, але так, щоб вона була строго
бiльшою вiдповiдної цифри числа A. Якщо таких цифр декiлька, виберемо найбiльшу. Решту цифр виберемо
таким чином, щоб вони були якомога бiльше вiддаленi вiд вiдповiдних цифр числа C. Якщо отримане число
ближче до C нiж вже знайдене або воно має таку саме вiдстань до C i водночас воно бiльше, нiж вже знайдене,
то замiнимо знайдений Y на дане число.

• Переберемо кiлькiсть перших цифр числа Y , якi спiвпадають з вiдповiдними цифрами числа B. Наступну цифру
(якщо така є) виберемо якомога бiльше вiддаленою вiд вiдповiдної цифри числа C, але так, щоб вона була строго
меншою вiдповiдної цифри числа B. Якщо таких цифр декiлька, виберемо найбiльшу. Решту цифр виберемо
таким чином, щоб вони були якомога бiльше вiддаленi вiд вiдповiдних цифр числа C. Якщо отримане число
ближче до C нiж вже знайдене або воно має таку саме вiдстань до C i водночас воно бiльше, нiж вже знайдене,
то замiнимо знайдений Y на дане число.

Окремо треба вiдмiтити, що при виборi першої цифри потрiбно враховувати, що вона повинна одночасно не пере-
вищувати першу цифру числа B i не бути меншою за першу цифру числа A.

2 “Криза” (Шамiль Ягiяєв, Данiїл Нейтер).

Чи може бути таке що вартiсть
одного галакта чи олiмпа
дорiвнює нулю?(роздають за
дякую)

З питань учасникiв

Формалiзацiя задачi i загальна iдея розв’язку. Позначимо ui кiлькiсть олiмпiв, за яку можна купити один
галакт, li – кiлькiсть олiмпiв за яку можна продати один галакт. Пiд оптимальною послiдовнiстю операцiй будемо
розумiти таку послiдовнiсть операцiй купiвлi на продажу галактiв, яка максимiзує суму грошей наприкiнцi кризи.

Ключем до iдеї розв’язку задачi є таке твердження:

Твердження 1. Iснує оптимальна послiдовнiсть купiвлi-продажу галактiв, для якої виконується умова «локальної

жадiбностi»: в кожен день або купляється максимально можлива кiлькiсть галактiв, або продаються всi наявнi

галакти, або не виконується нiяких операцiй.

Доведення. Припустимо, що iснує оптимальна послiдовнiсть операцiй, в якiй порушується умова «локальної жадiбно-
стi». I припустимо, що вперше ця умова порушується у день i. Покажемо, що цю послiдовнiсть можна модифiкувати
так, що умова «локальної жадiбностi» буде виконуватися для днiв 1..i включно, а кiнцева сума не зменшиться.

Припустимо, що в i-й день вiдбувалася купiвля галактiв, але було куплено менше, нiж максимально можлива
кiлькiсть. Тодi:

1. Iснує день j такий, що ui < lj , j > i, lk ≤ ui, для всiх i < k < j. Якщо це було б не так, то вiдмовившись вiд
купiвлi галактiв в i-й день, ми б отримали не гiршу послiдовнiсть.

2. Iснує день k такий, що uk < ui, i < k < j. Якщо такого дня не iснує, то максимiзувавши кiлькiсть галактiв, що
купляються i-го дня ми отримаємо не гiршу послiдовнiсть.
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3. Виходячи з пунктiв 1 i 2, можна зробити висновок, що розглядану послiдовнiсть можна покращити, якщо вiд-
мовитися вiд купiвлi галактiв i-го, а замiсть цього купити ту саму кiлькiсть галактiв k-го дня.

Аналогiчно, якщо в i-й день вiдбувся продаж галактiв, але були проданi не всi наявнi галакти, то:

1. Iснує день j такий, що li < lj , j > i, lk ≤ li, для всiх i < k < j. Якщо це не так, то продавши всi наявнi галакти
на i-й день, ми отримаємо не гiршу послiдовнiсть.

2. Iснує день k такий, що uk < li, i < k < j. Якщо це не так, то при переносi продажу галактiв з дня i на день j, ми
отримаємо не гiршу послiдовнiсть.

3. Виходячи з пунктiв 1 i 2, поточну послiдовнiсть можна покращити, якщо продати залишок галактiв у день i, а
потiм купити таку саму кiлькiсть галактiв у день k.

В кожному з випадкiв ми можемо модифiкувати розглядану послiдовнiсть таким чином, що кiнцева сума не змен-
шиться, а у i-й день буде виконуватися умова «локальної жадiбностi». Повторюючи мiркування скiнченну кiлькiсть
разiв, прийдемо до оптимальної послiдовностi, для якої виконується правило “локальної жадiбностi”.

Твердження 2. В оптимальнiй послiдовностi операцiї купiвлi та продажу галактiв повиннi чергуватися.

Доведення. Очевидне.

Перебiрний розв’язок. Найпростiший розв’язок, що спадає на думку: за допомогою перебору з поверненням пере-
брати всi можливi послiдовностi операцiй i вибрати ту, яка дає найбiльшу суму. Виходячи з доведеного вище твердже-
ння, для кожного дня треба розглянути 3 альтернативи: в цей день вiдбувається купiвля галактiв, продаж галактiв,
або не вiдбувається нiяких операцiй. Враховуючи твердження 2, для кожного дня достатньо перевiряти лише 2 аль-
тернативи: вiдбувається чергова операцiй (тип операцiї буде однозначно визначатися кiлькiстю операцiй, зроблених
до цього), або не вiдбувається нiяких дiй.

Складнiсть алгоритму O(2N ).

Розв’язок за допомогою динамiчного програмування. Введемо до розгляду функцiю f(i) — максимальну
кiлькiсть олiмпiв, яку може мати наприкiнцi i-го дня Петро. Для для зручностi означимо f(0) = S. Тодi вiдповiдь до
задачi буде f(N).

Для пiдрахунку f(i) використаємо динамiчне програмування. Припустимо, що j — останнiй день день продажу

галактiв (0 ≤ j < i). Тодi станом на кiнець i-го дня Петро матиме g(j, i) = max{f(j), [ f(j)
min{uk:j<k<i} ] · li} олiмпiв: вiн

або взагалi не робитиме нiяких операцiй, або купить галакти за найменшою на промiжку цiною, а потiм продасть їх
в день i. Перебираючи можливi значення j - останнього дня покупки, отримаємо: f(i) = max{g(j, i) : 0 ≤ j < i}.

За отриманими вище спiввiдношеннями можна пiдрахувати f(i) для всiх i вiд 1 до N за час O(N2).

Ефективний розв’язок. Покажемо, як можна розв’язати задачу за час O(N) за допомогою жадiбного алгоритму.
Будемо називати точками продажу такi днi, коли є сенс продавати всi наявнi галакти, якщо вони є. Вiдповiдно

точками купiвлi будемо називати днi, коли є сенс купляти максимально доступну кiлькiсть галактiв. Будемо позначати
через next(i) першу точку продажу починаючи з дня i.

Будемо шукати точки продажу починаючи с кiнця. Введемо до розгляду також величину ci, яку будемо обчислю-
вати наступним чином:

ci =

{

li якщо день i — точка продажу

min{ui, ci+1} в протилежному випадку

Величина ci вiдображає мiнiмальну цiну, за якою можна купити галакти в днi i..next(i) − 1. Якщо в якiйсь момент
ci = lnext(i), то купувати галакти на промiжку i..next(i) − 1 не вигiдно взагалi.

Твердження 3. День i — точка продажу тодi i тiльки тодi, коли або i = N , або li > ci+1.

Доведення. i = N завжди є точкою продажу, бо за умовою на кiнець кризи всi грошi повиннi бути переведенi в олiмпи.
Надалi припустимо , що i < N .

Припустимо, що li > ci+1 i покажемо, що i — точка продажу. Наступна пiсля i точка продажу буде j = next(i +1).
З умови li > ci+1 слiдує, що

• або li > lj , а отже вигiднiше продати всi наявнi галакти в день i, нiж продати їх у наступнiй точцi продажу;
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• або iснує такий день k, що i < k < j, uk < li. В такому випадку вигiднiше продати всi галакти у день i, а потiм
купити максимально можливу кiлькiсть галактiв у день k, нiж не продавати галакти в день i взагалi.

В обох випадках виходить, що в день i вигiдно продавати всi наявнi галакти, тобто i — точка продажу.
Припустимо тепер, що li ≤ ci+1. Звiдси слiдує, що, по перше, li ≤ lj , а, по друге не iснує такого дня k, щоб i < k < j

i uk < li. Тобто, якщо продати галакти в день i, то Петро отримає менше олiмпiв, нiж якщо продати галакти в день j,
а крiм того якщо продати галакти в день i, то не буде можливостi вигiдно купити галакти до настання дня j. Отже,
в день i немає сенсу нiчого продавати. Тобто i — не є точка продажу.

Твердження 4. День i — точка покупки тодi i тiльки тодi, коли i не є точкою продажу i ci = ui.

Доведення. Очевидно, що якщо i — точка продажу, то немає сенсу купляти галакти в день i, i навпаки. Припустимо
надалi, що i — не є точкою продажу.

Припустимо, що ci = ui. Тодi, по-перше, ui ≤ lnext(i), а, по-друге, ui ≤ uk для всiх i < k < next(i). Значить, якщо
купити галакти в день i, то їх можна буде потiм продати як мiнiмум без втрат. I крiм того не має можливостi купити
галакти дешевше до настання наступної точки продажу. Отже, є сенс купувати максимально можливу кiлькiсть
галактiв у день i, тобто i — точка покупки.

Припустимо тепер, що ci < ui (бо за означенням ci ≥ ui). Тодi або ui > lnext(i), або iснує k: i < k < next(i),
ui > uk ≤ lnext(i). В першому випадку якщо купити галакти, їх потiм неможливо буде продати без втрат. В другому
випадку вигiднiше купити галакти в день k, анiж в день i. В обох випадках купувати галакти в день i не вигiдно,
тобто i не є точкою покупки.

Керуючись наведеними вище твердженнями можна розв’язати задачу за час O(N). Для цього спочатку, почина-
ючи з останнього дня розраховуються величина ci та положення точок продажу. Враховуючи, що положення точок
купiвлi за допомогою твердження 4 однозначно встановлюється за величиною ci та положенням точок продажу, отри-
муємо оптимальну послiдовнiсть операцiй. Залишається лише виконати цю послiдовнiсть операцiй i пiдрахувати суму
наприкiнцi кризи.

3 “Пари точок” (Тарас Галковський, Богдан Рубльов).

Вiдрiзкiв може бути менше нiж
N?

З питань учасникiв

Доведемо iснування такого паросполучення.

Рис. 1:

Лема 1. Множини точок потужностi N завжди можна сполучити N вiдрiзками, такими що кожен вiдрiзок

з’єднує вершину першої i другої множини; при цьому жоднi два вiдрiзка не перетинаються.

Неконструктивне доведення

Доведення. Паросполучення мiнiмальної загальної довжини, очевидно, не має перетинiв. Якщо припустити, що в
такому паросполученнi iснує перетин, то можна обмiняти сполучення пар вершин, вiдрiзки яких перетинаються, i
отримати паросполучення меншої довжини.
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Рис. 2:

Конструктивне доведення

Доведення. Помiтимо, що побудувавши опуклу оболонку множини точок, ребра оболонки, фактично, не перетинаю-
ться мiж собою; крiм того, всi можливi вiдрiзки мiж вершинами, що лежать всерединi опуклої оболонки не можуть
перетнути ребра опуклої оболонки. Спробуємо використати цю властивiсть для розв’язання задачi. Проаналiзуємо
наступний алгоритм:

• Побудуємо опуклу оболонку всiх точок (з обох множин)

• Оберемо довiльне рiзнокольорове ребро з побудованої оболонки

• Додамо обране ребро до паросполучення, та видаляємо двi вершини, що з’єднанi ним

• Повторюємо, поки є вершини.

Згiдно наведеної властивостi, слiдує що цей алгоритм не може утворити перетини серед вiдрiзкiв, якi вiн сполучає.
Однак, необхiдно довести що цей алгоритм може з’єднати всi вершини. Тобто перевiрити, чи завжди на оболонцi
iснуватиме рiзнокольорове ребро. Нескладно переконатися, що таке ребро iснуватиме на оболонцi не завжди.

Рис. 3:

У такому випадку ми можемо модифiкувати задачу, i продовжити розв’язання наведеним вище алгоритмом: на
такому кроцi можливо роздiлити задачу на двi незалежнi пiдзадачi. Знайдемо вертикальну пряму таку, що лiворуч вiд
неї буде лежати однакова кiлькiсть синiх та червоних точок (очевидно, в такому випадку праворуч кiлькостi вершин
також будуть спiвпадати). Розв’яжемо отриманi пiдзадачi рекурсивно. Розв’язки при цьому незалежнi, оскiльки не
може в таких пiдзадачах виникнути вiдрiзка, що перетне обрану роздiляючу вертикальну пряму. Пiсля роздiлення на
пiдзадачi ми або отримаємо рiзнокольоровi ребра в пiдзадачах, або знову прийдеться повторити роздiлення, але для
задач меншої розмiрностi. З цього слiдує, що алгоритм завершує роботу за скiнчену кiлькiсть крокiв.

Твердження. Вертикальна пряма, що роздiлює задачу на пiдзадачi завжди iснує, за умови, що на оболонцi немає

рiзнокольорового ребра.

Доведення. Це можна довести конструктивно, призначивши кожнiй синiй вершинi вагу +1, а кожнiй червонiй вершинi
-1. Почнемо замiтати площину вертикальною прямою, пiдраховуючи при цьому суму ваг у вершинах, що замiтаються.
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Оскiльки на оболонцi не iснує рiзнокольорових ребер, опукла оболонка утворена вершинами одного кольору (без обме-
ження загальностi, синього); з цього слiдує, що крайня лiва i крайня права точки, що будуть заметенi мають вагу +1.
Отже, в крайнiй лiвiй точцi значення такої функцiї (сумарна заметена вага) рiвна +1, а у момент перед потраплянням
в крайню праву точку -1. З наслiдку теореми Кошi про середнi значення, така функцiя приймає значення нуль в
певнiй точцi посеред промiжку, що доводить iснування шуканої роздiляючої вертикальної прямої. Описане доведення
також i є способом пошуку такої роздiляючої прямої - замiтаючи i обчислюючи значення функцiї сумарної ваги ми
зупинимося в точцi, в якiй значення функцiї буде рiвним нулю.

Реалiзацiя Описаний алгоритм можна реалiзувати наприклад таким чином: на кожному кроцi будуємо опуклу
оболонку методом загортання кута (Graham scan) O(N log N). Якщо рiзнокольорового ребра не iснує, нам необхiдно
роздiлити множину точок на пiдзадачi. Для цього ми скористаємося алгоритмом описаним у вiдповiдному твердженнi,
який працює за час O(N log N) — необхiдне сортування точок за координатою X . Зауважимо, що таке сортування
можна здiйснити лише один раз при зчитуваннi даних. Оскiльки маємо рiвно N крокiв, за кiлькiстю пар вершин, якi
необхiдно сполучити вiдрiзком, загальна складнiсть описаного алгоритму O(N2 log N).

Прискорити алгоритм можна, якщо скористатися iншим методом побудови опуклої оболонки. А саме замiсть по-
будови всiєї опуклої оболонки методом загортання, можемо окремо побудувати верхнiй та нижнiй ланцюг опуклої
оболонки (Andrew’s algorithm). Це тим бiльш зручно, оскiльки точки з самого початку вiдсортованi за координатою
X для кроку роздiлення. В такому випадку, складнiсть кожного кроку O(N), а отже загальна складнiсть O(N2).

Зауважимо, що iснують алгоритми, що дозволяють пiдтримувати опуклу оболонку множини точок при дозволених
операцiях видалення точок з множини. Деякi з них базуються на методi верхнiх та нижнiх ланцюгiв, i мають скла-
днiсть O(N log N), по O(log N) на кожне видалення. Застосування цього алгоритму, однак, не пришвидчить загальну
складнiсть розв’язку, оскiльки в запропонованому розв’язку пошук роздiляючої прямої здiйснюється за лiнiйний час
на кожному кроцi. Науковцями описаний алгоритм, який дозволяє шукати таку пряму за час O(log N), таким чи-
ном дозволивши знизити оцiнку всього розв’язку до O(N log N). Журi пропонує учасникам олiмпiади розiбратися зi
згаданими алгоритмами у якостi вправи.
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