
Iдеї розв’язкiв задач першого туру

23 березня 2010 р.

1 “Многочлен” (Андрiй Коротков).

Ефективний розв’язок. Будь-який многочлен степенi k, розкривши дужки та звiвши
подiбнi доданки, можна привести до вигляду a0x

k + a1x
k−1 + · · · + an−1x + an, де ai –

коефiцiєнти. Шукана сума рiвна значенню многочлена при x = 1, що можна пiдставити у
початковий вигляд многочленна, оскiльки перетворення рiвносильнi.

Вiдповiдь буде рiвна (1 + 2 + 3 + · · · + n2)n = (n2(n2+1)
2 )n. Складнiсть алгоритму – O(n)

або O(n2), якщо суму обчислювати циклом.
При правильнiй реалiзацiї розв’язок набирає 100% балiв.

Ручне розкриття дужок. Бiльш-менш зручно, на думку автора, це можна зробити при
n ≤ 4. Через велику кiлькiсть доданкiв при бiльших значеннях n це практично важко.

При правильному обчисленнi вказаних значень можна одержати 15% балiв.

Безпосереднє перемноження многочленiв. При перемноженнi многочленiв степенiв
a та b результуючий многочлен буде мати степiнь a + b. При обчисленнi в циклi це займе

n4 + 2n4 + 3n4 + · · · + (n − 1)n4 = n5(n+1)
2 = O(n6) операцiй. Автору не вiдомо, чи iсну-

ють бiльш оптимальнi способи обчислення, що використовують звичайний метод множе-
ння многочленiв. Слiд лише зазначити, що пiднесення до степеню логарифмiчним ал-
горитмом не дасть покращення асимптотики, приклад наведено для степенi двiйки 2m:
n4 +22n4 +42n4 +22k−2n4 = 22k−1

22−1 n4 = n2−1
3 n4 = O(n6). Результуючий многочлен буде мати

степiнь n(n2 − 1), що менше за n3. Затрати по пам’ятi будуть O(n3).
При правильнiй реалiзацiї i здачi без додаткових оптимiзацiй набирає 35% балiв.

Генерацiя масиву констант. Описаний вище розв’язок можна використати для генера-
цiї масиву констант.

При правильному знаходженнi можливих констант, з урахування обмеженої тривалостi
олiмпiади, розв’язок набирає 65% балiв.

Зауваження. Iснують бiльш швидкi методи множення многочленiв, наприклад, такi як
метод Карацуби та метод Фур’є. Останнiй дає змогу перемножити два многочлени степеня
n за кiлькiсть операцiй O(n log n).

2 “Мутацiя” (Ярослав Твердохлiб).

Формалiзацiя задачi i загальна iдея розв’язку. Нехай A – базова послiдовнiсть ге-
ному пiддослiдного органiзму, B – базова послiдовнiсть геному цiльового органiзму. N –
довжина геномiв обох органiзмiв. Pi – кiлькiсть генiв, якi будуть змiненi на i-му етапi.
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Ключовою фразою в умовi є «Вченi можуть обирати, якi саме гени змiнювати». Це
означає, що нам не важливi самi геноми пiддослiдного i цiльового органiзмiв, а важлива
лише кiлькiсть генiв, у яких вони рiзняться.

Розв’язок задачi складається з двох етапiв:

1. Знайти кiлькiсть генiв, у яких рiзняться геноми пiддослiдного i цiльового органiзмiв
(назвемо її K).

2. Знайти найменшу кiлькiсть етапiв, за яку можна отримати з геному що збiгається з
початковим, геном що вiдрiзняється вiд нього у K генах.

Можливi варiанти реалiзацiї першого етапу. Очевидна реалiзацiя першого етапу
алгоритму має часову складнiсть O(N), що є недостатньо ефективним для розв’язку задачi.
Також iснує бiльш швидкий алгоритм, який має часову складнiсть O(LCM(|A|, |B|)), де
LCM — найменше спiльне кратне. Оптимальний алгоритм має часову складнiсть O(|A| +
|B|). Тут |A| — довжина рядка A, |B| — довжина рядка B.

Очевидний алгоритм. Тут i надалi будемо вважати, що геноми представляють собою
рядки довжини N , якi складаються з символiв 0 та 1. Перший геном позначимо S, а дру-
гий — F .

Очевидно, що Si = Ai mod |A|. Тут Si позначає символ рядку S з номером i, якщо ну-
мерацiя починається з нуля; mod — звичайна операцiя знаходження остачi вiд дiлення.
Аналогiчно, Fi = Bi mod |B|. Таким чином, можна послiдовно знаходити Si та Fi, i якщо
вони рiзняться, то збiльшувати K на 1.

Часова складнiсть такого алгоритму O(N), просторова — O(1).

Трохи швидший алгоритм. Повнiстю повторимо попереднiй алгоритм за виключен-
ням того, що згенеруємо S та F не до кiнця, а до позицiї LCM(|A|, |B|). Нехай знайде-
на кiлькiсть рiзних символiв рiвна T . Далi рядки S та F почнуть повторюватись, отже
K = T · N/LCM(|A|, |B|).

Часова складнiсть такого алгоритму O(LCM(|A|, |B|)), просторова– O(1).

Ефективний алгоритм Для визначеностi припустимо, що |A| ≥ |B| i N =LCM(|A|, |B|).
Розглянемо символ Bi. При багаторазовому повтореннi рядку B символ Bi буде опи-
нятись на позицiях F0, F|B|, F2|B|, i т. д. у рядку F . Усього таких позицiй буде рiвно
N/|B| = (|A| · |B|)/(GCD(|A|, |B|) · |B|) = |A|/GCD(|A|, |B|), де GCD — найбiльший спiльний
дiльник. Нехай Ri — набiр усiх iндексiв, на яких опиниться елемент Bi у рядку F . Li —
набiр вiдповiдних їм iндексiв елементiв A, якi вiдповiдають iндексам з Ri.

Лема 1. Усi елементи з Ri мають однакову остачу вiд дiлення на G =GCD(|A|, |B|).

Доведення. Очевидно, що вони мають однакову остачу вiд дiлення на |B|. Але |B| дiлиться
нацiло на G. Кожний елемент набору R може бути записаний у виглядi i + tB, де t — цiле.
Звiдси випливає, що усi елементи R мають таку саму остачу вiд дiлення на G, як i i.

Лема 2. Якщо x ≡ y (mod G), то i x mod |A| ≡ y mod |A| (mod G).

Доведення. a mod b означає вiднiмання вiд a b доти, доки a не стане менше b. Запишемо x ≡
y (mod G) i будемо вiднiмати вiд лiвої частини |A| доти, доки вона не стане меншою за |A|.
Повторимо те саме з правою частиною. Очевидно, що така операцiя не змiнить рiвнiсть,
тому що |A| дiлиться нацiло на G. Тодi рiвнiсть набуде вигляду x mod |A| ≡ y mod |A| (mod
G).
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Лема 3. Набiр Li мiстить |A|/GCD(|A|, |B|) рiзних елементiв, причому усi елементи
мають однакову остачу вiд дiлення на GCD(|A|, |B|).

Доведення. Ми довели, що усi елементи з Li мають однаковi остачi вiд дiлення на G. За-
лишилося довести, що усi вони рiзнi. Якщо якiсь два елементи з L рiвнi, то iснують такi
a1 i a2 з R, для яких виконується a1 ≡ a2 (mod A) та у цей же час a1 ≡ a2 (mod B). З
цього випливає, що a1 ≡ a2 (mod LCM(A,B)), але це неможливо, тому що N =LCM(A,B),
a1 6= a2, a1 < N та a2 < N .

Отже, для пошуку K нам треба B0 порiвняти з усiма Ax, x ∈ L0, B1 порiвняти з усiма

Ax, x ∈ L1 i т. д. Iнакше кажучи, K =
∑|B|−1

0 Ci, де Ci рiвне кiлькостi одиниць серед
Ax, x ∈ Li, якщо Bi рiвне 0 i кiлькостi нулiв серед Ax, x ∈ Li, якщо Bi рiвне 1. Очевидно,
що кiлькiсть нулiв рiвна |A|/G мiнус кiлькiсть одиниць. Знайти кiлькiсть одиниць у кожнiй
з таких множин можна за допомогою одного лiнiйного проходу по A iз запам’ятовуванням
кiлькостi одиниць для усiх остач iндексiв вiд дiлення на G. Таким чином ми отримали
алгоритм зi складнiстю роботи O(|A| + |B|).

Можливi варiанти реалiзацiї другого етапу. Перед початком експерименту маємо
рядок, який вiдрiзняється вiд S у 0 символах. Пiсля першого етапу ми можемо змiнити
довiльнi P1 символiв, отримавши при цьому рядок, який вiдрiзняється вiд S у P1 символах.
Подивимось, що буде на наступному етапi. Ми можемо вибрати P2 символiв, якi не було
змiнено на першому кроцi, тодi загалом за 2 етапи буде змiнено P1 + P2 символiв. Замiсть
того щоб вибрати P2 ще не змiнених символiв, можна вибрати i змiнити P2 − 1 не змiнений
символ, тодi загалом буде змiнено P1 + P2 − 2 символи. Таким чином, пiсля двох етапiв
ми можемо отримати рядок, що вiдрiзняється вiд S у |P2 − P1| символах або |P2 − P1| + 2
символах i так далi до P2 + P1 символiв. Будемо казати, що пiсля кроку з номером 2 ми
можемо отримати рядок, який вiдрiзняється вiд S у будь-якiй кiлькостi символiв, що лежить
на промiжку вiд |P1 − P2| до P1 + P2 i має таку саму парнiсть, як i кiнцi цього промiжку.
Якщо P1 + P2 перевищує N , то замiсть цього виберемо найбiльше число, яке не перевищує
N i має таку саму парнiсть, як i P1

Лема 4. Нехай пiсля h − 1 етапiв ми можемо отримати рядок, який вiдрiзняється у
будь-якiй кiлькостi символiв, що лежить промiжку вiд l до r i має таку саму парнiсть,
як i кiнцi (якi є одної парностi), тодi пiсля наступного етапу ми зможемо отримати
рядок, який вiдрiзняється вiд S у будь-якiй кiлькостi символiв, яка лежить на промiжку
вiд |l0 − Ph| до r + Ph i матиме таку саму парнiсть, як i кiнцi промiжку. Тут l0 — число
з промiжку вiд l до r, яке має таку саму парнiсть, як i кiнцi i таке, що |l0 − Ph| —
мiнiмальне. Якщо r + Ph перевищує N , то замiсть цього виберемо найбiльше число, яке
не перевищує N i має таку саму парнiсть, як i r + Ph.

Доведення. За припущенням усi можливi кiлькостi символiв, у яких рядки вiдрiзняються
пiсля h − 1 кроку мають однакову парнiсть. Розглянемо якийсь рядок, який вiдрiзняється
вiд S у Q символах, l ≤ Q ≤ r. З нього ми можемо отримати рядок, що вiдрiзняється
вiд S у |Q − Ph| символах, наклавши змiнюванi Ph символiв на якомога бiльшу кiлькiсть
з Q символiв, у яких рядки вiдрiзнялись. Аналогiчно ми можемо отримати рядок, який
вiдрiзняється вiд S у будь-якiй кiлькостi символiв, яка лежить на промiжку вiд |Q−Ph| до
Q + Ph символiв. Якщо замiсть Q брати послiдовно усi можливi кiлькостi, отриманi пiсля
h − 1 кроку, застосовуючи тi самi мiркування, можна отримати будь-яку кiлькiсть, яка
лежить на промiжку вiд |l0 − Ph| до r + Ph.

Таким чином, знаючи кiлькiсть символiв, у яких рядки вiдрiзняються пiсля h крокiв
(зберiгаючи цю кiлькiсть у виглядi iнтервалу), можна отримати кiлькiсть символiв на кроцi
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h + 1. Перший раз коли K потрапить у потрiбний iнтервал i матиме парнiсть таку саму, як
i кiнець iнтервалу i буде потрiбним етапом.

3 “Музей” (Данiїл Нейтер).

Формалiзацiя задачi i загальна iдея розв’язку. З умови задачi слiдує, що музей
являє собою зв’язний граф G = (V,E) з одним циклом. Позначимо множину вершин гра-
фа (залiв музею) через V = {v1, v2, . . . , vN}, а множину ребер (коридорiв) – через E =
{{u1, v1}, {u2, v2}, . . . , {uN , vN}}. Єдиний цикл в графi G позначимо через vi1 , vi2 , . . . , vik .

Також позначимо через G\{v} граф, що утворюється з графа G вилученням вершини v
i всiх сумiжних з нею ребер.

План патрулювання задається перестановкою a1, a2, . . . , an чисел вiд 1 до n такою, що
або ai = i, або {i, ai} ∈ E.

Вiдомо, що кожну перестановку можна розкласти у множину циклiв. Розглянемо 3 мо-
жливих варiанти циклiв:

1. ai = i. Охоронець стоїть на мiсцi.

2. ai = j, aj = i. Тодi необхiдно, щоб {i, j} ∈ E. Охоронцi залiв i та j мiняються мiсцями.

3. ai1 = i2, ai2 = i3, . . . , aik−1
= ik, aik = i1. Тодi необхiдно, щоб у графi G також iснував

цикл vi1 , vi2 , . . . , vik . Охоронцi переходять вздовж циклу.

В графi G за умовою рiвно один цикл. Значить або цей цикл не входить в план патрулю-
вання, або входить в одному з 2 можливих напрямкiв обходу.

Тодi всi можливi плани патрулювання можна розбити на наступнi категорiї:

• Цикл vi1, vi2 , . . . , vik входить в план патрулювання. Тодi G\{vi1 , vi2 , . . . , vik} — «лiс»
(ациклiчний, але не обов’язково зв’язний граф).

• Цикл vi1 , vi2 , . . . , vik не входить в план патрулювання. Тодi розглянемо {vi1 , vi2} – одне
з ребер циклу. Знову можливо 2 варiанти:

– (i1, i2) входить в план патрулювання. Тодi G\{vi1 , vi2} — «лiс».

– (i1, i2) не входить в план патрулювання. Тодi вилучемо з графа ребро {vi1 , vi2} i
отримаємо дерево.

В кожному з випадкiв нам достатньо вмiти розв’язувати задачу для «лiсу», для чого
достатньо вмiти знаходити розв’язок для дерева (розв’язок для лiсу — добуток розв’язкiв
для всiх його дерев).

Отже загальна схема розв’язку має наступний вигляд:

1. Знайти у початковому графi цикл.

2. Для кожного з описаних вище варiантiв звести задачу до «лiсу».

3. Розв’язати задачу для «лiсу» в кожному з випадкiв.

4. Просумувати вiдповiдi для всiх випадкiв (враховуючи, що цикл можна орiєнтувати 2
способами).
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Пошук циклу в початковому графi. Цикл у початковому графi можна знайти за до-
помогою пошуку в глибину. Почнемо пошук з вершини v1. Для кожної проглянутої пошуком
вершини будемо запам’ятовувати pari — номер батька i-ї вершини в деревi пошуку. Тодi
алгоритм має наступний вигляд:

1. v = 1 – номер поточної вершини.

2. Якщо в поточної вершини не залишилося непроглянутих ребер, то перейти до вершини
parv i повернутися на крок 2.

3. Нехай {v, u} – наступне ще непроглянуте ребро. Тодi:

• u — ще не проглянута вершина. Тодi покладемо paru = v, v = u i перейдемо до
кроку 2.

• u = parv. Тодi пропускаємо поточне ребро i переходимо до кроку 2.

• u — проглянута i u 6= parv. Тодi, оскiльки граф не орiєнтований, u буде предком
v у деревi пошуку, а отже ми знайшли цикл: v, parv, parparv , . . . , parpar...parv

= u.
Кiнець алгоритму.

Час виконання алгоритму складає O(N).

Розв’язок задачi для дерева. Як вже сказано вище, вiдповiдь для «лiсу» – добуток вiд-
повiдей для кожного з дерев, що утворюють цей «лiс». Тому достатньо розглянути розв’язок
лише для дерева.

Оскiльки в деревi немає циклiв, кожна вершина може входити в план патрулювання або
як нерухома (ai = i), або в циклi з 2 вершин, що проходить по ребру дерева.

Для розв’язання задачi для дерева використаємо метод динамiчного програмування.
Для цього спочатку пiдвiсимо дерево за довiльну вершину. Позначимо множину номерiв

номерiв дiтей i-ї вершини через chldi = {c
(1)
i , c

(2)
i , . . . , c

(ki)
i }. Нехай f(i) — вiдповiдь для

пiддерева, що починається з i-тої вершини; g(i) — вiдповiдь для пiддерева, що починає-
ться з i-тої вершини за умови, що (i, pari) входить в план патрулювання. Тодi з очевидних
мiркувань отримуємо наступнi рекурентнi спiввiдношення:

f(i) = g(i) = 1, якщо vi — «лист». (1)

g(i) =
∏

j∈chldi

f(j) (2)

f(i) = g(i) +
∑

k∈chldi

g(k)
∏

j∈chldi

j 6=k

f(j) (3)

Вiдповiддю для дерева буде f(r), де r — номер кореня дерева.
Спiввiдношення (1)-(3) можна безпосередньо реалiзувати в програмi. Тодi часова скла-

днiсть розв’язку буде O(N2) у гiршому випадку.
Покажемо, як покращити цю оцiнку. Використаємо метод динамiчного програмування

вдруге – при пiдрахунку f(i) i g(i):

f (0)(i) = g(0)(i) = 1 (4)

g(j)(i) = g(j−1)(i)f(c
(j)
i ) (5)

f (j)(i) = g(j−1)(i)g(c
(j)
i ) + f (j−1)(i)f(c

(j)
i ) (6)

f(i) = f (ki)(i) (7)

g(i) = g(ki)(i) (8)
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При пiдрахунку f(i) i g(i) за спiввiдношеннями (4)-(8) часова складнiсть розв’язку буде
O(N).

Технiчнi особоливостi реалiзацiї

1. Оскiльки за умовою необхiдно вивести остачу вiд дiлення шуканої кiлькостi планiв на
P , то пiд час розрахункiв необхiдно пiсля кожної операцiї брати остачу вiд дiлення на
P .

2. У випадку, якщо в розв’язку використовується рекурсiя, необхiдно задати налашту-
вання компiлятора для збiльшення розмiру стеку:

• В Turbo Delphi Explorer це можна зробити за допомогою директиви
“{$MAXSTACKSIZE <STACK_SIZE>}”, де <STACK_SIZE> – необхiдний розмiр стеку в
байтах.

• В Free Pascal – “{$M STACK_SIZE}”

• В Microsoft Visual Studio 2008 Express Edition –
“#pragma comment(linker,"/STACK:<STACK_SIZE>")”

• В Dev-C++ таких директив немає. Проте при акуратнiй реалiзацiї достатньо
розмiру стеку, що видiляється цим компiлятором за замовчуванням.

Альтернативою є реалiзацiя розв’язку без використання рекурсiї. Це можливо, але
призводить до трохи складнiшого коду.

6


