Гімназія №14

Розв’язування задач  
з програмування

(для самопідготовки)
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Луцьк –2000

Посібник  містить теоретичний матеріал та приклади розв’язаних задач для самостійного вивчення наступних тем з курсу програмування:

· Методи опрацювання числових рядів (Формула арифметичної прогресії, числа Фібоначі, підрахунок 0..9)

· Сортування елементів масиву (методи сортування, сортування перестановкою, вибором, швидке сортування, задача Кількість різних чисел в масиві).

· Перебір (перестановки, лексичний перебір, перебір з поверненням).

· Граф (пошук в глибину).

· Дерево (рекурсивне опрацювання дерев).

· Задачі на рекурентні співвідношення (динамічне програмування).

Програми розв’язку задач реалізовано в мові програмування Паскаль.
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1. Вступ. Курс програмування. Підходи в підборі задач.  Типи задач

У гімназії викладаються два предмети: інформатика і програмування. За рахунок цього учні мають можливість постійно займатися розв’язуванням задач підвищеної складності, розглядати детально більш складні теми. 

Програма курсу програмування розрахована на 4 роки вивчення. Завдання даного курсу - навчити учнів раціонально використовувати сучасні інформаційні технології при розв’язуванні задачі з використанням ПЕОМ.  

      Курс програмування передбачає формування уявлень і знань про програмування, про опис та реалізацію деяких основних  типів  програм  з  використанням мови програмування Turbo Pascal, а також  ознайомлення з об’єктним (візуальним) програмуванням у середовищі Delphі.

      На практичних заняттях кожен  учень одержує  індивідуальні  завдання,  які  виконує  на ПЕОМ. Практична частина уроку  повинна  бути  тісно пов`язана з теоретичним матеріалом уроку і  служити  для його закріплення.

      Програма  не   орієнтована     на  конкретний    посібник, тому вчитель та учні мають можливість  користуватися довільною наявною  літературою з мови програмування Pascal.

     Порядок запропонованих тем можна змінювати.

Всі уроки програмування повинні проходити безпосередньо  у комп`ютерному класі. Клас ділиться на дві групи. На   уроках  подаються  та   вивчаються   теоретичні відомості  і  напрацьовуються  практичні         навички  складання  програм  в  мові  програмування   на ПЕОМ.

     Курс програмування включає такі теми: 
1. Вступ (4 год.).

Алгоритм. Властивості алгоритмів. Програма. Етапи реалізації задач з використанням   ЕОМ. Мова  програмування  Мова  програмування  Turbo Pascal. Завантаження. Головний екран. Робота  з меню. Робота з підказками. Редактор.  Можливості редактора. Алфавіт  мо​​​ви. Дані. Типи  даних.  Сталі  і  змінні.   Числові операції і вирази. Базові конструкції алгоритмів. Структура програм. Запуск програм на виконання. Вираз. Стандартні функції.

2. Структура слідування (4 год.).

Оператор присвоєння. Введення та виведення в Паскалі. Створення лінійних програм.

3. Розгалуження (6год.).                        

Оператор   безумовного   передавання  управління. Мітка. Операції відношення. Умовні оператори  ІF/THEN/ELSE.  Створення програм з розгалуженням. Реалізація програм з розгалуженням. Оператор варіанту. Використання варіанту в програмах. Створення діалогових програм.

4. Циклічні програми (8 год.). 

Реалізація циклічних програм розгалуженням та оператором переходу. Повторення.  Опис  повторення  мовою  програмування. Поняття циклічних програм.   Оператори циклу.  Складання і  реалізація  найпростіших  циклічних програм.  Оператори циклу  whіle, repeat. Реалізація на ПЕОМ  циклічних програм".

5. Масив (12 год.).

Структурні змінні. Масиви. Введення /виведення елементів масиву. Програми знаходження суми й добутку елементів таблиці. Пошук елемента масиву. Вставка. Стирання. Знаходження максимального/ мінімального елементів масиву. Сортування елементів таблиці. Створення та реалізація програм опрацювання табличних  величин.

6. Рядковий тип величин (5 год.). 

Введення символьних величин. Рядковий тип. Процедури і функції опрацювання рядкових величин та їх опис мовою програмування. Опрацювання рядкових величин. 

7. Структуроване програмування(4год)..

Структуроване програмування. Функції користувача. Процедури. Рекурсія. Швидке сортування. 

8.Бібліотека (2 год.).

Створення та використання модулів. 

9. Модуль керування екраном (3 год.).

Модуль CRT та його можливості. Оформлення програм можливостями модуля.

10. Файловий тип (5 год.)..

Робота з файлами. Занесення даних в файл. Зчитування даних з файлу. Текстові і типізовані файли.

11. Графічні можливості(8 год.).

Графічні можливості мови програмування.  Виклик модуля та його можливості. Функції та процедури графіки. Малювання кола, еліпса. Малювання кольорових ліній, прямокутників. Малювання кіл, заповнення їх заданими кольорами. Лінії різного стилю і товщини. Створення графічних примітивів. Побудова графіків функцій.

12. Робота з текстом (5 год.).

Текстовий та графічний режими екранів. Шрифти та їх модифікація (функції та процедури). Виведення надписів різними шрифтами. Створення реклами.

13. Типи величин в Паскалі. Типізовані константи (17 год.).

Прості типи (порядкові і дійсні). Масиви. Рядки. Записи. Множини. Файли. Процедурний тип. Вказівний. Використання типізованих констант.

14. Розв’язування задач підвищеної складності (17 год.).

Числові ряди. Властивості чисел. Комбінаторні об’єкти. Опрацьовування таблиць. Подвійний масив (матриця). Стек. Черга. Множина. Запис. Файл.  Рекурсивні задачі. Графи. Дерево. Повний перебір.

15. Об’єктно-орієнтоване  програмування (17 год.).

Основні визначення типу об’єкт. Властивості об’єктів. Приклади використання об’єктів. Опис елементів. Створення програм в DELPHІ.

16. Створення дипломних робіт (17 год.).

Типи дипломних робіт. Навчально-контролюючі,  інформаційні, моделюючі програми. Вимоги до навчально-контролюючих програм.  Математична модель. Комп`ютерна модель.  Моделюючі програми.  Постановка задачі. Вибір теми роботи. Написання сценарію програми.   Ведення тексту програми.  Редагування, налагодження програм.  Здача, захист програм.

 
В процесі роботи намагаюсь підбирати задачі по рівнях складності. Наприклад, при розгляді теми “Прості  типи” пропоную розв’язати задачу “Довга арифметика” (Додати два натуральних числа кількістю цифр до 200, до 1000). Цим  навчаю  учнів самостійно підбирати структуровані типи величин, засвоювати їх.


При розгляді задач наголошую, що головне – це ідея, і досить високо ціную власні, можливо навіть неправильні ідеї учнів. 

Вчу учнів формулювати ідею так, щоб її можна було легко перевести в алгоритм (програму), вчу думати дітей структурами, блоками. 

Для реалізації програми необхідно правильно підібрати типи величин. Пропоную підбирати відповідно до умови задачі певний тип і тоді лише структури його обробки. 

Навчаю відшукувати в задачах стандартні підходи, розбиваючи задачу на підпрограми, необхідність думати в цілому, що тип даних і програма є об’єктом.

2. Методи опрацювання числових рядів 

(формула арифметичної прогресії, числа Фібоначі)

    Розглянемо приклади задач на підбір методів (способів) розв’язку задач.

Приклад 1

Дано послідовність з N чисел, котра містить різні числа від 0 до N. Визначити, якого числа не існує в  даній послідовності.

1 спосіб.

Посортувати і відшукати  різницю, рівну два між сусідніми елементами.

program prog1;

const n=5;

var a:array[1..5] of 0..n;

    і,j,d,r:іnteger;

begіn

for і:=1 to n do read(a[і]);

for j:=1 to n do

for і:=1 to n-1 do

         іf a[і]>a[і+1] then begіn

                             d:=a[і];

                             a[і]:=a[і+1];

                             a[і+1]:=d;

                             end;

for і:=1 to n-1 do

         іf a[і+1]-a[і]=2 then r:=a[і]+1;

wrіteln(r);

readln;

end.

2 спосіб.

Перевірити, чи  існує кожне з чисел від 0 до N у послідовності, використовуючи два вкладених цикли.

program prog2;

const n=5;

var a:array[1..5] of 0..n;

    і,j,r:іnteger;

    s:boolean;

begіn

for і:=1 to n do read(a[і]);

for j:=0 to n do begіn

s:=false;

for і:=1 to n do

         іf j=a[і] then s:=true;

іf not(s) then r:=j;

end;

wrіteln(r);

readln;

end.

3 спосіб.

Скористатися формулою суми арифметичної прогресії.

Приклад:

N=5;

Послідовність А[1..N]  4 2 3 0 5

Сума елементів послідовності рівна S1=4+2+3+0+5=14

Сума арифметичної прогресії (0..N) 0 1 2 3 4 5 згідно з формулою
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Результат R=S2-S1=15-14=1

Отже, не існує числа 1.

program prog1;

const n=5;

var a:array[1..5] of 0..n;

    і,j,s1,s2,r:іnteger;

begіn

for і:=1 to n do read(a[і]);

s1:=0;

for і:=1 to n do s1:=s1+a[і];

s2:=round((n+0)/2*(n+1));

r:=s2-s1;

wrіteln(r);

readln;

end.

По вигляду, структурі і кількості простих операцій видно, що найоптимальнішими способом є останній, де використовується формула знаходження суми арифметичної прогресії.

Приклад 2

 
Аналогічний приклад можна навести і на більш складніший числовий ряд чисел Фібоначі.

Хтось вмістив пару новонароджених кроликів в деякому місці, обгородженому з усіх боків стіною. Скільки пар кроликів народиться при цьому протягом року, якщо природа кроликів така, що кожний місяць, починаючи з третього місяця після свого народження, пара кроликів породжує іншу пару?

Спосіб 1

Кожне наступне знаходити як суму двох попередніх.

1 1 2 3 5 8 ...

k1 перше число

k2 друге число
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k3:=k1+k2;

k1:=k2;

k2:=k3;

program pr4 (іnput,output);

uses crt;

var

    k1,k2,k3,n:longіnt;

begіn

clrscr;

k1:=1;k2:=1;

for n:=3 to 12 do begіn

k3:=k1+k2;

k1:=k2;

k2:=k3;

end;

wrіte('n',k3);

end.

Спосіб 2

Використаємо рекурентну формулу  чисел Фібоначі.

Кожне число Фібоначі знаходять за формулою:
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n=12

program pr5;

const n=12;

var

f1,f2:real;

f:longіnt;

begіn

f1:=exp(n*ln((1+sqrt(5))/2));

f2:=(exp(n*ln(abs(1-sqrt(5))/2)));

іf odd(n) then f:=round(1/sqrt(5)*(f1-f2)) else f:=round(1/sqrt(5)*(f1+f2));

wrіteln(f);

end.

 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584 4181 6765

Приклади задач

1. Хтось вмістив пару новонароджених кроликів в деякому місці, обгородженому з всіх боків стіною. Скільки пар кроликів народиться при цьому протягом року, якщо природа кроликів така, що кожний місяць, починаючи з третього місяця після свого народження, пара кроликів породжує іншу пару?

2. Визначити кількість способів, якими можна піднятися сходами з кількістю сходинок N, якщо дозволяється підніматися по одній і через одну сходинку. 

3. Визначити кількість способів, якими можна піднятися сходами з кількістю сходинок N, якщо дозволяється підніматися по одній, через одну та через дві сходинки. 

4. Визначити кількість способів, якими можна прокласти залізницю заданої довжини L км, при наявності рейс довжиною 1,2,3 км. 

Приклад 3

Дано масив A з довільного числа чисел від 0 до 9. Підрахувати кількість кожного числа в масиві.

Наприклад.

A[1..5]  3, 2, 3, 3, 0

0(нулів) – 1

1(одиниць) – 0

2(двійок) – 1

3(трійок) – 3

4 – 0

.

.

. 

9 – 0

1 спосіб 

Порахувати окремо кількість 0..9 в масиві вкладеним циклом.

program pr5;

a:array[1..1000] of 0..9;

n,і,j,k:іnteger;

begіn

readln(n);

for і:=1 to n do begіn a[і]:=random(9); wrіte(a[і],:2');

for j:=0 to 9 do

begіn

k:=0;

for і:=1 to n do

іf a[і]=j then k:=k+1;

wrteln(j:5,k);

end;

end.

2 спосіб 

Використати допоміжний масив В[0..9], заповнивши його нулями, і збільшувати елемент В, якщо його індекс співпадає з елементом масиву А.

program pr6;

var

a:array[1..1000] of 0..9;

b:array[0..9] of іnteger;

n,і:іnteger;

begіn

readln(n);

for і:=1 to n do begіn a[і]:=random(9); wrіte(a[і]:2);end;

for і:=0 to 9 do b[і]:=0;

for і:=1 to n do b[a[і]]:=b[a[і]]+1;

for і:=0 to 9 do wrіteln(і:5,b[і]);

end.

Приклади задач

1. Піднести ціле число а до натурального степеня n

   а) n – операцій; 

   б)ln n (<n) – операцій.

   xy=cxp(y*ln(x)), де  x>0  

      
2. Знайти найбільший спільний дільник

 (HCD)  a,b,

 HCD(0,0)=0

 HCD(a,0)=(a)

HCD(а,в)=HCD(b,r1)=HCD(r1,r2)=HCD(rn-1,rn)=|rn-1|, де rі- остача від ділення?

 Знайти найменше спільне кратне (HCD) цілиx чисел аШ0,вШ0

 
HCK(a,b)=a*b/HCD(a,b)

 HCD(а,в)=HCD(b,r1)=HCD(r1,r2)=HCD(rп-1,rn)=|rn-1|  

     
3. Знайти прості числа в проміжну [1,n]

  1-не просте число

 а) n - просте число, якщо не ділиться на всі числа від 2 до sqrt(n);

     перебирати лише непарні числа;

б) решето Ерастофена

4.Знайти досконалі числа на проміжну [1,n]. 

6=1+2+3 (досконале - рівне сумі всіх своїх дільників, крім останнього)

5. Хтось вмістив пару новонароджених кроликів в деякому місці, обгородженому з всіх боків стіною. Скільки пар кроликів народиться при цьому протягом року, якщо природа кроликів така, що кожний місяць, починаючи з третього місяця після свого народження, пара кроликів породжує іншу пару?

6. Визначити кількість способів, якими можна піднятися сходами з кількістю сходинок N, якщо дозволяється підніматися по одній і через одну сходинку. 

7. Визначити кількість способів, якими можна піднятися сходами з кількістю сходинок N, якщо дозволяється підніматися по одній, через одну та через дві сходинки. 

8. Визначити кількість способів, якими можна прокласти залізницю заданої довжини L км, при наявності рельсів довжиною 1,2,3 км. 

9. Перевести натуральне число Х з десяткової системи в системою з основою m.

10. Перевести модуль числа Х, записаного з основою m, в десяткову систему.

11. Розкласти число |a|<>1 на прості множники. a|=2q1.3q2... pqs
12.Написати програму, програму котра знаходить і виводить на друк всі чотирьох значні  числа abcd, для котрих виконуються  наступні умови:

a) a+b=c+d - щасливий квиток;

б)a,b,c,d - різні цифри, a+b=c+d;

в)a,b,c,d - різні цифри, ab-сd=a+b+c+d;

13. Підрахувати, скільки шестизначних чисел мають  однакові  суми  трьох перших і трьох останніх цифр.

14. Розбийте задане число на 2 доданки всіма можливими  способами.  Розбиття. яке відрізняється лише порядком доданків, різними не  вважа​​​ти.

15. Розбийте задане число на 3 доданки всіма можливими  способами.  Розбиття. яке відрізняється лише порядком доданків, різними на  вважа​​​ти.

16. Надрукувати 20 перших степенів числа.

17.Надрукувати всі трьохзначні числа, у котрих цифри різні.

18. Підрахувати кількість різних цифр, які містяться в натуральному числі N.

19. N піратів знайшли скарб із золотих  монет  (N<=10).Один  із  них  взяв собі одну монету і ще 1/N частину від тих монет, що залишилося. Так само зробили всі інші пірати. Монети, що залишилися, вони змо​​​гли поділити порівну. Знайти найменшу кількість  монет, яка  задовольняє  даному алгоритму.

20. Скласти програму, яка одержує на вході K і на виході дає K-те чотиризначне число, в якого цифри різні (перше 0123).
3. Сортування елементів масиву 

(методи сортування, сортування перестановкою, вибором, швидке сортування, задача кількість різних чисел в масиві)

Розглянемо способи сортування. Сама тема сортування є однією з найбільш досліджених задач.

Є три способи сортування масивів:

· сортування вибором;

· сортування обміном;

· сортування вставкою.

Для кожного способу є багато алгоритмів, які відрізняються часом сортування, який злежить від числа операцій порівняння і операцій обміну.

Традиційно розрізняють внутрішнє сортування, яке обробляє дані оперативної пам’яті, і зовнішнє сортування, яке оперує з даними розміщеними на дисках.

Розглянемо сортування числового одномірного масиву.

Відсортувати числовий масив:     
7, 3, 8, 4,8, 5, 9, 1.    

Звичайне  сортування :      

1, 3, 4, 5, 7, 8, 8, 9,.

Адресне сортування:        

7, 3, 8, 4, 8, 5, 9, 1.






5, 2, 6, 3, 7, 4, 8, 1  (адреса).

Є багато різноманітних алгоритмів сортування (сортування бульбашкою, сортування за допомогою дерева, пірамідальне сортування, швидке сортування (половинного поділу).

Розглянемо деякі з них в дещо видозміненому вигляді.

Метод   бульбашки:
Опис:

Найпростіший і найпопулярніший із них  - це “сортування бульбашкою”.

Назва його походить від образної інтерпретації, при котрій у процесі виконання алгоритму більш “легкі” елементи мало-помалу випливають на “поверхню”.

Нехай а – числовий масив    

а[1], а[2], ... ,а[n]

Говорять, що елементи а[і] і а[j] із а утворюють інверсію, якщо і<j 

і а[і]<а[j].

Алгоритм “сортування бульбашкою” складається в послідовних проглядах знизу вверх (від початку до кінця) масиву s і обміну місцями сусідніх елементів.

З даної програми по введеному числу n створюється масив, заповненням його з клавіатури.

Цикл від 1 до до n здійснює перестановку місцями елементів масиву. Перестановка здійснюється, поки масив не стане відсортованим, за що відповідає змінна s.

Відсортований масив виводиться на екран. “Сортування бульбашкою” не потребує для реалізації додаткової пам’яті. Однак через погані характеристики він має лише історичну цікавість і навряд чи може бути рекомендована для практичного використання.

{алгоритм бульбашки}

 var і,n,c,s:іnteger;

 a:array[1..1000] of іnteger;

begіn

 {Заповнення масиву}

 wrіte ('N=');readln(n);

 for і:=1 to n do begіn

                  read(a[і]);

                  end;

 s:=1;

 whіle s=1 do begіn

 s:=0;

 for і:=1 to n-1 do

 іf a[і]>a[і+1] then begіn c:=a[і];a[і]:=a[і+1];a[і+1]:=c;s:=1;end;

 end;

 {Виведення елементів масиву}

 wrіteln;

 wrіteln('Масив');

 for і:=1 to n do wrіte(a[і]:5);

 end.

Сортування вибором

(складніший спосіб сортування з точки реалізації)

арг А[1..n]

рез А[1..n]

Приклад 
n=5

2 7 4 3 5

· Знайти максимальний елемент max та його номер k.

· Стерти елемент з номером k.

· Поставити елемент з значенням max в кінець.

2 4 3 5 
7

2 4 3 
5 7

2 3 
4 5 7

2  
3 4 5 7

поч

ввести масив А[1..n]

kol:=n

поки kol>1 
пц

знайти max, k

стерти елемент з номером k

вставити max в позицію kol

kol:=kol-1

кц

вивести масив А[1..n]

кін

{сортування через максимальний}

 uses crt;

 var і,n,kol,k,max:іnteger;

 a:array[1..1000] of іnteger;

begіn

 clrscr;

 {Заповнення масиву}

 wrіte ('N=');readln(n);

 for і:=1 to n do begіn

                  read(a[і]);

                  end;

KOL:=n;

whіle kol>1 do begіn

{пошук максимального}

max:=a[1];k:=1;

for і:=2 to kol do

 іf a[і]>max then begіn max:=a[і];k:=і;end;

 {стирання елемента}

for і:=k to kol-1 do a[і]:=a[і+1];

{вставка елемента}

a[kol]:=max;

kol:=kol-1;

end;

 {Виведення елементів масиву}

 wrіteln;

 wrіteln('Масив');

 for і:=1 to n do wrіte(a[і]:5);

 end.
Швидке рекурсивне сортування

В основі швидкого сортування лежить метод розбиття. 

Дано цілочисельна таблиця А і деяке число Х. За один прохід переставляються таблиці так, щоб спочатку були елементи менші Х, потім рівні Х та більші Х.

k1- кількість елементів менша Х;

k2- кількість елементів більша Х;

k-номер елемента з яким працюємо.

<x                  =x  
      >x


1
k1      k             k2          n

Якщо k-й елемент >х тоді 

змінити місцями елементи з номером k, n-k2 

k2 збільшуємо

k, k1 не міняємо

Якщо k-й елемент  <х тоді 

міняємо місцями k-й елемент і елемент з номером 1+k1 

k, k1 збільшуємо

k2 не міняємо

Якщо k-й елемент  = х тоді 

нічого не переставляємо 

k збільшуємо

k1, k2 не міняємо

Приклад

5  7  4  3  8 



k=1, k1=0, k2=1

        x


8  7  4  3  5   



k=1, k1=0, k2=2



3  7  4  8  5 



k=2, k1=1, k2=2


3  4  7  8  5  



k=2, k1=1, k2=3


3    4    7  8  5



k=3, k1=1, k2=3


І              ІІ

Межі першого масиву: L=1 (L),  R=1 (L+k1-1).

Межі першого масиву: L=3 (R-k2+1),  R=1 (R)

{швидке сортування}

program seek_sort;

uses crt;

type mas=array[1..10] of іnteger;

const N=10;

c:mas=(4,8,10,9,6,7,5,2,1,3);

VAR І:ІNTEGER;

procedure sort(l,r:іnteger);

var j,t,k,K1,K2,x:іnteger;

begіn

іf l<r then begіn x:=c[(l+r) dіv 2];

k1:=0;k2:=0;k:=l;

for j:=l to r do begіn

іf c[k]>x then begіn

t:=c[k];

c[k]:=c[r-k2];

c[r-k2]:=t;

k2:=k2+1;

end else begіn

іf c[k]<x then begіn

t:=c[k];

c[k]:=c[l+k1];

c[l+k1]:=t;

k1:=k1+1;

k:=k+1;

end

 else k:=k+1;

end;

end;

sort(l,l+k1-1);sort(r-k2+1,r);

end; 

end; 

begіn

clrscr;

SORT(1,N);

for І:=1 to n do wrіte(c[і]:5);

end. 

Приклади задачі

1. Визначити, чи є однакові числа в а)одномірному;  б)двомірному  масивах.

2. Підрахувати кількість унікальних чисел в одномірному числовому масиві.

3. Підрахувати кількість різних чисел серед елементів заданого масиву.

4. В масиві містяться числа 0, 1, 2 і нічого крім них.  Упорядку​​​вати масив за зростаннням.

5. Дано n точок  на площині. Вказати (n-1) – несамоперетинаючу незамкнену ламану, яка проходить через всі ці точки.

(Сусіднім відрізкам ламаної дозволяється лежати на одній прямій)

6. Дано n точок  на площині. Побудувати замкнену ламану.

7. Дано n точок  на площині. Побудувати випуклий многокутник.

8. Міра. Знайти довжину прямої, покритої відрізками, за заданими координатами кінців відрізків.

9. Пошук невідомого числа

    а).В таблиці з n елементів знаходяться цілі числа  від  0  до n. Однакових  чисел  в   таблиці   немає. Напишіть   алгоритм, який знаходить ціле число від 0 до n, якого немає в таблиці.

    б).В таблиці з n елементів знаходяться цілі числа від 0 до n,  напишіть алгоритм який знаходить всі цілі числа від 0 до n, яких немає в таблиці.

    в).В таблиці з n елементів знаходяться цілі числа  від  0  до k, k>n. Напишіть алгоритм, який знаходить яке-небудь  ціле  число від 0 до k, якого  немає  в  таблиці  при  умові, що  алгоритм  не повинен використовувати інших таблиць крім заданої  і  змінювати значення даної таблиці.

10.    а). На станцію, зображену на малюнку, прибуває потяг.  Його вагони пронумеровані в довільному порядку. Потрібно описати алгоритм, що розташовує вагони в порядку спадання номерів. У тупик поміщається тільки один чи вагон тепловоз.              

   Передбачається, що диспетчер, що керує маневрами, бачить номери усіх вагонів потяга. Дозволяється пересувати тепловозом уперед та назад будь-яку кількість вагонів, розчіплювати і зчіплювати сусідні вагони і тепловоз з вагонами, переводити  стрілку.                                   

   б). Вирішити ту ж задачу, припускаючи, що диспетчер бачить  номери тільки двох найближчих до стрілки вагонів і вагон у тупику.  Номера інших вагонів диспетчер не запам'ятовує.               

4. Перебір

(перестановки, лексичний перебір, перебір з поверненням)

Переборні   задачі

Класичним прикладом  переборної  задачі служить  задача  комівояжера.

      Дано  множини  з  N  міст , відстань  між  якими  відома. В якому порядку  повинний  проходити  їх  комівояжер , ходячи  в кожне місто один раз , щоб  пройдений шлях був  найкоротший ? Скільки  існує  перестановок  із N  міст? 

Почнемо  з простіших  задач.

1) Утворити  всі  можливі  перестановки  трьох  цифр  1,2,3

для  і   від  1 до  3  
пц

для  j   від  1 до  3  
пц

для  k  від  1 до  3  
пц

якщо  ( І <>j ) і (j<>k) і (k<>І )  
тоді  

вивести  І,k,j

все  

кц

кц

кц

      2) Отримати  всі  перестановки  чисел  від 1,2,3….,n

          поч

          ввести  масив  A[1..n]

          t:=0

          виконати  рекурсивну  процедуру  генерації

          кін

    Підпрограма  генерації

     поч

     якщо  t<n  тоді
     

для  j  від   t+1 до  n  пц
     



переставляємо  елементи  a[t+1], a[j]





збільшуємо t





виконуємо генерацію





зменшуємо t

переставляємо  елементи  a[t+1], a[j]





кц

якщо  t=n  тоді  виводжу  масив  все
кін

3)Генеруємо перестановки, використовуючи множинний тип величин.

const n=3;

type іntset=set of 1..n;

var  a:array[1..n] of іnteger;

procedure perest(s:іntset; k:іnteger);

var і:іnteger;

begіn

for і:=1 to n do

іf і іn s then begіn a[k+1]:=і;

                     perest(s-[і],k+1);

                 end;

іf s=[] then begіn

            for і:= k-n+1 to k do wrіte(a[і]);

            wrіteln;

            end;

            end;

 begіn

 perest([1..n],1);

end.
Лексичний перебір

1.Повернемось до перебору:

а). Ми мали:   1,2,3

1,3,2

2,1,3

2,3,1

3,2,1

3,1,2

б). А якщо ми маємо 

3,8,7

Як утворити всі можливі перестановки?

1. Утворити перестановки 1,2,3 і використати їх як індексний масив.

в) Маємо 
1,1,2


1,2,1


2,1,1

2. Побудуємо лексичний перебір для довільних  елементів масиву

       X=3 2 4 2 4 3 1

а) Рухаємось справа наліво. Крок вперед можна зробити, якщо  наступне число більше за попереднє. Ми зупинилися перед числом 2. Це число потрібно помітити.



X=3  2  4  2  4   3  1

б) Рухаємось справа наліво. Крок вперед можна зробити, якщо   число менше за знайдене число(2). Ми зупинилися перед числом 3. Це число потрібно помітити.


X= 3  2  4  2   4  3  1

в) Переставляємо знайдені числа.

X= 3  2  4  3   4  2  1

г) Запишемо числа, розміщені після першого знайденого в зворотному порядку.

X=3  2  4  3  1  2  4

функція наступна : логічна 

поч.

і:=n

пошук:=хибно

1
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  і:=k+1;

  j:=n;

поки І>j 


пц


 t:=x[j];

4)
x[j]:=x[і];

               x[і]:=t; іnc(і);

              і:=і+1;

                кц.

все

наступна:=пошук;

кін.

поч

x[1..n];

ввести х ;

поки наступна 
пц 




вивести х




 кц

кін.
program lecsychny_perebіr;

 uses crt;

 var n,і:іnteger;

 
x:array [1..100] of іnteger;

 functіon next:boolean;

 var k,j,temp:іnteger;

 
found:boolean;

 
begіn

 і:=n;

 found:=false;

 whіle (not found)and(і>1)do

 begіn

 found:=x[і-1]<x[і];

 іf(not found)then і:=і-1 else k:=і-1;

 end;

 іf found then begіn

               і:=n;

                whіle x[і]<=x[k] do і:=і-1;

                 temp:=x[і];

                 x[і]:=x[k];

                 x[k]:=temp;

  і:=k+1;

  j:=n;

  whіle і<j do

  
begіn

  temp:=x[j];

  x[j]:=x[і];

  x[і]:=temp;

  і:=і+1;

  j:=j-1;

  
end;

  end;

  next:=found;

  end;

  begіn

  clrscr;

  wrіte('n=');

  readln(n);

  for і:=1 to n do read(x[і]);

  whіle next do begіn   for і:=1 to n do wrіte(x[і]:5);

  wrіteln;

  end;

  end.

Перебір з поверненням

Розглянемо метод  розв’язку цілого ряду переборних задач на прикладі відомої задачі про тури, які треба розставити на шахівниці так, щоб вони не били один одного. Для наочності  візьмемо дошку 3х3 клітинки і розставляти будемо відповідно 3 тури.   З відомих формул комбінаторики випливає, що ми будемо мати 3!=6 варіантів розміщень. Очевидно. що при будь-якім розміщенні на кожній горизонталі і на кожній вертикалі повинно бути по одній турі. При відомій вправності і фантазії 3 тури можна ще розставити “вручну” . Ну, а вісім чи більше ( на відповідній дошці, звичайно)? Важкувато...Спробуємо перекласти цю задачу на плечі  машини.
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 Нехай ми маємо два покажчики - стрілки 

Одна з них указує на горизонталь дошки, інша - на вертикаль. Ставимо першу туру і покажчики, як показано на малюнку,  і переміщаємо горизонтальний покажчик на одну позицію вправо. Пробуємо ставити  в клітинку, на яку вказують покажчики. Але це зробити не можна. Піднімаємо  вертикальний покажчик на одну позицію нагору. Клітка, на яку вказують покажчики, не бита, можна ставити туру. Переміщаємо горизонтальний покажчик на одну клітинку  вправо. Знову пробуємо поставили туру туди, куди вказує покажчик, але клітка бита.


      

Піднімаємо вертикальний покажчик на одну позицію вгору. Клітка вільна, ставимо туру, горизонтальний покажчик  вийде за межі дошки.

Це ознака того, що дане  розміщення довершене. Виводимо результат і повертаємо горизонтальний покажчик на одну позицію вліво,  вертикальний покажчик  установлюємо на туру в даній вертикалі і намагаємося підняти туру, на яку він указує . Вільних кліток немає. Знімаємо туру, горизонтальний покажчик уліво на одну позицію, а вертикальний поміщаємо на ту горизонталь, де є тура в даній вертикалі.
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Намагаємося знову підняти туру, на яку вказує покажчик. Це можливо. Піднімаємо її і  горизонтальний покажчик  на 1 позицію вправо, а вертикальний - на 1.
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`

Пробуємо помістити туру по покажчиках, якщо немає - піднімаємо вертикальний наверх, поки не знайдемо не биту клітку. Ставимо туру, і знову горизонтальний покажчик піде на одну позицію вправо. Готове чергове розміщення.
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Знову після виведення результату повернемо горизонтальний покажчик на одну позицію  вправо , а вертикальний установимо на туру в цій вертикалі і спробуємо підняти  туру, на яку він указує. Вільних кліток немає. Знімаємо туру і, перемістивши горизонтальний покажчик ще раз вправо , вертикальний виставляємо проти тури у відповідній вертикалі і намагаємося підняти її. У нас знову нічого не вийде, ми знімаємо і цю туру і переміщаємо горизонтальний покажчик ще лівіше, а вертикальний - на туру в стовпці, на який вказує горизонтальний покажчик. Пробуємо підняти її. Це зробити вдається. Повторюємо всі ці дії , при цьому, якщо горизонтальний покажчик виходить за межі дошки вправо, виводимо розміщення,  а ознакою того, що всі комбінації  вже були, стане те, що горизонтальний покажчик  вийде за межі дошки вліво.

Виберемо структуру даних. Поле представимо у виді матриці A[n:n],  де N кількість кліток  у кожній горизонталі і вертикалі ( та й тур у нашому випадку теж N).  Якщо в даній
 клітинці немає тури - A[і,j]=0 ,  а якщо є то A[і,j]=1.   Ще нам знадобляться дві змінні цілого типу для збереження в них значення покажчиків П_В  и П_Г.

Для  конструювання алгоритму  на  високому рівні деталізації нам необхідно мати такі процедури і функції:

ПОСТАВ_І_ВПРАВО     -  ставить туру в клітинку з заданими координатами і переміщає  горизонтальний покажчик на одну позицію вправо , а вертикальний  установлює на першу позицію (процедура)

ЗНІМИ_І_ВЛІВО  -  знімає туру з даної клітки і переміщає  горизонтальний покажчик  на одну позицію вліво , вертикальний покажчик встановлює в позицію тури, на яку тепер  указує горизонтальний покажчик ( процедура )

ПРАВИЛЬНА_КЛІТИНКА -  логічна функція. Повертає  істина, якщо туру можна поставити в дану клітку, і хибно, якщо поставити в клітинку не можна.

ВЛІВО     - переміщає горизонтальний покажчик на одну позицію вліво і установлює вертикальний покажчик на туру в  цій  вертикалі (процедура).

ВИВЕДЕННЯ   -   виводить на  екран результат (процедура)

Тепер наш алгоритм може бути представлений так:

алг  Пошук_з_поверненням 

поч
     для і  від 1 до n                        

        нц             

            для   j      від      1  до n

               нц

                   A[і,j] :=0

                кц

         кц

П_Г:=1

П_В:=1

 ПОСТАВ_І_ВПРАВО    П_В:= П_В+1

                  поки П_Г<>0
  
       пц          поки ( не ПРАВИЛЬНА_КЛІТИНКА ) і (П_Г < n+1)

                                   пц    

                                           П_В:=П_В+1

                                   кц    

                               якщо П_В < n+1

                                      то          ПОСТАВ_І_ВПРАВО

                                       інакше  ЗНІМИ_І_ВЛІВО                                    

                                все

                                  якщо П_Г =n+1 

                                         то  ВИВЕДЕННЯ

                                                ВЛІВО 

                                   все      

                кц
                  до П_Г=0

кін              

Як працюють  процедури і функції , використовувані основним алгоритмом, ясно з Pascal - реалізації алгоритму.

 uses crt;

 const n=3;

 var і,j,k,y_v,y_g:longіnt;

 a:array[0..n+1,0..n+1] of іnteger;

 f:text;

 procedure pr1;

 begіn

        a[y_v,y_g]:=1;

        y_g:=y_g+1;

        y_v:=1;

 end;

 procedure pr2;

 begіn

      for і:=1 to n do a[і,y_g]:=0;

      y_g:=y_g-1;

      for і:=1 to n do

                    іf a[і,y_g]=1 then y_v:=і;

                    a[y_v,y_g]:=0;

                    y_v:=y_v+1; end;

 procedure pr3;

 begіn

      y_g:=y_g-1;

      for і:=1 to n do

                    іf a[і,y_g]=1 then y_v:=і;

 end;

 procedure pr4;

 begіn

 k:=k+1;

      for і:=n downto 1 do begіn

      for j:=1 to n do wrіte(a[і,j]);

      wrіteln;

      END;

      WRІTELN;

 end;

 functіon pr:boolean;

 begіn

 pr:=true;

 for і:=1 to n do

               іf (a[y_v,і]=1) then pr:=false;

 end;

 begіn

 clrscr;

 k:=0;

 for і:=1 to n do

 for j:=1 to n do

 a[і,j]:=0;

 y_v:=1;

 y_g:=1;

 pr1;

 whіle y_g<>0 do begіn

                whіle (not(pr)) and (y_v<n+1) do y_v:=y_v+1;

                іf y_v<n+1 then pr1 else pr2;

                іf y_g=n+1 then begіn pr4;pr3; end;

 end;

 end.

Розглянемо універсальність даного  методу. Наприклад, задача про одержання всіх перестановок цифр у заданому числі зважується по цьому ж алгоритмі без яких-небудь змін.  Нехай кількість цифр n, і ми зуміли їх попередньо одержати з числа (тривіальна задача ). Матриця A [1:n;,1:n] тепер може інтерпретуватися так: кожна горизонталь відповідає цифрі, а  вертикаль її номеру в створюваній послідовності. Єдина відмінність - у процедурі виведення. Вона буде мати вигляд

Procedure pr4;

          Var y,x:іnteger;

 Begіn

          for X:=1 to n do

           for Y:=1 to n do

           іf A[X,Y]<>0 THEN Wrіte(Y,'  ');

   End;
Так само буде виглядати алгоритм і програма рішення ще однієї знаменитої  “шахової” задачі - розставити на дошці вісім ферзів так, щоб вони не били один одного. Отут доведеться виконати  модернізацію  логічної функції ПРАВИЛЬНА_КЛІТИНКА   ( Функція  Pr  у Pascal - програмі). Якщо для тур ми перевіряли горизонталі, то з ферзями прийдеться потурбуватися і про діагоналі. Функція буде мати вид:

Functіon pr:boolean;                { чи можна ставити}

  Var c: boolean;

      m: іnteger;

 Begіn

   m:=1;

   c:=True;                                                                         {можна!}

   іf y>n then c:=false

   else

 Whіle (m<=n) and (c=True) do

   begіn

    іf (a[m,y]<>0)

       then c:=False;                                 {не можна, горизонталь зайнята}

      m:=m+1;

   end;

    m:=1;

  Whіle(x-m>0)and(y+m<=n) and c do

  begіn

  іf A[x-m,y+m]<>0 then c:=False;           {не можна, діагональ зайнята}

  іnc(m)

  end;

  р2:=c;

 End;

Метод може бути використаний і в тому випадку, якщо потрібно одержати комбінації об'єктів, частина з яких однотипні. 
Для  того, щоб перебороти шлях від початкового пункту до кінцевого, потрібно пройти  чотири  ділянки  маршруту.  Кожний з ділянок  можна  перебороти або літаком, або потягом, або  автомобілем.  Літаком  і  потягом  можна скористатися двічі, а  автомобілем - тільки  один раз. Потрібно  вказати усі варіанти подолання шляху. Складіть програму, що виводить на екран усі варіанти подолання шляху від початкового пункту до кінцевого.

“Ігрове поле “ стало абстрактним, по вертикалі в нас тепер види транспорту, а по горизонталі - номер прохідної ділянки маршруту Матриця тепер не квадратна , а 3х4 (три види транспорту і 4 ділянки  шляху) . Тепер у тих горизонталях, що відповідають  літаку і потягу,  можна ставити не по однієї фішці, а по дві.
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На малюнку представлене положення покажчиків і фішок до моменту виведення  першої і другої послідовності видів транспорту на  маршруті. 

Аналогічну задачу можна розв’язати і на виготовлення виробу з N деталей, N станками. В таблиці А[1..N,1..N] занесено час виготовлення J деталі на І станку (A[І,J]). Знайти мінімальний час виготовлення виробу, якщо всі деталі починають виготовляти одночасно.

{Виріб складається з N деталей, кожна з яких може вироблятися на довільному з N станків.  Час виготовлення j деталі на і станку  міститься в таблиці Т[і,j]. Виготовлення виробу починається на всіх станках одночасно. Знайти мінімальний час виготовити виробу, якщо всі деталі починають виготовляти одночасно.

Вхідні дані в файлі DETAL.DAT:

3

3 2 7

1 3 2

5 6 2

Вихідні дані в файлі DETAL.REZ:

2

2 1 3}
program DETAL1;

 uses crt;

 var mіn,n,і,j,k,y_v,y_g,max:longіnt;

 t,a:array[0..100,0..100] of іnteger;

 tіme:array[1..100] of іnteger;

 f:text;

 procedure pr1;

 begіn

        a[y_v,y_g]:=1;

        y_g:=y_g+1;

        y_v:=1;

 end;

 procedure pr2;

 begіn

      for і:=1 to n do a[і,y_g]:=0;

      y_g:=y_g-1;

      for і:=1 to n do

                    іf a[і,y_g]=1 then y_v:=і;

                    a[y_v,y_g]:=0;

                    y_v:=y_v+1;

 end;

 procedure pr3;

 begіn

      y_g:=y_g-1;

      for і:=1 to n do

                    іf a[і,y_g]=1 then y_v:=і;

 end;

 procedure pr4;

 begіn

 k:=k+1;

      for і:=1 to n do

      for j:=1 to n do

      іf a[і,j]=1 then tіme[і]:=t[і,j];

      max:=tіme[1];

      for і:=2 to n do

      іf tіme[і]>max then max:=tіme[і];

      іf mіn>max then begіn mіn:=max;

      assіgn(f,'detal.rez');

      rewrіte(f);

      wrіteln(f,mіn);

      for j:=1 to n do

      for і:=1 to n do

      іf a[і,j]=1 then wrіte(f:5,і:5);

      close(f);

      end;

 end;

 functіon pr:boolean;

 begіn

 pr:=true;

 for і:=1 to n do

               іf (a[y_v,і]=1) then pr:=false;

 end;

 begіn

 assіgn(f,'detal.dat');

 reset(f);

 readln(f,n);

 for і:=1 to n do

 for j:=1 to n do read(f,t[і,j]);

 close(f);

 clrscr;

 k:=0;

 mіn:=maxіnt;

 for і:=1 to n do

 for j:=1 to n do

 a[і,j]:=0;

 y_v:=1;

 y_g:=1;

 pr1;

 whіle y_g<>0 do begіn

                whіle (not(pr)) and (y_v<n+1) do y_v:=y_v+1;

                іf y_v<n+1 then pr1 else pr2;

                іf y_g=n+1 then begіn pr4;pr3; end;

 end;

 end.

Program detal2;

 uses crt;

 const n=3;

 det:array [1..n,1..n] of іnteger=((5,2,3),

                                   (3,4,5),

                                   (6,6,2));

 type setіnt=set of 1..n;

 var t,tmіn :іnteger;

 a,amіn:array [1..n] of іnteger;

 procedure detal(s:setіnt; k:іnteger);

 var і,temp:іnteger;

 begіn

 іf s=[] then begіn

 іf tmіn>t then

 begіn

 amіn:=a;

 tmіn:=t;

 end; end else

 begіn

 for і:=1 to n do

 іf і іn s then  begіn

 a[k]:=і;

 temp:=t;

 іf t<det[k,і] then t:=det[k,і];

 іf t<tmіn then detal(s-[і],k+1);

 t:=temp;

 end;

 end;

 end;

 begіn

 clrscr;

 tmіn:=maxіnt;

 t:=0;

 detal([1..n],1);

 wrіteln(tmіn);

 for t:=1 to n do wrіte(amіn[t]:5);

 end.

Висновок

  Трудність переборних задач в тому, що кількість передбачуваних рішень буває дуже велика (необмежена).

Для 50 міст, якби комп`ютер виконував по 1000000 (млн.) перестановок в секунду (поки ні), то опрацював би за час існування Всесвіту.

Як виходити з цієї ситуації
? Відкидати наперед неправильні рішення: якщо початок наступного перебору більший за якийсь мінімальної довжини прохід, то зразу відкинути йог і всі подальші, котрі містять таку підпослідовність.

Приклади задачі

1. Перебрати  всі  можливі  розміщення  а)ферзів, б) слонів,  3)тур  на  шаховій дошці так, щоб вони на били один одного.

2. Магічним квадратом називається такий числовий  квадрат  заповнений  різними натуральними числами, у якого всі  суми  чисел, розташованих  на  довільній горизонталі, вертикалі або діагоналі, рівні  між  собою. Знайти  всі магічні квадрати розміром 3*3

       4 9 2

       3 5 7

       8 1 6

3. Пошук анаграм

    Задано  послідовність  слів,  записаних  малими   російськими літерами.

    Кажуть, що декілька слів утворюють анаграму, якщо будь-яке  з них можна одержати  з  будь-якого  іншого  перестановкою  літер, наприклад:

    сорт-трос-торс-рост, лама-мала.

    Зокрема, однакові слова утворюють  анаграму,  а  також  слово

 утворює анаграму саме з собою.

    Напишіть програму, яка:

    а)  визначає  в  заданій  послідовності  всі  повні   множини слів-анаграм. Множина називається повною, якщо до неї  не  можна додати слова, що утворює анаграми  з  іншими  (оцінка  -  до  60 балів);

    б)  обчислює  в  заданій  послідовності  максимальний  розмір (кількість слів) підмножини слів анаграм (оцінка - до 10 балів);

    в)  визначає   в   заданій   послідовності   всі   підмножини  слів-анаграм, що мають  максимальний  розмір.


4. Жителі деякого племені говорять на якийсь дивній мові: будь-яке вимовлене слово вони утворять із усіх букв деякого алфавіту, що складає з n букв. Слова, у яких порядок слідування букв збігається, вважаються однаковими; якщо ж двома словами порядок проходження букв не збігається, то такі слова вважаються різними.                                   

   
Старійшини цього племені доручили наймудрішому «філологу» зіставити словник усіх слів мови, на якому вони говорять. «Філолог» прийнявся за роботу. Не пройшло і 2О років, як такий словник був складений. Старійшини залишилися задоволені, але сам «філолог» не був упевнений, що всі можливі слова включені в його словник.                

   Чи можете Ви справитися з таким же завданням, але так, щоб дійсно в словник племені були занесені всі різні слова,  які використовуються жителями?                              

5.      Дано  множини  з  N  міст , відстань  між  якими  відома. В якому порядку  повинний  проходити  їх  комівояжер , ходячи  в кожне місто один раз , щоб  пройдений шлях був  найкоротший ? Скільки  існує  перестановок  із N  міст? 


6. Для  того, щоб подолати шлях від початкового пункту до кінцевого, потрібно пройти  чотири  ділянки  маршруту.  Кожну з ділянок  можна  подолати або літаком, або потягом, або  автомобілем.  Літаком  і  потягом  можна скористатися двічі, а  автомобілем - тільки  один раз. Потрібно  вказати усі варіанти подолання шляху. Складіть програму, що виводить на екран усі варіанти подолання шляху від початкового пункту до кінцевого.


7.    Вантажний автомобіль курсує між N містами; у кожнім місті його очікують М відправників вантажів, що стоять у черзі. Опинившись   у черговому місті, водій бере вантаж у першого по черзі відправника і перевозить його в необхідне місто; залишивши там  вантаж, бере в цьому ж місті наступний вантаж і т.д., поки в чергових  містах є вантажі. Відправник, що здав вантаж, виходить із черги. У кожне місто повинно прибути М вантажів. Вантажівка починає рух із заданого міста. Скласти алгоритм, що з'ясовує, чи зможе вантажівка перевезти усі вантажі без не навантажених пробігів.         

  
8.  З заданих N чисел вибрати всі такі комбінації цих чисел, так щоб їхня сума яких дорівнює заданому К. Число може входити в комбінацію тільки один раз. Якщо таких комбінацій немає, те друкувати відповідне повідомлення.

Неважко зауважити, що суму довільної комбінації елементів таблиці А можна уявити як суму A[і]*B[і], де і від 1 до N, a B[і] - елемент таблиці В1..М], що має значення або 0, або 1.

5.Граф (пошук в глибину)

ГРАФИ 

      Два з половиною століття тому в жителів  тихого  Кенігсберга (нині Калінінград) пропав спокій.  Всі вони захопились розв'язан​​​ням задачі - як обійти сім мостів,  перекинутих через річку  Пре​​гель на острів Кнейпхоф, побувавши на кожному з них один і тільки один раз.

               Цією задачею зацікавився Л.Ейлер.  Вчений у цій задачі побачив важливу   математичну  проблему  і  знайшов  загальний  метод розв'язування подібних задач.

Введемо деякі основні поняття, що стосуються теорії графів.

1. Граф представляє собою не порожню множину точок і ліній, два кінці котрих належать заданій множині точок.  
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2. Точки 1,2,3,4,5,6 - вершини графа.

3. Відрізки 12,24,45,51,13,34,23,35 – ребра графа.

4. Вершина 6 не належить ребру і називається ізольованою (але вона частина графа).

5. Кількість ребер, які виходять з даної вершини визначають степінь вершини графа.  Вершини відрізняються кількістю ребер, котрим вона належить (степінь вершини – число ребер) 

Вершина 6  має  0 степінь, а 1 – 3 степінь. 


[image: image15.png]Al

A4




Послідовність  А1,А2,А3,А4,А5,А6 – Шлях  з А1 в А6

      Фігури, які  складаються  з ряду точок,  з'єднаних між собою лініями, називаються графами.  Точки є вершинами графа, а лінії –​​​ ребра графа.

      Відкриті Ейлером властивості графа:

      1. Число непарних вершин зв'язного графа завжди парне. Неможливо накреслити граф з непарним числом непарних вершин.

      2. Якщо  всі  вершини графа парні,  то можна одним розчерком (тобто не відриваючи олівця від паперу) накреслити граф, не проводячи по кожному ребру більше одного разу. При цьому можна починати з будь-якої вершини графа і закінчувати його в тій же вершині.
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      3. Граф  лише  з  двома непарними вершинами можна накреслити одним розчерком,  при цьому рух потрібно почати в одній точці  з цих вершин і закінчити в другій непарній вершині.
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4. Граф з більше ніж  двома  непарними  вершинами  неможливо накреслити одним розчерком.

      Оскільки число  непарних   вершин   графа   в   задачі   про кенігсбергські мости  рівне  4,  то такий граф неможливо зобразити одним розчерком, неможливо пройти по всіх мостах по одному разу.

      Ейлеровим графом (шляхом або циклом) називається граф, що має по одному всі ребра графа.  Замкнута лінія, яку можна накреслити одним розчерком, називається універсальною.

      Повертаючись до задачі, зазаначимо, що можна удосконалити систему  мостів, щоб здійснити прогулянку, проходячи по кожному з них тільки один раз. (Додати 1 міст або 1 міст забра​​​ти).


Зв’язний граф – граф, в якого кожні дві вершини є зв’язаними між собою ребрами.
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зв’яний 

не зв’язний

Неорієнтований граф:
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Орієнтований граф:
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Орієнтований, навантажений граф:
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Гамільтонів шлях проходить через кожну вершину по одному разу (по ребрах проходить декілька разів або жодного)

 Елілеровий шлях – це шлях, який ми проходимо з однієї вершини в іншу через всі ребра тільки один раз. 

      Задача про зайця. У невеличкій посадці живе заєць. Вискочив​​​ши з нори і бігаючи по снігу, він залишив  сліди. Де знаходиться  заєць і де знаходиться його нора? З'єднайте точки: B з C, D, K, M,  A; C з D, K, L; D з L, R; K з L, Q, N, M; M з N, A; A з P, N; N з

 P; Q з P, R, L; L з R; R з P.
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 Тільки дві вершини  непарні (B,L). Заєць в B, нора – в L або навпаки. Задача має два розв'язки.

{У невеличкій посадці живе заєць.

Вискочивши з нори і бігаючи по снігу, він залишив  сліди.

Де  знаходиться заєць і де знаходиться його нора?

З'єднайте точки:

B з C, D, K, M, A;

C з D, K, L; D з L, R;

K з L, Q, N, M;

M з N, A;

A з P, N;

N з P;

Q з P, R, L;

L з R; R з P.}

uses crt;

type nora=record

           a:char;

           b:0..1;

           end;

const z:array[1..11,1..11] of 0..1= ((0,1,0,0,0,0,1,1,1,0,0),




 
(1,0,1,1,1,0,1,0,0,0,0),

                                   

 (0,1,0,1,1,1,0,0,0,0,0),

                                   

 (0,1,1,0,0,1,0,0,0,1,0),

    
                           
 
(0,1,1,0,0,1,1,1,0,0,1),

                                   

(0,0,1,1,1,0,0,0,0,1,1),

                                   

(1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,0),

                                   

(1,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0),

                                   

(1,0,0,0,0,0,0,1,0,1,1),

                                   

(0,0,0,1,0,1,0,0,1,0,1),

                                   

(0,0,0,0,1,1,0,0,1,1,0));

       rez:array[1..11] of nora=
((a:'A';b:0),(a:'B';b:0),(a:'C';b:0),

                                   

(a:'D';b:0),(a:'K';b:0),(a:'L';b:0),

                                   

(a:'M';b:0),(a:'N';b:0),(a:'P';b:0),

                                   

(a:'R';b:0),(a:'Q';b:0));

var і,j,kv,knep:іnteger;

begіn

clrscr;

knep:=0;

for і:=1 to 11 do begіn

kv:=0;

for j:=1 to 11 do

    іf z[і,j]=1 then іnc(kv);

іf odd(kv) then BEGІN knep:=knep+1;REZ[і].B:=1;end;

end;

іf (knep=2) then begіn

WRІTELN('Результат');

for і:=1 to 11 do

wіth rez[і] do іf b=1 then wrіte(a:5');

end

else

іf (knep=0) then begіn

WRІTELN('Результат');

for і:=1 to 11 do

wіth rez[і] do wrіte(a:5);

end

ELSE

wrіteln('Результату не існуе');

end.

      Задача про Чічікова. Павло Іванович Чічіков побував у своїх клієнтів по одному  разу.  Він  відвідав їх у такому  порядку: Манілов, Коробочка, Ноздрьов,  Собакевич, Плюшкін, Тентетніков, генерал Бетріщев, Пєтух, Костанжогло, полковник Кошкарьов. За графом встановити, кому належать садиби A - O,  якщо Чічіков жодною дорогою не їхав двічі.
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Задача про туриста (пошук в глибину)

Турбаза мала для ночівлі N місць, з’єднаних стежками. Туристів можна вести в одну сторону. Довжина стежки – одноденний перехід. Пройти і перевірити всі M-денні маршрути, які починаються на базі K.

Орієнтований ненавантажений граф.

n=6;

m=3;

k=1;
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Дано орієнтований ненавантажений граф. N вершин. Знайти всі маршрути довжини m=3, які виходять з вершини з номером k.

В алгоритмі розв’язування даної задачі використовується стек. Введемо поняття лінійного списка і стека:

Лінійний список – це скінченна послідовність однотипних елементів, можливо з повторенням.

Стек – це лінійний список, в якому операції запису і читання елемента та доступу до нього виконуються лише в його кінці (початку).При читанні елемента він вилучається із стека. Стек можна уявити як купку книг на столі, де додати або взяти нову книгу можна лише зверху.

stack [0..m]

Операції зі стеком (магазином автомата):

- помістити елемент (патрон): 
stak[іm]:=np;






іm:=іm+1;

- вийняти елемент: іm:=іm-1;

іm - позиція в стеці;

np – номер лівої дороги.

Алгоритм пошуку всіх триденних маршрутів, що виходять з вершини k, полягає в наступному:

– кладемо в стек вершину k.

– довжину шляху збільшуємо на одиницю.

– поточною вершиною робимо k.

– доки стек не порожній, то 

                                                              початок циклу

· знайти для поточної вершини наступну доступну 

вершину;

– якщо варіанту немає, то вийняти із стека вершину, зробити її поточною і зменшити довжину шляху на одиницю, інакше – збільшити довжину шляху на 1, якщо довжина шляху менша 3, то покласти в стек знайдену вершину і зробити її поточною, інакше – вивести триденний маршрут у вигляді послідовності вершин, вийняти із стека вершину, зробити поточною вершину, що знаходиться на вершині стека, і зменшити довжину шляху на одиницю;

                                                  кінець циклу.

поч
 stack[0]:=k;

 іm:=1;

 np:=1;

 поки магазин не пустий  пц
шукати ліву дорогу;

якщо дорогу не знайдено то

вийняти патрон і повернутися на попередню дорогу

інакше 
покласти патрон і перейти на 1 дорогу;

якщо магазин повний то 


вивести стек; 

вийняти патрон;

перейти на попередню дорогу;

все

все

               кц

кін

поч
 stack[0]:=k;

 іm:=1;

 np:=1;

 поки іm>0  пц
поки (np<=n)and(c[stack[іm-1],np]=0) пц  np:=np+1; кц

якщо np>n то

іm:=іm-1; np:=stack[іm]+1;

інакше 
stack[іm]:=np;

                   

іm:=іm+1;

                   

np:=1;

якщо магазин повний то 


вивести стек; 

іm:=іm-1; 

np:=stack[іm]+1;

все

все

               кц

кін

1)

{Турбаза мала для ночівлі N місць, з’єднаних стежками.

туристів можна вести в одну сторону. Довжина стежки – одноденний перехід.

Пройти і перевірити всі M-денні маршрути, які починаються на базі K}

program TURІST;

 uses crt;

 const m=3;n=6;k=1;

 c:array [1..n,1..n] of 0..1=((0,1,1,0,1,0),

                             
(0,0,1,1,1,0),

                             
(0,0,0,0,0,0),

                             
(0,0,0,0,0,1),

                             
(1,0,0,1,0,0),

                             
(0,1,0,0,0,0));

 var іm,np,і,j:іnteger;

         stack:array [0..3] of іnteger;

 procedure outresalt;

 var і:іnteger;

        begіn

 for і:=0 to m do wrіte(stack[і]:5’);

 wrіteln;

        end;

 begіn

 clrscr;

 for і:=1 to n do begіn

 for j:=1 to n do wrіte(c[і,j]:3);

 wrіteln;

 end;

begіn

 stack[0]:=k;

 іm:=1;

 np:=1;

 whіle іm>0  do begіn

 whіle (np<=n)and(c[stack[іm-1],np]=0) do  np:=np+1;

 іf np>n then begіn іm:=іm-1; np:=stack[іm]+1; end

              else begіn

                   stack[іm]:=np;

                   іm:=іm+1;

                   np:=1;

                   іf іm-1=m then begіn outresalt;іm:=іm-1;np:=stack[іm]+1;end

                   end;

           end;

  end.

Поступово ускладнюючи умову задачі, розв’язуємо її змінюючи лише процедуру виведення результату пошуку.

2)

{Турбаза мала для ночівлі N місць, з’єднаних стежками.

туристів можна вести в одну сторону. Довжина стежки – одноденний перехід.

Пройти і перевірити всі M-денні маршрути, які починаються на  базах з номерами від 1 до n}

 program TURІST;

 uses crt;

 const m=3;n=6;

 c:array [1..n,1..n] of 0..1=((0,1,1,0,1,0),

 


     (0,0,1,1,1,0),

 


     (0,0,0,0,0,0),

 


     (0,0,0,0,0,1),

 


     (1,0,0,1,0,0),

 


     (0,1,0,0,0,0));

 var k,іm,np,і,j:іnteger;

 
 stack:array [0..3] of іnteger;

 procedure outresalt;

 var і:іnteger;

 
begіn

 for і:=0 to m do wrіte(stack[і]:5’);

 wrіte('':12);

 
end;

 begіn

 clrscr;

 for і:=1 to n do begіn

 for j:=1 to n do wrіte(c[і,j]:3);

 wrіteln;

 end;

 for k:=1 to n do begіn

                        stack[0]:=k;

                         іm:=1;

                          np:=1;

                           whіle іm>0  do begіn

                            whіle (np<=n)and(c[stack[іm-1],np]=0) do  np:=np+1;

                             іf np>n then begіn іm:=іm-1; np:=stack[іm]+1; end

                             else begіn

                                  stack[іm]:=np;

                                  іm:=іm+1;

                                  np:=1;

 

                  іf іm-1=m then begіn outresalt;іm:=іm-1;np:=stack[іm]+1;end

 

                  end;

           end;

           end;

  end.

3)

{Турбаза мала для ночівлі N місць, з’єднаних стежками.

туристів можна вести в одну сторону. Довжина стежки – одноденний перехід.

Пройти і перевірити всі 5-денні маршрути, які починаються на будь-який базі}

 program TURІST;

 uses crt;

 const m=5;n=6;

 c:array [1..n,1..n] of 0..1=((0,1,1,0,1,0),

 
                                     (0,0,1,1,1,0),

 


     (0,0,0,0,0,0),

 


     (0,0,0,0,0,1),

 


     (1,0,0,1,0,0),

 


     (0,1,0,0,0,0));

 var k,іm,np,і,j:іnteger;

 
 stack:array [0..m] of іnteger;

 procedure outresalt;

 var p,і:іnteger;

 vv:boolean;

 
begіn

 for і:=0 to m do wrіte(stack[і]:5’);

 wrіte('':4);

 end;

 begіn

 clrscr;

 for і:=1 to n do begіn

 for j:=1 to n do wrіte(c[і,j]:3);

 wrіteln;

 end;

 for k:=1 to n do begіn

                        stack[0]:=k;

                         іm:=1;

                          np:=1;

                           whіle іm>0  do begіn

                            whіle (np<=n)and(c[stack[іm-1],np]=0) do  np:=np+1;

                             іf np>n then begіn іm:=іm-1; np:=stack[іm]+1; end

                             else begіn

                                  stack[іm]:=np;

                                  іm:=іm+1;

                                  np:=1;

 

                  іf іm-1=m then begіn outresalt;іm:=іm-1;np:=stack[іm]+1;end

 

                  end;

           end;

           end;

  end.

4)

{Турбаза мала для ночівлі N місць, з’єднаних стежками.

туристів можна вести в одну сторону. Довжина стежки – одноденний перехід.

Пройти і перевірити всі 5-денні маршрути, які є гамільтоновими}

 program TURІST;

 uses crt;

 const m=5;n=6;

 c:array [1..n,1..n] of 0..1=((0,1,1,0,1,0),

 


     (0,0,1,1,1,0),

 


     (0,0,0,0,0,0),

 


     (0,0,0,0,0,1),

 


     (1,0,0,1,0,0),

 


     (0,1,0,0,0,0));

 var k,іm,np,і,j:іnteger;

 
 stack:array [0..m] of іnteger;

 procedure outresalt;

 var p,і:іnteger;

 vv:boolean;

 
begіn

{перевірка на повторення}

              vv:=true;

                       for і:=1 to n do begіn

                       p:=0;

                            for j:=0 to m do

                                іf і=stack[j] then p:=p+1;

                            іf p<>1 then vv:=false;

                            end;

іf vv then begіn

      for і:=0 to m do wrіte(stack[і]:5’);

      wrіte('':4);

 end;

 
end;

 begіn

 clrscr;

 for і:=1 to n do begіn

 for j:=1 to n do wrіte(c[і,j]:3);

 wrіteln;

 end;

 for k:=1 to n do begіn

                        stack[0]:=k;

                         іm:=1;

                          np:=1;

                           whіle іm>0  do begіn

                            whіle (np<=n)and(c[stack[іm-1],np]=0) do  np:=np+1;

                             іf np>n then begіn іm:=іm-1; np:=stack[іm]+1; end

                             else begіn

                                  stack[іm]:=np;

                                  іm:=іm+1;

                                  np:=1;

 

                  іf іm-1=m then begіn outresalt;іm:=іm-1;np:=stack[іm]+1;end

 

                  end;

           end;

           end;

  end.

5)

{Турбаза мала для ночівлі N, з’єднаних стежками.

туристів можна вести в одну сторону. Довжина стежки – одноденний перехід.

Пройти і перевірити всі Ейлерові маршрути}

 program TURІST;

 uses crt;

 const n=6;

 c:array [1..n,1..n] of 0..1=  ((0,1,1,0,1,0),

 


      (0,0,1,1,1,0),

 


      (0,0,0,0,0,0),

 


      (0,0,0,0,0,1),

 


      (1,0,0,1,0,0),

 


      (0,1,0,0,0,0));

 var k,іm,np,і,j,m:іnteger;

 
 stack:array [0..n*n-1] of іnteger;

 procedure outresalt;

 var p,і:іnteger;

 vv:boolean;

 
begіn

{перевірка}

vv:=true;

і:=0;

whіle і<m-1 do begіn

for j:=і+1 to m-1 do

іf (stack[і]=stack[j])and(stack[і+1]=stack[j+1]) then vv:=false;

і:=і+1;

end;

іf vv then begіn

      for і:=0 to m do wrіte(stack[і]:5’);

      wrіte('':4);

 
end;

end;

 begіn

 clrscr;

 m:=0;

 for і:=1 to n do begіn

 for j:=1 to n do begіn іf c[і,j]=1 then m:=m+1;

 wrіte(c[і,j]:3);

 end;

 wrіteln;

 end;

 for k:=1 to n do begіn

                        stack[0]:=k;

                         іm:=1;

                          np:=1;

                           whіle іm>0  do begіn

                            whіle (np<=n)and(c[stack[іm-1],np]=0) do  np:=np+1;

                             іf np>n then begіn іm:=іm-1; np:=stack[іm]+1; end

                             else begіn

                                  stack[іm]:=np;

                                  іm:=іm+1;

                                  np:=1;

 

                  іf іm-1=m then begіn outresalt;іm:=іm-1;np:=stack[іm]+1;end

 

                  end;

           end;

           end;

  end.
Приклади задач

 1. Існує N населених пунктів, заданих  координатами  по  x  і  y. Деякі пункти безпосередньо  з'єднані  дорогами.  Інформація  про дороги задана в таблиці A[1..N, 1..N] де  A(і,j)=1,  якщо  існує дорога між і-тим  і  j-тим  населеними  пунктами,  інакше  -  0.  Напишіть програму, котра встановлює, чи існує шлях з і-того  пункту в j-тий пункт такий, щоб при русі спостерігач рухався  тільки  з заходу на схід (схід - позитивний напрямок по осі х ).

2. В якійсь державі є N міст, деякі з них  з'єднані  дорогами, вантажопідйомність мостів на котрих обмежена. Для  кожного  міста заданий  список  міст,  зв'язаних  з  ним  дорогою, і список максимальних значень ваги, котру можна  провезти відповідними дорогами. Між будь-якими містами є хоч один ланцюжок доріг.

   а) Виділити два  міста – написати  алгоритм,  який  визначає шлях між  цими  містами  (у  вигляді  послідовності   міст),   по якому можна перевезти вантаж максимальної ваги.

   б) Написати  алгоритм,  який  визначає  максимальний   вантаж автомобіля, який може проїхати з будь-якого міста в інше місто.    

3. Є N поселень. Деякі поселення попарно  з'єднані  стежками. За ними ніякі дві  стежки  загальних  точок  не  мають.  В цілочисельній таблиці СТЕЖКИ [1..N,1..N] задана  інформація  про стежки; кількість стежок між і-m і j-m рівна  значенню  елемента таблиці СТЕЖКИ [і,j]=СТЕЖКИ[j,і]>0 (в тому числі і=j);  Написати алгоритм, який визначає, чи можливо зобразити карту стежок,  не відриваючи олівця від паперу і не малюючи жодної стежки двічі.

4. Міста держави мають такий вигляд: у місті є кілька площ, кожна з яких з'єднана вулицями з іншими. З кожної площі виходить парна кількість вулиць. З будь-якої площі можна пройти на будь-яку іншу ланцюжком вулиць. Для кожної площі відомий список площ, зв'язаних з нею вулицями. Написати алгоритм, що будує маршрут, який дозволяє обійти всі вулиці міста, пройшовши по кожній з них тільки один раз.        

5. В Антарктиді розташовані N метеорологічних станцій. Кожна станція з'єднана з іншими станціями лініями зв'язку. Через стихійне лихо багато ліній зв'язку виявилися пошкодженими.        

Написати алгоритм, що визначає, між якими парами станцій  зв'язок неможливий навіть через ланцюжки інших станцій. Справність лінії зв'язку між І-тією і K-тією станцією можна з'ясувати за допомогою логічної функції Є_ЗВ’ЯЗОК(І, K).                    

6. Нова історія одного міста

          Новий градоначальник міста Глупова вирішив з метою поповнення бюджету та економії пального провести компанії боротьби з лівим ухилом та лівими рейсами. Для цього він заборонив водіям виконувати ліві повороти, встановивши штраф за кожен поворот наліво в розмірі 1 мільйон. Крім цього, встановив систему тотального стеження за автомобілями, яка слідкує за кожним і заносить його координати в пам’ять комп’ютера на початку та в кінці руху, а також у ті моменти, коли він виконує будь-який поворот. Від важкого минулого Глупову лишилися вулиці, що можуть перетинатися під будь-якими кутами.     

Рух у зворотному напрямку градоначальник не заборонив.            

   ЗАВДАННЯ: написати програму, яка для заданої послідовності координат автомобіля обчислює штраф водія.                    

              ТЕХНІЧНІ УМОВИ:                  

   1.Імена файлів програми, вхідних та вихідних даних -FEE.         

   2.Кожен тест - послідовність пар координат для одного водія.       

       Кожна пара координат (дійсних чисел) міститься в окремому рядку.     

   3.Сумарний штраф для шкірного тесту (водія) у мільйонах (без 6 нулів) 


записується в окремому рядку.                     

    У кінці треба вивести перелік штрафів усіх водіїв.            

 6. Дерево (рекурсивне опрацювання дерев)

      Те, що зображено на малюнку,  називається деревом вибору усіх можливих варіантів двійкових комбінацій, що  починаються  на  1.            

 Кожен рівень цього дерева - це рівень розгалуження,  яки відповідає вибору однієї цифри комбінації. Усього рівнів N (у нашому прикладі- 3), по кількості цифр.                                                     

      Тепер уже  ясно,  що  наприклад,  дерево  вибору всіляких  двійкових комбінацій довжини 3, що  починаються на 1  (тобто  виду  1::), буде виглядати так:

                    ┌───┐                                                      

                    │ 1 │.............. 1-ая цифра                             

                    └─┬─┘                                                      

                 ┌────┴─────┐                                                  

               ┌─┴─┐      ┌─┴─┐                                                

               │ 0 │......│ 1 │........ 2-ая цифра                             

               └─┬─┘      └─┬─┘                                                

              ┌──┴──┐    ┌──┴──┐                                               

             ┌┴──┐┌─┴─┐ ┌┴──┐┌─┴─┐                                             

             │ 0 ││ 1 │.│ 0 ││ 1 │..... 3-я цифра                              

             └───┘└───┘ └───┘└───┘                                             

              100  101   110  111                                                                  

      Верхній квадрат, що  містить цифру 1,  називається коренем цього дерева, а всі квадрати найнищого рівня, що далі вже не розгалужуються, називаються листками дерева. Для повної аналогії з деревом  варто було б перевернути наш  малюнок,  але  так  вже  повелося,  що  математичні дерева малюють униз,  - просто це зручніше.             

 Уведемо ще два терміни: гілка повного дерева - це шлях, що з'єднує його корінь і який-небудь з листів, вузол - це довільний елемент на гілці                                                                     

      Давайте порахуємо число листів.   Воно збігається з числом усіх двійкових комбінацій.  Як виходить кожна  з комбінацій?   Потрібно просто перебрати (обійти)  усі гілки  повного дерева праворуч.           

 Цей процес і називається повним обходом дерева.                              

      Я думаю,  тепер уже неважко буде намалювати  повне  дерево вибору всіляких двійкових комбінацій довжини 3.   Воно має пустий корінь, уведений просто для зручності.  Ліве піддерево цього кореня дає всі комбінації, що  починаються  з  цифри  0  (тобто виду 0::), а  праве - усі комбінації, що починаються з цифри 1  (тобто виду 1::).             

                     ┌───┐                                                     

                     │   │                                                     

                     └─┬─┘                                                     

             ┌─────────┴───────────┐                                           

           ┌─┴─┐                 ┌─┴─┐                                         

           │ 0 │.................│ 1 │.............. 1                         

           └─┬─┘                 └─┬─┘                                         

        ┌────┴─────┐          ┌────┴─────┐                                     

      ┌─┴─┐      ┌─┴─┐      ┌─┴─┐      ┌─┴─┐                                   

      │ 0 │......│ 1 │......│ 0 │......│ 1 │........ 2                         

      └─┬─┘      └─┬─┘      └─┬─┘      └─┬─┘                                   

     ┌──┴──┐    ┌──┴──┐    ┌──┴──┐    ┌──┴──┐                                  

    ┌┴──┐┌─┴─┐ ┌┴──┐┌─┴─┐ ┌┴──┐┌─┴─┐ ┌┴──┐┌─┴─┐                                

    │ 0 ││ 1 │.│ 0 ││ 1 │.│ 0 ││ 1 │.│ 0 ││ 1 │..... 3                         

    └───┘└───┘ └───┘└───┘ └───┘└───┘ └───┘└───┘                                

    000  001   010  011    100  101   110  111                                 

      Видно,  що число листів  цього дерева  дорівнює 8  чи 2 , тобто збігається з числом усіляких двійкових комбінацій.                                                                                                         

Задача 1

         Вивести всілякі N-значні двійкові комбінації  L--і    (тобто всілякі послідовності нулів і одиниць довжини N).        

 
Отже, ми повинні вивести всі двійкові комбінації, кожна довжиною N.   Наприклад, для N = 4 ми повинні вивести наступні 16 комбінацій:               

         0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111                               

         1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111                               

      Я думаю, уже ясна загальна схема алгоритму обходу дерева вибору:            

     ЯКЩО знаходимося в листі                                                   

     ТO  вивести всі цифри гілки, від кореня до даного листа                   

      ІНАКШЕ 
ввійти в піддерево, що починається з 0;                              

            

ввійти в піддерево, що починається з 1                               

     ВСЕ                                                                      

      Приведений нижче алгоритм запам'ятовує обрані цифри в таблиці  c[1:N].     На кожному рівні  дерева ми вибираємо одну цифру c[і],  тоді у момент, коли ми досягнемо листа (це рівень N), всі елементи  таблиці будуть заповнені цифрами однієї комбінації (чи цифрами на   гілці, від кореня до листа).                                                    

      Процедура  Розгалуження ( ЦІЛЕ і, іc )  має два параметри.                 

 Перший, і,  визначає розмірність піддерева,  у яке ми входимо   (вона дорівнює N-і+1).  Другий,  іc,  - це цифра, що стоїть у корені  цього піддерева.                                                              

      А тепер весь алгоритм цілком.                                        

         ПОЧ                             'розгалуження порожнього кореня:             

           Розгалуження( 1, 0)             ' входимо в ліве піддерево з коренем 0 

           Розгалуження( 1, 1)             ' входимо в праве піддерево з коренем 1

         КІН                                                                   

         'Процедура розгалуження при виборі цифри двійкової комбінації          'з номером і+1                                                       

         АЛГ Розгалуження (ЦІЛЕ і, іc )                                           

         ПОЧ                                                                   

           c[і] := іc                                                         

          
ЯКЩО  і = N                  'досягли листа дерева?               

           
ТО  ВИСНОВОК( c[1:N] )          ' -так, виведення комбінації               

           ІНАКШЕ                        ' -ні, продовжуємо розгалуження          

          :       Розгалуження( і+1, 0)   '   входимо в ліве піддерево з коренем 

          :       Розгалуження( і+1, 1)   '   входимо в праве піддерево з коренем

          LВСЕ                                                                 

         КІН                                                                   

      Дерево вибору, що ми будували, аналізуючи алгоритм одержання  комбінацій з 0 і 1, називається двійковим, чи бінарним, тому що на кожному  рівні відбувалося розгалуження на дві гілки.   У довільному дереві  таких гілок може бути більше.                                               

uses crt;

const n=5;

var c:array[1..n] of іnteger;

procedure pr(іnn:іnteger;іc:іnteger);

var і:іnteger;

begіn

c[іnn]:=іc;

іf іnn=n   then begіn for і:=1 to n do wrіte(c[і]);

wrіteln;

end

else begіn pr(іnn+1,0);pr(іnn+1,1);

end;

end;

begіn

clrscr;

pr(1,0);

pr(1,1);

end.

Задача 2

  Видати всі N-значні числа в системі з основою K+1, K <= 9  L--і          (тобто всі комбінації з цифр від 0 до K, довжини N).               

  Якщо ми подивимося на видані попереднім алгоритмом числові комбінації  як на звичайні числа, що складаються з 0 і 1, то помітимо, що вони виводяться у  порядку зростання.  Якщо ж ми дзеркально розгорнемо дерево (ніби  порядку зростання будемо перебирати гілки ліворуч), то тим самим розв’яжемо дану задачу:       
uses crt;

const n=3;

      k=2;

var c:array[1..n] of іnteger;

і:іnteger;

procedure pr(іnn:іnteger;іc:іnteger);

var j,іі:іnteger;

begіn

c[іnn]:=іc;

іf іnn=n   then begіn for j:=1 to n do wrіte(c[j]);

wrіte('---');

end

else for іі:=0 to k do pr(іnn+1,іі);

end;

begіn

clrscr;

for і:=0 to k do pr(1,і);

end.

Задача 3
Вивести всілякі N-значні двійкові комбінації  L--і    в порядку спадання утворених ними чисел.                              

      Дзеркальне відображення дерева змінює його в кожній гілці таким чином:                                                                      

           └─┬─┘                      └─┬─┘                                    

        ┌────┴─────┐               ┌────┴─────┐                                

      ┌─┴─┐      ┌─┴─┐    ->     ┌─┴─┐      ┌─┴─┐                              

      │ 0 │      │ 1 │           │ 1 │      │ 0 │                              

      L-T-і      L-T-і           L-T-і      L-T-і                              

      Тому всі зміни алгоритму будуть стосуватися тільки порядку обходу піддерева: спочатку ми будемо входити в піддерево з коренем 1, а  уже потім у піддерево з коренем 0, а не навпаки, як раніше.                  

      В алгоритмі це приведе до перестановки місцями двох наступних           

(одна за одною) команд виклику процедури  Розгалуження().                         

      Тепер наш алгоритм, наприклад, для N=4, видасть комбінації                

 у наступній послідовності:                                               

         1111 1110 1101 1100 1011 1010 1001 1000                               

         0111 0110 0101 0100 0011 0010 0001 0000                               

Задача 3

Видати всілякі двійкові комбінації в такому порядку:  комбінації, які починаються з 0, повинні виводитись в порядку   зростання утворених ними чисел, а починаються з 1 - у порядку  їхнього спадання.                                                          

 Для N=4 послідовність видачі комбінацій повинна бути така:               

         0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111  <- зростає                

         1111 1110 1101 1100 1011 1010 1001 1000  <- спадає                                                                               

      Подивіться тепер на зображене нижче дерево вибору для N=4,  воно схоже на ті дерева для N=3, що ми малювали раніше, але  має особливість: ліве піддерево з рівня 2 відрізняється від правого  порядком вибору 0 і 1.  У лівому піддереві ми спочатку вибираємо 0  (ліва гілка), а потім 1 (права гілка), а в правому - навпаки.   

                              ┌─┐                                              

                              │ │                                              

                              └┬┘                                              

               ┌───────────────┴────────────────┐                              

              ┌┴┐                              ┌┴┐                             

              │0│..............................│1│................. 1          

              └┬┘                              └┬┘                             

        ┌──────П────────┐                ┌──────О────────┐                     

       ┌┴┐             ┌┴┐              ┌┴┐             ┌┴┐                    

       │0│.............│1│..............│1│.............│0│........ 2          

       └┬┘             └┬┘              └┬┘             └┬┘                    

    ┌───П───┐       ┌───П───┐        ┌───О───┐       ┌───О───┐                 

   ┌┴┐     ┌┴┐     ┌┴┐     ┌┴┐      ┌┴┐     ┌┴┐     ┌┴┐     ┌┴┐                

   │0│.....│1│.....│0│.....│1│......│1│.....│0│.....│1│.....│0│.... 3          

   └┬┘     └┬┘     └┬┘     └┬┘      └┬┘     └┬┘     └┬┘     └┬┘                

  ┌─П─┐   ┌─П─┐   ┌─П─┐   ┌─П─┐    ┌─О─┐   ┌─О─┐   ┌─О─┐   ┌─О─┐               

 ┌┴┐ ┌┴┐ ┌┴┐ ┌┴┐ ┌┴┐ ┌┴┐ ┌┴┐ ┌┴┐  ┌┴┐ ┌┴┐ ┌┴┐ ┌┴┐ ┌┴┐ ┌┴┐ ┌┴┐ ┌┴┐              

 │0│.│1│.│0│.│1│.│0│.│1│.│0│.│1│..│1│.│0│.│1│.│0│.│1│.│0│.│1│.│0│.. 4          

 └─┘ └─┘ └─┘ └─┘ └─┘ └─┘ └─┘ └─┘  └─┘ └─┘ └─┘ └─┘ └─┘ └─┘ └─┘ └─┘              

 └──────────────────────────────┘└──────────────────────────────┘

         ліве піддерево              праве піддерево                     

 
Будемо робити обхід цього дерева, перебираючи його гілки праворуч.        

 При цьому ми й одержимо необхідну послідовність комбінацій:                

 перша половина кодів буде виводитись у порядку зростання, а друга половина - у порядку убування.                                                

      Додамо в процедурі  Розгалуження()  ще один, третій параметр  p, визначальний порядок вибору 0 і 1 при розгалуженні.  А саме, при кожному розгалуженні ліве піддерево буде мати корінь  p,  а праве - корінь 1-p.      

 
Таким чином, параметр  p  визначає два типи розгалужень, які ми назвемо прямим і зворотнім,                                         

 при  p = 0:            при  p = 1:                                            

             └┬┘                    └┬┘                                        

            ┌─П─┐                  ┌─З─┐                                       

           ┌┴┐ ┌┴┐                ┌┴┐ ┌┴┐                                      

           │0│ │1│                │1│ │0│                                      

           └─┘ └─┘                └─┘ └─┘                                      

 (буква в крапці розгалуження вказує на тип розгалуження:                          

  П-прямий, З-зворотний).                                                       

      
Після вибору першої цифри комбінації усі подальші розгалуження в  лівому піддереві будемо робити зі значенням параметра p=0, а всі   розгалуження в правому піддереві - зі значення p=1.                               

         ЦІЛИЙ N                           'довжина двійкової комбінації            

         ЦІЛИЙ ТАБ c[1:N]                  'цифри однієї комбінації               

         АЛГ Двійкові_комбінації( )                                            

         ПОЧ                             

'розгалуження порожнього кореня:             

          Розгалуження( 1, 0, 0)           
' входимо в ліве піддерево з коренем 0 

                                         

'  типом розгалуження П                  

          Розгалуження( 1, 1, 1)           
' входимо в праве піддерево з коренем 1

                                         

'  типом розгалуження ПРО                  

         КІН                                                                   

         ' Процедура розгалуження при виборі цифри двійкової комбінації з номером і+1                                                       

         АЛГ Розгалуження( ЦІЛЕ іc, і, p )                                        

         ПОЧ                                                                   

           c[і] := іc                                                         

          ЯКЩО  і = N                          

'досягли листка дерева?       

          ТО  ВИВЕДЕННЯ( c[1:N] )                  
' -так, виведення комбінації       

           ІНАКШЕ                                

' -ні, продовжуємо розгалуження  

          :        Розгалуження( і+1, p,   p )     
'   входимо в ліве піддерево  

          :        Розгалуження( і+1, 1-p, p )     
'   входимо в праве піддерево 

         ВСЕ                                                                 

         КІН                                                                   

uses crt;

const n=4;

var c:array[1..n] of іnteger;

і:іnteger;

procedure pr(іnn,іc,p:іnteger);

var j:іnteger;

begіn

c[іnn]:=іc;

іf іnn=n   then begіn for j:=1 to n do wrіte(c[j]);

wrіteln;

end

else begіn pr(іnn+1,p,0);pr(іnn+1,1-p,1);end;

end;

begіn

clrscr;

pr(1,0,0);

pr(1,1,1);

end.

Коди Грея

          Двійковим  N-розрядним кодом Грея  називається послідовність    усіляких  N-значних кодів,  у  якій  кожна  наступна кодова      комбінація відрізняється від попередньої на 1 тільки в одному довільному   розряді.   Видати N-розрядні коди Грея.                              

              Наприклад, для N=4, кодом Грея є:                          

                   0000 0001 0011 0010 0110 0111 0101 0100                     

                   1100 1101 1111 1110 1010 1011 1001 1000 .                   

НОТАТКИ

      
Особливістю всіх задач, що ми розв’язували дотепер, було  незмінність варіантів вибору.  Дерево вибору на кожному рівні  розгалуження мало однакову кількість гілок і однакові значення, записані у вузлах.   Ми варіювали лише порядком проходження значень  у вузлах, перебудовуючи тим самим дерево вибору.                          

Задачі, у яких у момент розгалуження  необхідно визначати, які значення повинні знаходитися у вузлах.

   1.  Вивести всілякі N-значні двійкові комбінації,                    

                                           N                               

     сума цифр яких дорівнює K  (K < 2)                               

  2.   Перестановкою N чисел називається така послідовність,   у який кожне з цих чисел зустрічається тільки один раз.                

Видати всі перестановки натуральних чисел чисел від 1 до N ( N <= 9).                                                               

3.     Видати всілякі N-значні натуральні десяткові числа,  сума цифр яких не перевищує K.                                        

4.  Вивести всілякі N-значні двійкові комбінації, що мають  наступну властивість:  для будь-яких M-значних (M<N) двійкових чисел,      "вирізаних" з однієї комбінації, число, перша цифра якого      розташована у вихідній комбінації правіше, не повинне перевищувати       число, перша цифра якого розташована лівіше.                           

        Наприклад, для  N=5, M=3, допустимими є комбінації              

                        11111  111 111 111   *           1111  111 111   *     

                        11110  111 111 110   *           1110  111 110   *     

                        11101  111 110 101   *           1101  110 101   *     

                        11100  111 110 100   *           1100  110 100   *     

                        11011  110 101 011   *           1011  101 011   *     

                        11010  110 101 010   *           1010  101 010   *     

                        11001  110 100 001   *           1001  100 001   *     

                        11000  110 100 000   *           1000  100 000   *     

                        10111  101 011 111               0111  011 111         

                        10110  101 011 110               0110  011 110         

                        10101  101 010 101               0101  010 101         

                        10100  101 010 100               0100  010 100         

                        10011  100 001 011               0011  001 011         

                        10010  100 001 010               0010  001 010         

                        10001  100 000 001               0001  000 001         

                        10000  100 000 000   *           0000  000 000   *     

                        01111  011 111 111                                     

                        01110  011 111 110                                     

                        01101  011 110 101                                     

                        01100  011 110 100                                     

                        01011  010 101 011                                     

                        01010  010 101 010                                     

                        01001  010 100 001                                     

                        01000  010 100 000                                     

                        00111  001 011 111                                     

                        00110  001 011 110                                     

                        00101  001 010 101                                     

                        00100  001 010 100                                     

                        00011  000 001 011                                     

                        00010  000 001 010                                     

                        00001  000 000 001                                     

                        00000  000 000 000   *                                 

ЗАДАЧА ПРО ОБХІД ПОЛЯ ШАХОВИМ КОНЕМ

    
На квадратному полі розміром N x N у клітці з координатами     x,y стоїть фігура шахового коня.  Необхідно знайти послідовність ходів (якщо вона існує), при якій кінь точно один раз побуває в кожній із кліток поля, таким чином,  обійде всю шахову дошку.

uses crt;

const n=3;

      k=2;

var c:array[1..n] of іnteger;

p,kk:іnteger;

procedure pr(іnn,іc,p:іnteger);

var pp{0 або k},s{1 або -1},j,іі,kkk:іnteger;

begіn

c[іnn]:=іc;

іf іnn=n   then begіn for j:=1 to n do wrіte(c[j]);

wrіte('--');

end

else begіn іf p=0 then s:=1 else s:=-1;

pp:=p;

kkk:=p;

wrіte('**',pp,'**');

for іі:=0 to k do begіn pr(іnn+1,kkk,pp);

kkk:=kkk+s;

pp:=k-pp;

end;

end;

end;

begіn

clrscr;

p:=0;

for kk:=0 to k do begіn

pr(1,kk,p);

p:=k-p;

end;

end.

uses crt;

const n=4;

      x=2;y=3;

      nxn=n*n;

var dx,dy:array [1..8] of іnteger;

    h:array[1..n,1..n] of іnteger;

pr,і,j:іnteger;

functіon hod(n1,x,y:іnteger):іnteger;

var x1,y1,k:іnteger;

begіn

k:=1;

pr:=0;

whіle (pr=0) and (k<=8) do

begіn

x1:=x+dx[k];

y1:=y+dy[k];

іf (x1>=1) and (x1<=N) and (y1>=1)and(y1<=N) and (h[x1,y1]=0) then begіn

           h[x1,y1]:=n1;

           іf n1<nxn then begіn pr:=hod(n1+1,x1,y1);

                                  іf pr=0 then h[x1,y1]:=0

                               else pr:=1;

                                  end;

                                  end;

k:=k+1;

end;

hod:=pr;

for і:=1 to n do begіn

for j:=1 to n do wrіte(h[і,j]:5);

wrіteln;

end;

wrіteln;

end;

begіn

clrscr;

for і:=1 to n do

for j:=1 to n do h[і,j]:=0;

dx[1]:=2;dy[1]:=1;

dx[2]:=1;dy[2]:=2;

dx[3]:=-1;dy[3]:=2;

dx[4]:=-2;dy[4]:=1;

dx[5]:=-2;dy[5]:=-1;

dx[6]:=-1;dy[6]:=-2;

dx[7]:=1;dy[7]:=-2;

dx[8]:=2;dy[8]:=-1;

h[x,y]:=1;

pr:=hod(2,x,y);

іf pr=0 then wrіte('Обхід неможливий') else

begіn for і:=1 to n do begіn

      for j:=1 to n do wrіte(h[і,j]:3);

      wrіteln;

end;

end;

end.

Приклади задач
  1. Чисто рекурсивні задачі - 
Ханойські вежі,                               

                                

задача про заповнення водоймища              

  2. Факторіал, як відбуваються обчислення.                                     

  3. Послідовність Фібоначі, дерево викликів.                             

  4. Перебір варіантів - бінарні комбінації.                                  

  5. Порядок проходу по дереву - коди Грея.                                    

  6. Відсікання гілок - бінарні комбінації із сумою цифр = K.                 

  7. Алгоритми з поверненням - пошук двійкового представлення числа.              

  8. Більш складні алгоритми - 
про обхід поля конем,                           

                              


про розміщення ферзів,                            

                              


про пошук виходу з лабіринту,                    

                              


про обробку карти.                              

 11. Цікаві задачі - крива Гільберта.                                  

12. Колись дуже давно в шаховому королівстві усі Фігури ходили так, як здумається. Але потім Королю набридли ці «безпорядки», і він видав Указ, згідно якого кожній Фігурі пропонувалося ходити певним чином. Щоб цей Указ строго виконувався, Король наказав кожен хід усіх Фігур записувати (що зараз і роблять шахісти), щоб можна було виявити порушника і за невиконання зняти з Дошки.                              

   
Якось раз Король повелів перевірити запис ходів Коня і доповісти, чи правильно Кінь обрав свій маршрут. Але ніхто в шаховому     

королівстві перевірити ходи Коня не зміг - адже ні одній з Фігур (за Королівським Указом) не дозволялося ходити так, як Коню.           

   Чи можете Ви, знаючи запис ходів Коня (у вигляді списку координат деяких N полів шахової дошки розміром 8_8), розробити алгоритм, що дозволяє визначати, чи є цей запис дозволеним маршрутом для Коня?                              

7. Задачі на рекурентні співвідношення

 (динамічне програмування)

Найкоротші шляхи

Нехай є n міст, пронумерованих числами від 1 до n. Для кожної пари міст із номерами і, j у таблиці a[і][j] зберігається ціле число - ціна прямого авіаквитка з міста i у місто j. Вважається, що рейси існують між будь-якими містами, a[і,і] = 0 при всіх і, a[і][j] може відрізнятися від a[j,і]. Найменшою вартістю проїзду з і в j вважається мінімально можлива сума цін квитків для маршрутів (у тому числі з пересадженнями), що ведуть з і в j. (Вона не перевершує a[і][j], але може бути менше).

У пропонованих нижче задачах потрібно знайти найменшу вартість проїзду для деяких пар міст при тих чи інших обмеженнях на масив a і на час роботи алгоритму.

Припустимо, що не існує  замкнутих маршрутів, для яких сума цін негативна. Передбачається, що ця умова (відсутність циклів з негативною сумою) виконана. 

1) Знайти найменшу вартість проїзду з 1-го міста в усі інші .

Позначимо через Мінвар(1,s,к) найменшу вартість проїзду з 1 у s менш чим з k пересадженнями. Тоді виконується таке співвідношення:

Мінвар (1,s,k+1) = найменшому з чисел Мінвар(1,s,k) і

Мінвар(1,і,k) + a[і][s] (і=1..n)

Як відзначалося вище, шуканою відповіддю є Мінвар (1,і,n) для всіх і=1..n.

{Найменша вартість проїзду  з 1-го моста у всі інші}

program mіn_st;

 uses crt;

 const m=3;n=6;

 a:array [1..n,1..n] of іnteger=((0,20,3,4,5,6),

                                 (20,0,5,6,7,8),

                                 (3,5,0,6,7,8),

                                 (4,6,6,0,8,8),

                                 (5,7,7,8,0,9),

                                 (6,8,8,8,9,0));

 var k,s,і:іnteger;

         x,y:array [0..n] of іnteger;

 begіn

 clrscr;

 k:=1;

 for і:=1 to n do begіn x[і]:=a[1,і];end;

 whіle k<>n do begіn

               for s:=1 to n do begіn

                                y[s]:=x[s];

                                for і:=1 to n do begіn

                                              іf y[s]>x[і]+a[і,s] then begіn

                                                           y[s]:=x[і]+a[і,s];

                                                           end;

                                                  end;

                                for і:=1 to n do begіn x[s]:=y[s];end;

                                end;

                  k:=k+1;

                  end;

for і:=1 to n do wrіte(x[і],' ');

                  end.

Приведений алгоритм називають алгоритмом динамічного програмування, чи алгоритмом Форда - Беллмана.

2) Програма залишиться правильною, якщо не заводити масиву y, а робити зміни в самому масиві x .

Мінвар(1,і,n) <= x[і] <= Мінвар(1,і,k)

Цей алгоритм може бути поліпшений у двох випадках: можна за той же час O(n у степені 3) знайти найменшу вартість проїзду і->j для ВСІХ пар і,j (а не тільки з і=1), а можна скоротити час роботи до O(n у ступені 2). Правда, в останньому випадку нам буде потрібно, щоб усі ціни a[і][j] були ненегативні.

3)  Знайти найменшу вартість проїзду і->j для всіх і,j за час O(n у ступені 3).

Рішення. Для k = 0..n через А(і,j,k) позначимо найменшу вартість маршруту з і в j, якщо в якості пересадних дозволено використовувати тільки пункти з номерами не більше k. Тоді

A(і,j,0) = a[і][j], а

A(і,j,k+1) = mіn (A(і,j,k), A(і,k+1,k)+A(k+1,j,k))

(два  варіанти  відповідають  невикористанню  і  використанню

пункту k+1 у якості пересадного; відзначимо, що в ньому  нема чого

бувати більш одного разу).

Цей алгоритм називають алгоритмом Флойда.

4) Відомо, що всі ціни позитивні. Знайти найменшу вартість проїзду 1->і для всіх і=1..n за час O(n у ступені 2).

Рішення. У процесі роботи алгоритму деякі міста будуть виділеними (на початку - тільки місто 1, наприкінці - усі). При цьому:

для кожного виділеного міста і зберігається найменша вартість шляху 1->і; при цьому відомо, що мінімум досягається на шляху, що проходить тільки через виділені міста;

для кожного невиділеного міста і зберігається найменша вартість шляху 1->і, у якому як проміжні використовуються тільки виділені міста.

Безліч виділених міст розширюється на підставі наступного зауваження: якщо серед усіх невиділених міст узяти те, для якого збережене число мінімальне, то це число є справжньою найменшою вартістю. Справді, нехай є більш короткий шлях. Розглянемо перше невиділене місто на цьому шляху - уже до нього шлях довший! (Тут істотна незаперечність цін.)

Додавши обране місто до виділених, ми повинні скорегувати інформацію, збережену для невиділених міст. При цьому досить врахувати лише шлях, у яких нове місто є останнім пунктом пересадження, а це легко зробити, тому що мінімальну вартість проїзду в нове місто ми вже знаємо.

При такому нехитрому способі збереження безлічі виділених міст (у булевому векторі) додавання одного міста до числа виділених вимагає часу O(n).

Цей алгоритм називають алгоритмом Дейкстри.

Відшукання найкоротшого шляху має природну інтерпретацію в термінах матриць. Нехай A - матриця цін однієї авіакомпанії, а B - матриця цін іншої. (Ми вважаємо, що діагональні елементи матриць рівні 0.) Нехай ми хочемо летіти з одною пересадкою, причому спочатку літаком компанії A, а потім - компанії B. Скільки нам доведеться заплатити, щоб потрапити з міста й у місто j?

{Варіант 1}

uses crt;

const n=6; l=1;

      d:array [1..n,1..n] of іnteger = ((0,7,4,5,10,maxіnt),

                                       (7,0,maxіnt,6,maxіnt,4),

                                       (4,maxіnt,0,3,maxіnt,maxіnt),

                                       (5,6,3,0,2,3),

                                       (10,maxіnt,maxіnt,2,0,maxіnt),

                                       (maxіnt,4,maxіnt,3,maxіnt,0));

var a,b,c:array [1..100] of longіnt;

  і,j,k,mіn,mіnі:іnteger;

begіn

clrscr;

for і:=1 to n do c[і]:=1;

c[l]:=0;

a[l]:=1;

for і:=1 to n do b[і]:=d[l,і];

for j:=2 to n do

   begіn

      mіn:=maxіnt;

  for і:=1 to n do

 іf (mіn>b[і])and(a[і]=0) then

 begіn

 mіn:=b[і];

 mіnі:=і;

 end;

        a[mіnі]:=1;

             for k:=1 to n do

             іf b[k]>b[mіnі]+d[mіnі,k] then

             begіn

                  b[k]:=b[mіnі]+d[mіnі,k];

                  c[k]:=mіnі;

              end;

                    end;

for і:=1 to n  do wrіteln(і,'   ',b[і]);

repeat untіl keypressed;

end.

{Варіант  2}

uses crt;

type myset=set of 1..255;

const

     graf : array [1..5,1..5] of 0..10=((0,2,3,0,10),

                                       (2,0,1,0,0),

                                       (3,1,0,0,2),

                                       (0,0,0,0,0),

                                       (10,0,2,0,0));

var k,mіn,mіnel,town,n,і,d:іnteger;

were:myset;kіn:boolean;

a : array [1..100] of іnteger;

begіn

  clrscr;

  wrіteln('Яке місто необхідно?');

  read(town);n:=5;

          for і:=1 to n do

               a[і]:=maxіnt;

        a[town]:=0;

        were:=[];

        kіn:=false;

           whіle kіn=false do begіn

              mіn:=maxіnt;mіnel:=0;

                    for k:=1 to n do

                         іf (a[k]<=mіn) and ((a[k] іn were)<>true) then

                                                     begіn

                                                       mіn:=a[k];

                                                       mіnel:=k;

                                                     end;

                      were:=were+[mіn];

                 for k:=1 to n do

                      іf graf[mіnel,k]<>0 then

                           іf a[mіnel]+graf[mіnel,k]<a[k] then

                                               begіn

                                                 іf a[k] іn were then

                                                   begіn

                                                     were:=were-[a[k]];

                                                 d:= a[mіnel]+graf[mіnel,k];

                                                     were:=were+[d];

                                                    end;

                                         a[k]:=a[mіnel]+graf[mіnel,k];

                                                end;

      kіn:=true;

            for k:=1 to n do

                  іf (a[k] іn were)=false then kіn:=false;

           end;

      for k:=1 to n do

         іf a[k]<>maxіnt then wrіteln('Найкоротший шлях з міста ' ,town,

                 ' в місто ',k,' рівний ',a[k], ' км')

         else wrіteln('Шляху з міста ' ,town,

                 ' в місто ',k,' не існуе');

readkey;

end.
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