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Глава 5. АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

5.1. Олимпиада - 89

r89_1 Задача  о ханойских башнях "кочует" по учебникам информатики, не миновала она и кировские олимпиады. Суть решения явно просматривается из текста программы.

Вычислим число  f(n) ходов,  необходимых для проведения игры  с n кольцами. Число ходов f(n) получается в результате переноса башни из (n-1)-го  кольца с иглы 1 на иглу 2, затем один ход на перенос n-го  кольца  с  1  иглы на 3 и переноса башни из (n-1)-го кольца с иглы 2 на иглу 3. Следовательно, f(n)=2*f(n-1)+1. Введем функцию g(n)=f(n)+1=2*f(n-1)+2=2*(f(n-1)+1)=2*g(n-1). Имеем: f(0)=0, g(0)=f(0)+1, f(1)=1, g(1)=f(1)+1=2. По индукции g(n)=2n, и, наконец, f(n)=2n-1. Для игры с  30 дисками  требуется 230-1 ходов. Но 210 равно 1024, или  порядка  103.  Следовательно, 230 порядка 109. Предположим, что компьютер за одну секунду выполняет 106 ходов. Потребуется порядка 0.27 часа для решения задачи.

r89_2 Ограничение на представление слова и текста в виде массива символов дано "под алгоритмический язык". В 1989 г. это, видимо, еще было необходимо. 

Самым простым методом поиска является «прямой поиск». Его суть в последовательном сравнении отдельных символов. Поиск продолжается до тех пор, пока не обнаружится вхождение или пока не будет пройдена вся строка s. При этом можно закончить просмотр, когда i будет равно n-m, так как при следующих значениях i длина любого фрагмента строки s с позиции i меньше m. В Приложении приведен текст программы метода «прямого поиска подстроки». Его временная характеристика - t(O(n*m).

Алгоритмы  Р. Бойера, Дж. Мура и Кнута, Мориса, Пратта [5] требуют меньших временных затрат. 


r89_3 Первый вариант решения. Заполним элементы первой строки, а затем заполняем матрицу по следующей схеме.





Требуется N-1 раз заполнить такой «прямой угол» элементов, уменьшая на единицу количество записываемых элементов.


Второй вариант решения еще проще и может служить примером при изучении приемов написания рекурсивных программ. Заполнение одного «отрезка прямой», от следующего отличается изменением значений приращений индексов. Внесем номер приращения в параметр рекурсии и получаем короткую и изящную программу. Разумеется, этими вариантами не исчерпывается все множество возможных решений задачи.

r89_4 Идея  решения. Номера спортсменов записываются первоначально в массив А, номера удаляемых спортсменов - в массив В. Процесс продолжается до тех пор, пока в А есть элементы. Другое решение основано на использовании множественного типа данных - задачу можно считать учебной при его изучении. Фрагмент реализации.

var 
A:set of byte;


i:integer;

begin

...

 A:=[1..N]; {в кругу все спортсмены}

 i:=<номер спортсмена, с которого начинается счет>;

 repeat {считаем, до тех пор, пока в кругу есть спортсмены}



for j:=1 to k do{пропускаем k спортсменов}



 repeat



  i:=i mod n+1;



 until i in A;{находим очередного спортсмена}


  <номер i записываем в массив или выводим на экран>;


  A:=A-[i];{исключаем номер i из множества А}


 until A=[];


end.

r89_5 Текста программы, приведенного в Приложении, достаточно для понимания задачи.

r89_6 Текста программы, приведенного в Приложении, достаточно для понимания задачи.

r89_7 Идея решения: перебор всех двузначных чисел и проверка для каждого из них условия задачи - «сумма цифр числа не меняется при умножении его на 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9». Для проверки условия требуется цикл. С методической точки зрения важно, чтобы он был циклом типа "пока". Если хотя бы для одного из чисел от 2 до 9 условие не выполняется, то осуществляется переход на следующее двузначное число.

r89_8 Текста программы, приведенного в Приложении, достаточно для понимания задачи.

r89_9 Текста программы, приведенного в Приложении, достаточно для понимания задачи.

о89_1 Задача требует аккуратного программирования. Необходимо последовательно убрать пробелы, определить знак числа, преобразовать целую и дробную части числа.

о89_2 Первые четыре совершенных числа 6, 28, 496, 8128 были  известны еще древним грекам. В XII в. Церковь утверждала, что для спасения души достаточно найти пятое число. Оно было найдено в XV в., это число 33 550 336. В 1976 г. было известно 24 совершенных числа, причем наибольшее из них было 219936(219937-1), содержащее около 6000 цифр. К 1989 г. Нашли 52 числа, наибольшее равнялось 256667(256667-1) [6].

В XVIIIв. Эйлер доказал, что каждое четное совершенное число m может быть представлено в виде m=2n-1(2n-1), где 2n-1 - простое число. Простые числа представимы в виде 6*k+1 или 6*k-1. С учетом этих двух фактов в Приложении приведен текст программы (второй вариант), позволяющей находить пять совершенных чисел.

о89_3 Необходимо выполнить сортировку элементов массива, например, по неубыванию (t(Mlog2M). После этого однократный просмотр массива по логике 

s:=1;

for i:=1 to M-1 do if A[i]<>A[i+1] then inc(s);

дает ответ задачи.

Если сделать предположение о том, что значения элементов массива принадлежат некоторому интервалу чисел, то более приемлемым является вариант решения, приведенный в Приложении.

о89_4 Из всех возможных вариантов решения задачи в Приложении приведен текст программы, реализующей метод однократного просмотра массивов A и B.

о89_5 Если точка находится внутри треугольника и S - площадь треугольника, то S=S1+S2+S3 (рисунок). Для вычисления площадей треугольника можно использовать формулу Герона, однако есть более простые формулы.







На рисунке площадь темной области (треугольника) вычисляется по следующей формуле: S=Yj*Xj/2-Xi*Yi/2-(Xj-Xi)*(Yi+Yj)/2=(Xi*Yj-Xj*Yi)/2 - из площади большого треугольника вычитаем площадь маленького и трапеции.




На следующем рисунке площадь заштрихованной области вычисляется также по формуле: S=(Xi*Yj-Xj*Yi)/2, но оказывается отрицательной.

Абсолютное значение S дает площадь треугольника.

о89_6 Первый вариант решения (временно отбрасываем условие о недопустимости использования массива) - подсчитываем подряд все элементы последовательности. Тогда для очередного элемента с номером i уже известны элементы с меньшими номерами, через которые он вычисляется.

f[1]:=1;

for i:=2 to n do 

 if i mod 2=0 then f[i]:=f[i div 2] else f[i]:=f[(i-1) div 2]+f[(i+1) div 2];

Все. Один цикл и есть ответ. Однако мы нарушили условие задачи, да и недостатки решения очевидны. Какую бы размерность массива f мы ни объявляли, всегда можно задать элемент последовательности с номером i на единицу больший значения n. Кроме того, мы вычисляем все элементы последовательности, это недопустимая роскошь - выполнять лишнюю работу удел..., кроме того, не любой компьютер с этим «согласится». Пусть нам необходимо вычислить 49-й элемент. Он вычисляется через сумму 24-го и 25-го элементов, 24-й - равен 12-му, 25-й - через сумму 12-го и 13-го и т. д.(рисунок).
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Можно организовать хранение только части элементов, необходимых для вычисления заданного, например в структуре данных типа «стек». В стек «откладываются» невычисленные значения. Текущие вычисления выполняются с элементом из вершины стека, если он не равен единице. В этом случае мы снижаем требования к размерности массива, так для вычисления, например, 1000-го элемента потребуется стек из 17 ячеек, но, по-прежнему, условие задачи не выполнено, массив есть.

Из формулировки задачи явно просматривается рекурсивная схема реализации. 

function rec(n:integer):integer;

 begin

  if n=1 then rec:=1 else if n div 2 =0 then rec:=rec(n div 2) 

else rec:=rec((n-1) div 2)+rec((n+1) div 2);

 end;

Массива в явном виде нет. Однако глубина вложенности подпрограмм в конкретных языках программирования ограничена, и это обстоятельство определяет пределы  применимости данной логики. Ее можно улучшить, сократив лишние рекурсивные вызовы (рассмотрите случай, когда n=64).

function rec(n:integer):integer;

 begin

  while n div 2=0 do n:=n div 2;

  if n=1 then rec:=1 else rec:=rec((n-1) div 2)+rec((n+1) div 2);

 end;


И все же это не окончательный вариант решения. Из вышеприведенного рисунка видим, что в процессе эволюции (вычисление по рассмотренной схеме) не возникает более двух различных элементов, меняются только кратности их вхождения.


Введем функцию g(n,i,j)=i*f(n)+j*f(n+1) трех аргументов. Для нее верны рекуррентные соотношения:

g(2n,i,j)=i*f(2n)+j*f(2n+1)=i*f(n)+j*f(n)+j*f(n+1)=g(n,i+j,j)
,

g(2n+1,i,j)=i*f(2n+1)+j*f(2n+2)=i*f(n)+i*f(n+1)+j*f(n+1)=g(n,i,i+j).

Искомое значение f(n)=g(n,1,0) (напомним, что f(0)=0). Последовательно применяя рекуррентные соотношения, получаем:

f(n)=g(n,1,0)=....=g(0,i,j)=j.

Осталось оформить эту логику в виде программы, что и сделано в Приложении.

о89_7 Текста программы, приведенного в Приложении, достаточно для понимания задачи.

о89_8 Задача из логики. Маловероятно, чтобы школьники знали правила  минимизации  сложных высказываний. Однако задачу можно решить "в лоб", основываясь только на  таблицах истинности логических операций И, ИЛИ, НЕ (D - промежуточный результат).

	A
	B
	AиB
	(AиB) или не(B)
	(AиB) или неA
	D
	не(AиB)
	не(AиB)иA
	Y

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	1

	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0

	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	1


Нетрудно заметить, что Y=A или не B.

о89_9 Основная сложность задачи  состоит в том,  что  вершины многоугольника лежат на окружности через определенные  углы. Определить  координаты  вершин  многоугольника  можно, только зная N - количество сторон многоугольника. На рисунке показана зависимость между R - радиусом описанной  окружности, А - длиной стороны многоугольника и N.




l=2*pi/N

R=A/(2*sin(pi/N))

X=X0+R*cos(2*pi/N)

Y=Y0-R*sin(2*pi/N)

о89_10 Алгоритм не должен включать тригонометрических функций, квадратного  корня,  а также операций деления и возведения в степень. Если известно, что точка  с координатами (X,Y)  принадлежит окружности, то окружности принадлежат  и точки, показанные на рисунке.







Сложность  задачи заключается в выборе точки с целочисленными  координатами,  которая  находится ближе к истинному положению точки на окружности. Какую точку, А или D, выбрать  -  на этот вопрос нам необходимо ответить. Оценим  величину  R2-W2, так как W2=X2+(Y-1/2)2, то R2-W2=(R-X)*(R+X)-Y*(Y+1)-1/4.  Итак,  если  R2-W2>0, то следует выбирать точку А, при  равенстве  0 - безразлично, а если меньше 0, то точку D. Кроме того, при R2-W2<0 необходимо определить расположение точки C относительно окружности, которое дает знак величины R2-((X+1)2+(Y-1)2)=(R-X)*(R+X)-Y*(Y+2)-2*(X+1). При положительном знаке точка C- "внутри", поэтому при следующей итерации в сравнении должны участвовать точки с координатами (X+1,Y-1) и (X+1,Y-2).

5.2. Олимпиада - 90

r90_1 Задача по методам сортировки. Один из способов ее решения заключается в следующем. Пусть Ивановы должны жить в начале  улицы,  а  Петровы - в  конце. По индексу i (i<j) ищем первого Петрова, i увеличивается с шагом  1.  Если нашли, то ищем Иванова с конца улицы - индекс j, он  уменьшается. Если пара составлена, то совершаем обмен, и  так до тех пор, пока i будет меньше j.

r90_2 Опишем коротко известный алгоритм Брезенхема [11] вычерчивания отрезков по точкам. Алгоритм выбирает оптимальные растровые координаты для представления отрезка. На единицу, в процессе работы, изменяется одна из координат - либо X, либо Y(в зависимости от углового коэффициента), изменение другой координаты (либо на нуль, либо на единицу) зависит от расстояния между действительным положением отрезка и ближайшими координатами сетки. Это расстояние определим как ошибку. Рассмотрим первый октант (отрезки с угловыми коэффициентами, лежащими в диапазоне от 0 до 1).




Из рисунка можно заметить, что если угловой коэффициент отрезка из точки (0,0) больше, чем 1/2, то его пересечение с прямой x=1 будет расположено ближе к прямой y=1, чем к прямой y=0. Следовательно, точка растра (1,1) лучше аппроксимирует ход отрезка, чем (1,0).

{Логика для первого октанта, т.е. для случая 0(dy(dx}

var
x,y,dx,dy:integer;


x1,y1,x2,y2:integer;


ep:real;

begin

...

 x:=x1;y:=y1;dx:=x2-x1;dy:=y2-y1;

 ep:=dy/dx-0.5;

 for i:=1 to dx do begin

  pset(x,y);

  while ep>=0 do begin y:=y+1;ep:=ep-1;end;

  x:=x+1;ep:=ep+dy/dx;

 end;

...

end.

Рассмотрим пример. Отрезок имеет угловой коэффициент 3/8. Если первоначально установить значение ошибки -1/2, то затем можно будет проверять только знак ошибки. Для примера ep=-1/2+3/8=-1/8. Значение ep отрицательно, отрезок пройдет ниже точки (1,1/2), следовательно, точка, (1,0) лучше аппроксимирует положение отрезка. Вычислим ошибку ep=-1/8+3/8=1/4 в следующей точке. Значение ошибки положительно, выбираем точку (2,1). Корректируем ошибку ep=1/4-1=-3/4. Продолжаем вычисления для следующей точки, ep=-3/4+3/8=-3/8, т.е. выбираем точку (3,1). Итак, ошибка - это интервал, отсекаемый по оси Y строящимся отрезком на каждом значении X, относительно -1/2.

Если вместо ep рассматривать величину ep=2*ep*dx, то в приведенной логике вычисление ep:=dy/dx-0.5 заменяется на ep:=2*dy-dx, ep:=ep-1 - на ep:=ep-2*dx, а ep:=ep+dy/dx - на ep:=ep+2*dy. Получаем целочисленный алгоритм Брезенхема. Все случаи для построения общего варианта целочисленного алгоритма Брезенхема приведены на рисунке.





В Приложении приведен текст программы более простого варианта решения задачи.

r90_3 Текста программы решения задачи достаточно для ее понимания.

r90_4 Данный алгоритм относится к разряду рекурсивных. Рекурсивный вызов продолжается до тех пор, пока не дойдем до первого элемента массива. Считаем его максимальным. Затем «на выходе из рекурсии» сравниваем очередной элемент массива со значением максимального.

r90_5 Решение, время которого пропорционально N2, не требует пояснений - первый вариант решения, приведеный в Приложении. Решение со временем О(Nlog2N) требует использования методов быстрой сортировки элементов массива, например сортировки Хоара, - второй вариант решения. При ограничениях на допустимый диапазон значений элементов исходного массива время решения пропорционально N - третий вариант решения. Можно продолжить модификации задачи, например ее решение без использования дополнительного массива.

о90_1 Воспользуемся следующим фактом. Простые числа N  представимы в виде N=6*I+1 или N=6*I-1. При заданном интервале чисел (от 1000 до 2000) минимальное и максимальное значения I равны соответственно 167 и 333. Кроме того, известно, что делители числа N, если они есть, принадлежат интервалу целых чисел от 2 до SQR(N).


о90_2 Задача требует аккуратного программирования. Клетки, находящиеся под боем коня и ферзя, следует учитывать один раз. В условии задачи не сказано, «непрозрачен» конь для ферзя или нет. Решение для случая «непрозрачности» требует добавления нескольких процедур в текст программы из Приложения.

о90_3 Текста программы, приведенного в приложении, достаточно для понимания задачи.

о90_4 По номеру каждого символа закодированного сообщения определяем число (обычная операция взятия модуля по длине кода), вычитание которого приводит к месту истинного символа в русском алфавите.

о90_5 Формируем элементы треугольника в квадратной матрице (ниже главной диагонали). После этого останется аккуратно выполнить ее вывод. Заполнение осуществляется по принципу.




За одну «прокрутку» заполняется 3*k+q-3 элементов матрицы. После достижения значением t (очередное число) величины 3*k+q-3, q присвоим значение 3*k+q-3 (начальное значение q равно 1), а значение k уменьшим на 3. 

о90_6 Нам дан простой плоский многоугольник (многоугольник называется простым, если никакая пара непоследовательных его ребер не имеет общих точек). Соединим последовательно начало координат отрезками с вершинами многоугольника. Вычисляя ориентированные площади треугольников, так, как описано в задаче о89_5, получим площадь многоугольника.

о90_7 Если коротко, то программа должна выводить свой  собственный текст. Эта тема была одно время довольно  популярна в компьютерных журналах.  Если бы мы  решали  задачу  на языке программирования QBasik,  в  котором допускается  не нумеровать строки программы, то решение могло быть следующим.

FOR I=1 TO 9

READ A$

PRINT A$

NEXT

RESTORE

FOR I=1 TO 9

READ A$

PRINT "DATA";A$

NEXT

DATA FOR I=1 TO 9

DATA READ A$

DATA PRINT A$

DATA NEXT

DATA RESTORE

DATA FOR I=1 TO 9

DATA READ A$

DATA PRINT "DATA";A$

DATA NEXT

Вариант  решения  на языке программирования MSX-Бейсик имеет вид:

1 A$="1 A$=PRINT LEFT$(A$,5)+CHR$(34)+A$+CHR$(34)+CHR$(58);:

PRINT MID$(A$,6,68)":PRINT LEFT$(A$,5)+CHR$(34)+A$+CHR$(34)+

CHR$(58);:PRINT MID$(A$,6,68)

Программа состоит из одной строки, в которой формируется строковая константа A$, а затем она выводится  с  помощью двух операторов  PRINT. Функция CHR$ от кода 34 дает символ кавычки, а от кода 58 - двоеточие.

В Приложении приводится один из вариантов решения задачи на языке программирования Паскаль.

5.3. Олимпиада - 91

r91_1 Алгоритм определяет и выводит все простые делители числа М.

r91_2 Задача из серии «счастливые билеты», ее простейшая трактовка для четырехзначных чисел. Решается простым перебором.

r91_3 Договоримся, что локомотив обозначаем буквой "L", платформу - "P", охрану -"O". В этом случае нам необходимо уметь распознавать строки вида "L[L]P[P...P]O", в квадратных скобках обозначены символы, которых может не быть. 




r91_4 Заполняем по принципу, первый шаг

второй шаг




и так (N div 2 + N mod 2) раз. В зависимости от шага вычисляются верхний и нижний параметры стандартного цикла for.

r91_5 Пусть дробь имеет вид N/M,  где N<M,  тогда цифры частного L и остатка N получаются  по следующим формулам: L=10*N DIV M (деление нацело) и N=10*N-L*M и т. д. Каждый остаток не  превосходит M, поэтому если мы определим массив A[1..M], значением  элементов которого будет множество частных, полученных для соответствующего остатка, то для очередного остатка N и частного L, присутствие L в A[N] говорит о том, что начался период.

o91_1 Необходимо получить все подмножества множества из шести символов. Будем генерировать шестиразрядные  двоичные числа, так, 010101  будет соответствовать подстроке "bdf" для строки "abcdef". Принцип генерации: просматриваем число слева направо до первого нуля, заменяя все 1 на 0, например после 110011 получим 001011. Завершение генерации - число 0000001.

	A[i-1]
	A[i]
	A[i+1]
	Новое значение A[i]

	0
	0
	-
	0

	1
	0
	-
	1

	-
	1
	0
	0

	-
	1
	1
	1


о91_2 Новобранцы перестанут вертеться, ибо крайние, не видя лица соседа остановятся, их соседи, видя затылок, тоже заканчивают процесс верчения и т.д. Значение A[i], равное 0, говорит о том, что новобранец i смотрит налево, A[i], равное 1, - направо. Поворот новобранца с номером i - это изменение значения A[i], они отражены в таблице.

Определение ситуаций, соответствующих 2-й и 3-й строкам таблицы, выполняется с помощью проверки

if A[i+A[i]*2-1]=1-A[i] then B[i]:=1-A[i];{B[i] - новое состояние новобранца с номером i}

о91_3 Задача  на умение работать с большими числами. Один из способов хранения большого числа состоит в выделении для каждой его цифры ячейки памяти (элемента массива). В этом случае число, например из 372 цифр, будет представлено элементами массива из 372 ячеек. Можно изменить основание системы счисления, например, на 1 000 000, тогда исходное число разбивается на шестерки цифр и представление нашего числа потребует 62 ячейки.


Рассмотрим начальный этап формирования 3512. 

	...
	B[4]
	B[3]
	B[2]
	B[1]
	B[0], количество занятых элементов массива
	Номер итерации

	
	
	
	
	3
	1
	1

	
	
	
	
	9
	1
	2

	
	
	
	2
	7
	2
	3

	
	
	
	8
	1
	2
	4

	
	
	2
	4
	3
	3
	5

	
	
	7
	2
	9
	3
	6

	
	2
	1
	8
	7
	4
	7

	...
	...
	...
	...
	...
	...
	...



Хранение числа занятых ячеек массива (значение B[0]) позволяет «убрать» из схемы работы лишние умножения.

o91_4 Задача подробно рассмотрена в главе 2.

о91_5  Начнем с примеров. В массиве А представлены состояния карточек, в массиве P - количество соответствующих чисел в верху карточек. Пусть начальное  расположение восьми карточек имеет вид:

	Номер примера
	Номер шага
	A
	P

	1
	0
	1 1 2 2 3 3 4 4

5 6 7 8 5 6 7 8

*
	2 2 2 2 0 0 0 0

	
	1
	5 1 2 2 3 3 4 4

1 6 7 8 5 6 7 8

              *
	1 2 2 2 1 0 0 0 

	
	2
	5 1 2 2 3 6 4 4

1 6 7 8 5 3 7 8

     *
	1 2 1 2 1 1 0 0

	
	3
	5 1 7 2 3 6 4 4

1 6 2 8 5 3 7 8

                    *
	1 1 1 2 1 1 1 0

	
	4
	5 1 7 2 3 6 4 8

1 6 2 8 5 3 7 4
	1 1 1 1 1 1 1 1

	2
	0
	1 1 2 2 3 5 4 6

5 6 7 8 3 8 7 4

     *
	2 2 1 1 1 1 0 0

	
	1
	1 1 7 2 3 5 4 6

5 6 2 8 3 8 7 4

*            *     
	2 1 1 1 1 1 1 0

	
	2
	5 1 7 2 3 8 4 6

1 6 2 8 3 5 7 4
	1 1 1 1 1 1 1 1 

	3
	0
	1 1 7 2 3 5 4 6

4 3 2 8 6 8 7 5

*    * *      *
	2 1 1 1 1 1 1 0

	
	1
	1 3 7 2 6 8 4 5

4 1 2 8 3 5 7 6
	1 1 1 1 1 1 1 1


Первый пример. Ищем первый 0 в массиве P, он соответствует числу 5. Находим 5 в нижнем ряду. Нашли. Если вверху число, которое встречается два раза, то переворачиваем эту карточку. Второй пример. Попытаемся 8 получить вверху. На первой карточке вверху двойка. Она встречается один раз, поэтому необходимо искать вторую карточку с восьмеркой внизу. И у этой карточки верхнее число (пять) встречается вверху один раз. Возьмем пятерку в качестве эталона и ищем карточку, у которой на нижней стороне 5. Нашли. У этой карточки в верхнем ряду 1, которая встречается два раза. Переворачиваем две карточки - они отмечены символом * в таблице. Третий пример. Символом  "*" выделены  те карточки, которые необходимо перевернуть так, чтобы получить правильное их расположение. Для того чтобы перевернуть серию  карточек,  необходимо заполнить их номера.  Процесс поиска серии карточек не может длиться бесконечно - мы так или  иначе  найдем  карточку,  у  которой открыто число, встречаемое дважды сверху.

о91_6 Логика  решения  задачи  достаточно  проста, но требует очень пунктуального программирования. Во втором  задании необходимо выполнить сортировку в порядке возрастания значений между двумя клетками,  координаты которых  задаются.  Принцип  сортировки - поиск минимального элемента между очередной клеткой и последней введенной и установка  минимального элемента в очередную клетку. Этот процесс продолжается  до тех пор,  пока не дойдем  до последней введенной клетки. В третьем задании необходимо все  числа расположить в порядке возрастания.  Для  этого  находим  клетку,  в  которой записано число 1  и  переставляем 1 в первую клетку. Число 2 - во вторую клетку и т.д.

5.4. Олимпиада - 92

r92_1 Идея решения заключается во  ведении массива  А,  индексом которого  является код (по  ASCII) символа. Другими словами, элемент массива А[P] служит счетчиком  числа вхождений в текст символа, код которого равен P.

r92_2 Преобразование S1 и S2 так, чтобы каждый элемент этих множеств встречался только один раз, можно выполнить при вводе элементов. После этого вычисление суммы части элементов матрицы становится простой задачей.

r92_3 Простейший вариант задачи о «рюкзаке», рассмотренной в главе 2.  Необходимо получить все подмножества  множества из n элементов  и из чисел,  соответствующих элементам, входящим в очередное множество, образовать сумму. Если она совпадает с А[n+1] элементом, то мы нашли очередное решение уравнения. Решение работоспособно для небольших значений n, количество вариантов 2n.

r92_4 Задан граф. Требуется выполнить обход вершин графа. Методы обхода «в глубину» или «в ширину» описаны в главе 3.

о92_1 Решение не требует пояснений. 

о92_2 Для решения задачи необходимо создать структуры данных, которые  полностью определяют все связи между  файлами. Необходимо использовать ссылочный тип  данных.

Пусть для примера из формулировки задачи исходные данные вводятся в такой последовательности: 0\, 0\1, 0\2\, 0\2\6\, 0\2\9, 0\2\6\4, 0\2\6\7, 0\3\, 0\3\5, 0\3\10\, 0\3\10\8. Признаком имени каталога является символ \ в конце вводимой строки. Если мы организуем данные, например, в виде двоичного дерева, то проблема обработки различных запросов на вывод информации будет не очень трудной задачей.



  

Для обработки запросов любого из трех типов необходимо выполнить полный или частичный обход дерева с выбором элементов требуемого типа.

о92_3 Формирование исходных данных задачи не требует пояснений.  Запомним время дежурства (начало и конец) сторожей в одном массиве, а в другом, в соответствующих элементах, признаки начала и конца дежурства (1 и -1).  После этого выполним сортировку  элементов первого массивов в порядке возрастания, переставляя при этом и элементы второго массива.  Начнем анализ с момента времени T=0. К счетчику числа сторожей добавляем 1, если время дежурства очередного  сторожа  совпадает со временем T, и вычитаем  1, если время окончания дежурства у сторожа совпадает со временем T. После этого выбирается новый отсчет времени, в который следует  определять количество работающих сторожей, и если количество сторожей меньше 2, то интервал времени, его начало и конец запоминаем. Итак, проверив все моменты времени по этой логике и дойдя до конечного  времени дежурства  сторожей,  мы можем ответить  на вопрос, в любой ли момент времени в галерее находится не менее двух сторожей,  и перечислить все интервалы времени с недостаточной охраной. Для их перечисления достаточно запомненных значений интервалов времени. Увеличение количества сторожей осуществляется  последовательно. Вначале добавляются сторожа в интервалы времени с недостаточной  охраной  и  отстоящие  друг  от друга на время, большее времени дежурства сторожей. После этого вновь выполняется сортировка и осуществляется поиск интервалов времени с недостаточной охраной. Если  они есть, то процесс продолжается, и так до тех пор, пока в  любой  момент времени  в галерее  не будут находиться не менее двух сторожей.

о92_4 Рассмотрим пример.

	0
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	
	0
	2
	0
	3
	3
	0
	4
	0

	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	
	0
	0
	3
	3
	0
	0
	4
	0

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	4
	0

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	4
	0

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	
	4
	4
	4
	4
	4
	4
	4
	4

	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	
	0
	0
	0
	0
	0
	4
	4
	0

	1
	1
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	
	5
	5
	5
	5
	0
	4
	0
	0

	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	
	0
	0
	0
	5
	0
	4
	0
	0


Вторую часть таблицы (справа) получаем с помощью следующей логики (вариации на тему «лабиринт», глава 2).

Фрагмент основной части

...

cnt:=1;{счетчик числа областей}

for i:=1 to n do

 for j:=1 to n do

  if A[i,j]=1 then begin inc(cnt);Rec(i,j);end;

...

и процедуры

procedure Rec(x,y:integer);

 begin

  if A[x,y]<>1 then exit

   else begin A[x,y]:=cnt;Rec(x-1,y);Rec(x+1,y);

Rec(x,y-1);Rec(x,y+1);



end;


 end;

Для решения задачи осталось ответить на  вопрос,  есть  ли  на  границах клетки с одним значением метки.

5.5. Олимпиада - 93

r93_1 Идея первого способа решения основана на закраске области, ограниченной заданной ломаной, и подсчете  точек, имеющих цвет закраски. Небольшая трудность при этом решении  состоит  в определении  координат точки Q[X,Y] внутри замкнутой области.  Однако известно, что средневзвешенное трех произвольных точек ломаной дает координаты внутренней точки.

Идея  второго способа решения основана на теореме Пика. Ее формулировка. Площадь многоугольника, вершины которого находятся в целочисленных точках (и не имеющего самопересечений), выражается в виде q+p/2-1, где q - количество целочисленных точек внутри многоугольника, а p - количество целочисленных точек на его границе (оно включает вершины и другие целочисленные точки на его сторонах).

Идея третьего способа решения совпадает с методом решения задачи о90_6.

r93_2 Задача очень известная, она регулярно появляется в  изданиях по информатике. Для записи римскими числами используются латинские буквы I, V, X, L, C, D, M, обозначающие соответственно числа 1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000. Правила записи. Если большая цифра находится перед меньшей, то они складываются, а если меньшая перед большей, то меньшая вычитается из большей. Цифры M, C, X, I могут повторяться не более трех раз подряд, остальные цифры (D, L, V) - только по одному разу. При решении задачи считаем римскими цифрами не только вышеприведенные цифры, но и их пары IV, IX, XL, XC, CD,CM. В этом случае при переводе числа из римской системы счисления в десятичную получается простое правило: число, записанное римскими цифрами, равно сумме своих цифр. Это правило реализовано в программе, приведенной в Приложении.

r93_3 В задаче рассматривается простейший вариант трансляции - перевод арифметического выражения (из натуральных чисел) со скобками в бесскобочную форму, называемую обратной польской записью. Например, выражение 9+(6-3)*12-18/(2+7) переводится в 9 6 3 - 12 * + 18 2 7 + / - =. Схема перевода традиционна. Выделяется очередная лексема. Если это число, то оно преобразуется в строковый тип и добавляется к результирующей строке. Если значением лексемы является операция и ее приоритет меньше, чем приоритет ранее записанной в стек операции, то в результирующую строку записывается операция из стека. И наконец, при выделении ‘(‘, последняя просто добавляется в стек, а при ‘)’ из стека в строку выписываются операции до символа ‘(‘. Трассировка логики для приведенного выше примера имеет вид.

	i (номер позиции в

исходной строке) 
	Результирующая строка
	Стек

	0
	‘’
	=

	1
	9
	=

	2
	9
	= +

	3
	9
	= + (

	4
	9 6
	= + (

	5
	9 6
	= + ( -

	6
	9 6 3
	= + ( -

	7
	9 6 3 -
	= +

	8
	9 6 3 -
	= + *

	9,10
	9 6 3 - 12
	= + *

	11
	9 6 3 - 12 * +
	= -

	12,13
	9 6 3 - 12 * + 18
	= -

	14
	9 6 3 - 12 * + 18
	= - /

	15
	9 6 3 - 12 * + 18
	= - / (

	16
	9 6 3 - 12 * + 18 2
	= - / (

	17
	9 6 3 - 12 * + 18 2
	= - / ( +

	18
	9 6 3 - 12 * + 18 2 7
	= - / ( +

	19
	9 6 3 - 12 * + 18 2 7 +
	= - /

	
	9 6 3 - 12 * + 18 2 7+ / -
	

	i (номер лексемы) 
	Состояние стека

	1
	9

	2
	9 6

	3
	9 6 3

	4
	9 3

	5
	9 3 12

	6
	9 36

	7
	45

	8
	45 18

	9
	45 18 2

	10
	45 18 2 7

	11
	45 18 9

	12
	45 2

	13
	43



Вычисление значение выражения в обратной польской записи опять же реализуется с использованием стека. Если очередная лексема, выделенная из строки, число, то она записывается в стек, а если операция, то последняя выполняется с двумя верхними элементами стека и результат записывается в стек. Продолжим трассировку нашего примера (пробелы из строки исключаются при выделении лексем).




о93_1 Данные о связях между пунктами  будем хранить в массиве Alink[1..N,1..N], элементы которого равны 0 или 1. Значение Alink[i,j]=1 говорит  о  том,  что  между пунктами i и j есть дорога. В двумерном массиве Aplace[1..N,1..M] для каждого робота значениями, равными единице, будем указывать те населенные пункты, в которых данный робот может находиться в данный момент времени. Поясним логику  решения на примере. Четыре робота находятся в пунктах 1, 2, 7, 8. 

Alink





 Aplace

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	
	1
	2
	3
	4

	1
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0

	2
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	2
	0
	1
	0
	0

	3
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	3
	0
	0
	0
	0

	4
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	4
	0
	0
	0
	0

	5
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	5
	0
	0
	0
	0

	6
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	6
	0
	0
	0
	0

	7
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	7
	0
	0
	1
	0

	8
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	8
	0
	0
	0
	1


Что происходит в следующий момент времени? Первый робот может  остаться в первом пункте или пойти во второй или третий пункты, в соответствии со связями в матрице Alink. Таким образом, в первом столбце матрицы Aplace во второй и третьей строках вместо 0  должны появится 1. Изменения матрицы Aplace для роботов с номерами 2, 3 и 4 выполняются аналогичным образом.

Aplace через 

1 момент времени

	
	1
	2
	3
	4

	1
	1
	1
	0
	0

	2
	1
	1
	0
	0

	3
	1
	1
	0
	0

	4
	0
	0
	0
	0

	5
	0
	0
	0
	0

	6
	0
	0
	1
	1

	7
	0
	0
	1
	0

	8
	0
	0
	0
	1


Aplace в следующий 

момент времени

	
	1
	2
	3
	4

	1
	1
	1
	0
	0

	2
	1
	1
	0
	0

	3
	1
	1
	1
	1

	4
	1
	1
	1
	1

	5
	0
	0
	1
	1

	6
	0
	0
	1
	1

	7
	0
	0
	1
	1

	8
	0
	0
	1
	1


Итак,  появилась строка или строки матрицы Aplace, состоящие из одних единиц. Эта строка будет соответствовать населенному пункту, в котором возможна встреча роботов.

Однако для пунктов




и при начальном расположении двух роботов в пунктах 1 и 6 встреча роботов никогда не произойдет, и строки Aplace, состоящей из одних единиц, не появится.

Это  требует  введения второй матрицы (Aold), в которой должны  фиксироваться достижимые пункты для каждого робота в предыдущий момент времени. Итак, если Aplace и Aold совпадают  и нет ни  одной  строки,  состоящей  из одних единиц, то встреча роботов невозможна.  Это  схема  решения первого задания. Решение второго задания  отличается  от  первого тем, что требуется найти время  Т2=Т1-1 (Т1 - время встречи роботов  в  одном населенном пункте), в которое все роботы находятся  в  одном  из  двух (произвольных) населенных пунктов, соединенных дорогой. В этом случае возможна их встреча и вне населенного пункта. Другими словами, в каждый момент времени необходимо проверять (находить) две строки  матрицы  Aplace, поэлементная логическая сумма которых дает строку, состоящую из одних единиц. При решении задания три матрицу Aplace следует не дополнять элементами, равными единице, а обновлять в соответствии со связями из матрицы Alink. Причем обновление выполнять  не для  всех роботов одновременно: в нечетные моменты времени 1, 3, ... для роботов, имеющих скорость 2, а в четные - 2, 4, ... для всех роботов.

Отметим, что выше приведено популярное изложение темы «достижимость» главы 3.

о93_2 Задача на метод динамического программирования. Очевидно, чтобы маршрут удовлетворял условиям 1 и 2, необходимо каждый следующий шаг маршрута делался либо на клетку вправо, либо на клетку вниз, а длина такого маршрута всегда  равна  К=2*(N-1) (число отрезков). Из таких маршрутов искомый можно найти  методом  перебора  с возвратом из 2 в степени К вариантов.

Однако  попробуем  решить  задачу  по-другому. Разберем идею решения на примере. Пусть N=6 и массив(А) заполнен следующим образом.

	1
	2
	4
	0
	5
	3

	3
	8
	9
	7
	6
	9

	4
	7
	8
	9
	4
	9

	0
	6
	0
	5
	7
	9

	2
	5
	6
	1
	8
	5

	5
	9
	8
	0
	6
	3


Для каждого  элемента матрицы А вычислим сумму А[I,J] c максимальным значением суммы в "соседних клетках"(с меньшими значениями  индексов  I  и J). Пусть суммы будут храниться в матрице S, тогда логика ее вычисления имеет вид:

for i:=2 to n do {1-я строка и 1-й столбец сформированы}

 for j:=2 to n do

  if S[i-1,j]>S[i,j-1] then S[i,j]:=A[i,j]+S[i-1,j] else S[i,j]:=A[i,j]+S[i,j-1];

Итак, мы получаем матрицу:

	1
	3
	7
	7
	12
	15

	4
	12
	21
	28
	34
	43

	8
	19
	29
	38
	42
	52

	8
	25
	29
	43
	50
	61

	10
	30
	36
	44
	58
	66

	15
	39
	47
	47
	64
	69


Максимально возможная сумма маршрута(SS) получена - 69. Осталось найти сам маршрут. Начинаем с последней клетки [N,N]. Это конечная клетка маршрута. Уменьшаем значение  SS на  значение А[N,N] и ищем соседнюю  клетку с суммой 66 - это  будет  предпоследняя  клетка маршрута.  Продолжаем процесс до тех  пор, пока не дойдем до клетки (1,1). Маршрут найден.

о93_3  Первый способ решения. Соединим каждую точку  с каждым отрезком прямой цвета q1.  Среди  этих  отрезков уже есть и искомая  дорога, образованная совокупностью каких-то отрезков. Остается выделить ее. Закрасим область вне города цветом q2 до цвета отрезков q1. Если сейчас найти точку внутри области и закрасить внутреннюю область цветом q3 до цвета q2, то граница между двумя цветами q2 и q3 и есть искомое решение.

Второй способ. Задача заключается в построении выпуклой оболочки множества точек на плоскости. Рассмотрим методы построения выпуклых оболочек (в конспективном виде).

Предварительные замечания. Q-выпуклый многоугольник. Вершины выпуклого многоугольника упорядочены по полярным углам относительно любой внутренней точки. Такая точка t находится путем взятия центра масс вершин треугольника, образованного любой тройкой вершин Q. Задача. Дана точка p и выпуклый N-угольник Q. Определить принадлежность точки p выпуклому N-угольнику Q.


Общая схема.




· Поиск клина. (Методом двоичного поиска. Утверждение. Точка p лежит между лучами, определяемыми qi и qi+1 тогда и только тогда, когда угол (ptqi+1) положительный, а угол (ptqi) отрицательный.)

· Сравнить p с единственным ребром. (Утверждение. Точка p внутренняя тогда и только тогда, когда угол (qiqi+1p) отрицательный.)

Первый метод. Алгоритм Грэхема. Идея. Тройки последовательных точек многократно проверяются в порядке обхода против часовой стрелки на предмет того, образуют они или нет угол, больший или равный (. Если угол q1q2q3 больше или равен (, то считают, что q1q2q3 образуют «правый поворот», иначе они образуют «левый поворот».
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Алгоритм.
· Найти внутреннюю точку t.

· Используя t как начало координат, отсортировать точки множества S по неубыванию в соответствии с полярным углом и расстоянием от t.

· Выполнить обход точек, исключая точки типа q2 (образующие «правый поворот»).


Известно, что сортировка N элементов может быть выполнена за время O(NlogN) (методы Хоара, слияния). Это самая трудоемкая (по времени) часть алгоритма. Обход может быть выполнен за время, пропорциональное N. Значит, выпуклую оболочку можно построить за время, пропорциональное NlogN.

При организации данных (отсортированных точек) в виде двухсвязного списка с указателями СЛЕД и ПРЕД и указателем НАЧАЛО на первую точку логика обхода точек имеет вид:

Begin


v:=НАЧАЛО;w:=ПРЕД[v];f:=false;


while (СЛЕД[v]<>НАЧАЛО)or Not f do begin


 if СЛЕД[v]=w then f:=true;


 if<три точки v, СЛЕД[v], СЛЕД[СЛЕД[v]] образуют «левый 

поворот»> then v:=СЛЕД[v]


  else begin



 УДАЛИТЬ СЛЕД[v];



 v:=ПРЕД[v];



end;


end;

end;


Второй метод. Утверждение. Отрезок L, определяемый двумя точками, является ребром выпуклой оболочки тогда и только тогда, когда все другие точки множества S лежат на L или с одной стороны от него. Из этого утверждения «вытекает» следующая логика. N точек определяют порядка О(N2) отрезков. Для каждого из этих отрезков за линейное время можно определить положение остальных N-2 точек относительно него. Таким образом, за время, пропорциональное О(N3), можно найти все пары точек, определяющих ребра выпуклой оболочки. Затем эти точки следует расположить в порядке последовательных вершин оболочки. Джарвис заметил, что данную идею можно улучшить, если учесть следующий факт. Если установлено, что отрезок q1q2 является ребром оболочки, то должно существовать другое ребро с концом в точке q2. Уточнение этого факта приводит к алгоритму с временем работы, пропорциональным О(N2). Рисунок, приводимый ниже, может быть, поможет Вам в разработке этого алгоритма. Обратите внимание на то, что в некоторый момент времени необходимо изменить направление оси X, т.е. считать углы относительно отрицательного направления оси X.
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Третий метод. Идея. Разбиваем множество S из N точек на два подмножества, каждое из которых будет содержать одну из двух ломаных, соединение которых даст многоугольник выпуклой оболочки. Найдем точки w и r, имеющие соответственно наименьшую и наибольшую абсциссы. Проведем через них прямую L, тем самым получив разбиение множества точек S на два подмножества S1 (выше или на прямой L) и S2 (ниже прямой L). Определим точку h, для которой треугольник <whr> имеет наибольшую площадь среди всех треугольников {<wpr>:p(S1}. Если точек имеется более одной, то выбирается та из них, для которой угол <hwr> наибольший. Точка h гарантированно принадлежит выпуклой оболочке. Действительно, если через точку h провести прямую, параллельную L, то выше этой прямой не окажется ни одной точки множества S. Через точки w и h проведем прямую L1, через точки h и r - прямую L2. Для каждой точки множества S1 определяется ее положение относительно этих прямых. Ни одна из точек не находится одновременно слева как от L1, так и от L2, кроме того, все точки, расположенные справа от обеих прямых, являются внутренними точками треугольника <wrh> и поэтому могут быть удалены из дальнейшей обработки.


Составляющие элементы логики. Функция САМАЯ ДАЛЬНЯЯ ТОЧКА - по значениям S, w, r находить координаты точки h. Функция БЫСТРОЕ ПОСТРОЕНИЕ ОБОЛОЧКИ (Bpo) - по значениям S, w, r возвращает в качестве результата упорядоченный список точек, образующих выпуклую оболочку.

Function Bpo(S,w,r):<список точек>;

 var
U1,U2:списки точек;


S1,S2:множества точек;


h:точка;

 begin


if S=[w,r] then возврат (w,r) {выпуклая оболочка состоит из единственного ориентированного ребра}


 else begin



h:=САМАЯ ДАЛЬНЯЯ ТОЧКА(S,w,r);



S1:=[точки множества S, расположенные слева от wh или на ней];



S2:=[точки множества S, расположенные слева от hr или на ней];



U1:=Bpo(S1,w,h);



U2:=Bpo(S2,h,r);



Bpo:=U1+U2;{+ означает сцепление списков U1 и U2}



end;

 end;




Четвертый метод. Заданы два выпуклых многоугольника Q1 и Q2. Найти выпуклую оболочку их объединения. Метод обработки.


Шаг 1. Находим некоторую внутреннюю точку t многоугольника Q1(центр масс трех любых вершин Q1).


Шаг 2. Определяем, является ли точка t внутренней точкой многоугольника Q2 (За время, пропорциональное O(N)). Если точка t не является внутренней точкой Q2, то переходим к шагу 4.


Шаг 3. Точка t является внутренней точкой Q2. Вершины как Q1, так и Q2 упорядочены в соответствии со значением полярного угла относительно точки t. За время, пропорциональное O(N) получаем упорядоченный список вершин как Q1, так и Q2 путем слияния списков вершин этих многоугольников. Переход к шагу 5.


Шаг 4. Точка t не является внутренней точкой Q2. Если «смотреть» из точки t, то многоугольник Q2 лежит в клине с углом, меньшим или равным (. Этот клин определяем двумя вершинами u и v многоугольника Q2, которые находим за один обход вершин многоугольника Q2. Вершины u и v разбивают границу Q2 на две цепочки вершин, монотонные относительно изменения полярного угла с началом в точке t. При движении по одной цепочке угол увеличивается, при движении по другой - уменьшается. Одну из этих цепочек удаляем (ее точки являются внутренними относительно строящейся оболочки). Другая цепочка и граница Q1 являются упорядоченными списками, содержащими не более N вершин. За время, пропорциональное O(N), их можно соединить в один список вершин, упорядоченный по полярному углу относительно точки t.


Шаг 5. К полученному списку точек применяем метод обхода Грэхема. Затраты времени пропорциональны O(N).


Итак, утверждение. Выпуклая оболочка объединения двух выпуклых многоугольников находится за время, пропорциональное суммарному числу их вершин.
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Строим выпуклую оболочку множества точек. Метод «разделяй и властвуй» основан на принципе сбалансированности, суть которого в том, что вычислительная задача разбивается на подзадачи примерно одинаковой размерности. Они решаются, и затем результаты объединяются. Метод эффективен, если время, требуемое на объединение результатов, незначительно. Суть данного алгоритма построения выпуклой оболочки. Множество S разделяется на два подмножества S1 и S2, примерно равной мощности. Для каждого из подмножеств строится выпуклая оболочка. Из предыдущего пункта известно, что время объединения оболочек пропорционально количеству вершин в них, т. е. временная зависимость имеет вид: T(N)(2T(N/2)+O(N).

Procedure Sob(S);

 begin


if (S((k {k - некоторое небольшое целое число}


 then <построить выпуклую оболочку одним из ранее рассмотренных методов>


 else begin



 <разбить исходное множество S на два подмножества S1 и S2, примерно равной мощности>;



 Sob(S1);



 Sob(S2);



<соединить две построенные оболочки>;



end;

 end;

о93_4 Следующие замечания позволяют написать «уверенно» играющую программу. Выигрышный ход - это такой ход, при котором любой ход человека не  изменит результата игры. Выигрышная стратегия. Если первый ход  выполняется компьютером и четность чисел N и K совпадает, то первым ходом необходимо зачеркнуть K клеток в центре полоски, а затем всегда следует делать ход, симметричный  ходу человека. При отсутствии выигрышной стратегии компьютер может зачеркивать первые найденные K свободных клеток.

5.6. Олимпиада - 94

r94_1 Разность индексов  (i-j) постоянна для элементов, находящихся на одной диагонали, и изменяется от 1-N до M-1. Этот факт является основным при решении задачи, то есть при формировании массива значений сумм на диагоналях. После этого остается лишь найти максимальный элемент в этом массиве.

r94_2 Один из способов решения задачи очевиден.  Наименьшее общее кратное чисел а и b равно (а div НОД(a,b))*b, где НОД - наибольший общий делитель чисел a и b. Осталось выполнить эту операцию для всех чисел последовательности.

Пример. N=3. Числа 24, 32, 44. Ответ -  1056.

r94_3 Задача на метод динамического программирования. Определим массив A(array [0..MaxN+MaxK+1] of longint ), где по условию задачи MaxN равно 10, а MaxK - 20. Элемент A[i] определяет количество способов попадания в магазин при расстоянии i шагов. Очевидно, что A[1] равно 1. Если нам известно количество способов попадания в магазин за t-1 шаг для расстояний i-1 шаг и i+1 шаг, то очень просто найти количество способов при значениях  t и i (B[i]:=A[i-1]+A[i+1]), где B - массив того же типа, что и A. А это уже решение. Ответы для некоторых значений N и K: (8,20) - 15504, (4,20) - 25194.

r94_4 Задача на применение метода динамического программирования. Неоднократно задачи этого типа использовались на олимпиадах. 

Структуры данных.

Const N=8;

Var  A:array[1..N,1..N] of boolean; {*A[i,j]=true - клетка белая,







    A[i,j]=false - клетка черная*}


B:array[1..N,1..N] of integer;{* начальное значение B[i,j]=-1 для всех значений i и j, B[i,j]=p, где p>0 означает, что в клетку <i,j> можно попасть за p перемещений*} 

Формирование значений элементов матрицы А очевидно, с матрицей В чуть сложнее. Определим понятие метки (p). Ее начальное значение равно 1. Пусть мы пометили некоторую клетку значением метки, равным p, тогда при нахождении клетки, в которую мы можем попасть из рассматриваемой клетки за один шаг, метим ее значением на единицу большим, считаем необработанной и помещаем в очередь. Использование очереди для запоминания «необработанных» клеток (по принципу обхода в ширину, глава 3) делает логику более строгой, чем очередной просмотр матрицы  для поиска клеток, помеченным текущим значением метки.


Так, для следующего примера матрица B имеет вид:




Мы нашли длину минимального пути, но пока еще не сам путь. Для рассматриваемого примера его значение равно 17 и оно записано в B[1,N]. Для поиска пути необходим “обратный просмотр матрицы” B, от элемента B[1,N] к элементу B[N,1].  Его суть в поиске элементов с меньшим на единицу значением p, чем текущий элемент матрицы B.

r94_5 Задача решается перебором вариантов. У нас 2*N элементов, N строк и  N столбцов.  Необходимо генерировать k элементные подмножества из 2*N элементов, где k изменяется от 1 до 2*N, и проверять матрицу после изменения знаков в строках и столбцах, принадлежащих очередному подмножеству. Если условие задачи выполняется, то процессс генерации заканчивается - задача решена.

о94_1 Решение, в котором время поиска каждого элемента массива А не превосходит значение N+M (количество сравнений), основано на следующем простом факте. Если (на первом шаге) мы сравниваем элемент X с A[N,1], то по результатам сравнения (нет совпадения) можно исключить или элементы первого столбца (X>A[N,1]), или элементы последней строки (X<A[N,1]). Процесс «сужения» области поиска продолжается при каждом следующем сравнении. Этот вариант поиска реализован в программе из приложения.

Задачу можно использовать в качестве учебной при изучении двоичного (бинарного) поиска - «ключевой» идеи в образовательной информатике. Она рассматривается в темах: информация (ее определение, формула Хартли), кодирование (коды Фано, Хаффмена), методы сортировки, вычислительная геометрия (например, метод построения выпуклой оболочки), численные методы решения уравнений.

Итак, решение задачи с использованием идеи двоичного поиска. Если  мы сравниваем элемент X с элементом матрицы A[l,m] и нет совпадения, то матрица A разбивается на три части, так, как это показано на рисунке.




В первой части мы должны продолжать поиск, если X меньше A[l,m]; в третьей части, если X больше A[l,m]; и во вторых частях в том и другом случаях.

Procedure Poick(i1,j1,i2,j2:Integer);

 Var l,m:Integer;

 Begin

  If pp Then Exit;{pp - глобальная переменная,  начальное




значение - false, присваивается значение true, 




если 
элемент X найден}

  If (i1>i2) Or (j1>j2) Then Exit;

  l:=(i1+i2) div 2; m:=(j1+j2) div 2;

  p:=p+1; {p - счетчик числа сравнений,  начальное значение нуль


при каждом новом поиске,  глобальная переменная }

  If A[l,m]=X Then Begin { элемент X найден}

pp:=true End

  Else Begin If X>A[l,m] Then Begin{ поиск в 3-й части}

Poick(l+1,m,i2,j2);

Poick(l,m+1,l,j2)

End

Else Begin { поиск в 1-й части}

Poick(l,j1,l,m-1);

Poick(i1,j1,l-1,m)

End;

{ поиск во 2-й части }

Poick(l+1,j1,i2,m-1);

Poick(i1,m+1,l-1,j2);

End;

 End;


Основная программа достаточно очевидна, поэтому приводить ее текст вряд ли целесообразно. Пример исходной матрицы A, результирующей матрицы C и значения ls:

	A
	                 C
	ls=5.88

	1
	2
	3
	4
	5
	
	4
	3
	6
	9
	12

	6
	7
	8
	9
	10
	
	5
	4
	5
	10
	11

	11
	12
	13
	14
	15
	
	2
	3
	1
	5
	7

	16
	17
	18
	19
	20
	
	9
	11
	3
	2
	4

	21
	22
	23
	24
	25
	
	9
	10
	5
	3
	4



Для этой же матрицы A значение ls можно уменьшить за счет некоторой модификации процедуры Poick. Попробуйте.

о94_2 Суть решения.

If длина(Y)<длина(X) Then <Поменять значения X и Y> ;

 r:=длина(Y);

 For t:=1 To длина(X) Do Begin

  <взять символ с номером t из X>;

  If <этот символ не входит в Y> Then r:=r+1 Else Begin r:=r-1;

<удалить символ из Y>

End;

 End;

о94_3 Классический вариант рекурсивной задачи. Есть действие на входе в рекурсию - вывод строки. Есть действие на выходе из рекурсии - вывод строки. Есть условие завершения - вывод строки из символов J. Осталось определить параметры рекурсии - символ, количество символов, количество пробелов. 

о94_4 Задача на метод динамического программирования.  Определим для каждого перекрестка два числа:  стоимость  перемещения на юг и стоимость перемещения на восток.  Начнем их вычисление с крайнего юго-восточного перекрестка. Логика вычисления имеет вид:

A[i,j]/восток+min{A[i,j+1]/восток;A[i,j+1]/юг+A[i,j+1]/поворот}

A[i,j]/юг+min{A[i+1,j]/юг;A[i+1,j]/восток+A[i+1,j]/поворот}.

При этом i изменяется от l-1 до 1, а j от m-1 до 1. Пример (max - обозначено отсутствие движения в этом направлении).





Итак, стоимость минимального маршрута равна 40.  Дальнейшее решение зависит во многом от удачности выбора структур данных. Если определить:

Const NMax=11;

Type Cross=Record Rigth,Down,Turn:Integer; End;

Var A: Array[1..NMax,1..NMax] Of Cross;         ,

то программная реализация логики будет достаточно компактна.

о94_5 Очередной пример рекурсивной логики. Пусть P  - функция,  которая каждому натуральному числу N ставит в соответствие множество его разбиений. При N=1 - одно разбиение. Будем хранить разбиение числа N в массиве A(A:Array[1..N] Of Integer). В переменной k будем фиксировать число элементов разбиения. Например, если разбиение состоит из самого числа N, то A[1]=N, а все остальные элементы равны 0, при N=1+1+...+1 - все элементы A равны 1. Итак, если на место k массива A мы записываем число i, то с k+1 места нам необходимо последовательно записывать все разбиения числа Sum-i, где Sum - сумма элементов разложения, записанных в А до k-го места.

о94_6 Задача логически разбивается на следующие части:

· построение разреза между двумя точками на границе клеточного поля;

· подсчет площадей;

· вывод поля и разреза на экран.


Наиболее интересной является первая часть. Перенумеруем точки на границе поля по часовой стрелке. После этой операции появляется возможность перебирать по две точки и строить между этими точками разрез. Организация перебора очевидна. Номер первой точки (i ) изменяется от 1 до sp-1, где sp - количество точек на границе, номер второй от значения i+1 до sp. Для построения разреза используем идею классического “волнового алгоритма” - проведения «волны» между двумя точками плоскости или поиска выхода из произвольного лабиринта (глава 2). Дальнейшее решение зависит от удачности выбора структур данных. Целесообразно хранить координаты точек линии разреза. В этом случае площадь - это сумма площадей прямоугольников.

o94_7 Задача на перебор вариантов. Применима рекурсивная схема реализации. Требуется ответить на вопрос о том, что является подстановкой для каждой строчной буквы из строки X. Пусть мы нашли строчную букву в строке X в позиции с номером q и до позиции w в строке Y символы исчерпаны предыдущими заменами. Что нам необходимо сделать? Перебирать все возможные подстановки.

...

for i:=w to length(Y)-length(X)+q do begin

 <запомнить, что символу с номером q из строки X сответствует подстрока из Y, начиная с позиции w, длиной i-w+1>;

<продолжить рекурсивный перебор вариантов с позиции q+1 в строке X и позиции i+1 в строке Y>;

<отменить запоминание «вырезанной» подстроки из Y, соответствующей символу на месте q в строке X>;

end;

....

o94_8 Опишем связи между сотрудниками с помощью матрицы А. Для первого примера из формулировки задачи она имеет вид.

	0
	9
	0
	0

	5
	-
	5
	7

	2
	0
	0
	4

	0
	0
	-3
	0


 Элементы столбца с номером j описывают все влияния на рабочего с номером j. Итак, если из каждого столбца мы выберем один элемент, причем максимальный, то условие задачи «найти множество связей (влияний) максимального суммарного веса, на каждого рабочего должен влиять только один человек, все рабочие должны быть охвачены связями» будет выполнено. Это не что иное, как пример «жадной» логики.


В главе 3 рассмотрен алгоритм перечисления всех каркасов (остовов) неориентированного связного графа. Используем этот алгоритм. Строим все каркасы, начинающиеся с первой вершины (первый человек - лидер), начинающиеся со второй вершины и т.д. Как обычно, в задачах о перечислениях объектов запоминаем лучшее решение. 

Для второго пункта задачи, естественно, возможны и другие решения. Одно из них - поиск пересечения матроидов, но это уже тема отдельного разговора.

5.7. Олимпиада - 95

r95_1 Задача  на  умение  работать с различными типами конструкции повторения.  Внешний цикл - по числам от 1 до N. Внутренний - по цифрам числа до тех пор, пока они образуют возрастающую или убывающую последовательности.

r95_2 Задача на  знание  тем массивы и  вспомогательные алгоритмы. Требуется одновременный просмотр элементов массива с помощью двух индексов,  обеспечивающих в каждой строке поиск очередного нуля слева и очередной единицы справа. 

r95_3 Задача на знание строкового типа данных и умение организовать перебор вариантов. Относится к классическому типу задач "на перебор с возвратом". В алгоритме должно учитываться не только совпадение количества открывающих и закрывающих скобок, но и правильность их расстановки - количество  закрывающих не должно превышать количества открывающих на любом  фрагменте  строки,  начинающемся  с первого символа.

r95_4 Очевидно, что хранить все числа Фибоначчи нет никакой необходимости. Достаточно знать, на какой цифре по номеру начинается последнее число B последовательности, два последних числа и количество цифр в последнем числе (B[0]). Остаток от вычитания из числа 1994-й значения номера цифры, на которую заканчивается предпоследнее число, позволяет определить положение 1994-й цифры последовательности в последнем найденном числе Фибоначчи. Для сложения двух последних чисел Фибоначчи должна использоваться длинная арифметика (см. задачу о91_3). Ответ задачи - цифра 3. 

r95_5 Незначительная модификация, вероятно, самой  известной задачи в информатике.   Любопытна ее математическая трактовка как задачи о латинских квадратах  с  известной  первой строкой. Подсчетом их количества для различных значений N Вы можете на долгое время загрузить  свой  компьютер.  

o95_1 Опишем рекурсивную схему реализации задачи (Rec). Параметрами схемы является количество +1 и -1 в сгенерированной части последовательности. Первый вызов - Rec(0,0). Шаг рекурсии. Если можно записать -1 (их количество меньше N и количество +1 больше количества -1), то записываем и переходим к следующему шагу рекурсии, иначе, если количество +1 меньше N, то к последовательности добавляем +1 и переходим на следующий шаг рекурсии. Первой последовательностью будет 1 -1 1 -1 ...1 -1, последней - 11...1 -1 -1 ... -1.

o95_2 Определим понятие ранга позиции. Это число ходов, которые должны сделать белые, чтобы дать мат. Основные структуры данных - массивы WF, BK array[1..8,1..8,1..8,1..8] of word. Элемент WF[wi,wj,bl,bk] определяется по wi, wj - номерам вертикали и горизонтали нахождения белого ферзя и bl, bk - номерами вертикали и горизонтали черного короля. В структуре WF хранятся ранги позиций при ходе белых; BK - при ходе черных.

Первый этап решения заключается в заполнении WF и BK. Сначала отмечаются особые позиции: маты, паты и другие особые ситуации (король съел ферзя). Для матовых позиций в BK заносится 0. Принцип заполнения. Для каждого значения t=0, 1, 2, ... :

· Просматриваются все элементы WF[wi,wj,bl,bk], не имеющие ранга. Если из этой клетки доски можно сделать ход ферзем в клетку (wi1,wj1,bl,bk), в которой значение WF равно t, то WF[wi,wj,bl,bk] присваивается значение t+1.

· Просматриваются все элементы BK[wi,wj,bl,bk], не имеющие ранга. Если из этой клетки все ходы королем ведут в позиции, уже имеющие ранги в WF, то в BK[wi,wj,bl,bk] заносится число t+1.

· Заполнение массивов заканчивается, если при очередном значении t не происходит изменение элементов WF.


Второй этап решения (после заполнения массивов) - игра. Компьютер, играя белыми, делает очередной ход в позицию с рангом на единицу ниже ранга текущей позиции.

о95_3 Пусть N и M равны пяти и точка выезда имеет координаты (1,3). Есть две произвольные укладки поля (автостоянки) плитками 2*1, показанные на рисунке. 










Все клетки поля и взаимосвязи между ними описываются графом.




Сжимаем исходный граф. Укладкам соответствуют графы на следующих рисунках.




Итак, что необходимо сделать? Для каждого полученного графа требуется найти минимальное доминирующее множество (п. 3.7.3), причем вершины этого множества должны образовывать связный подграф (вершины на рисунках выделены темным цветом). Так, для второй укладки доминирующее множество на следующем рисунке нас не устраивает, оно не связно.




Мы нашли идею решения задачи. Последовательно генерировать все укладки. Каждую укладку преобразовывать в граф. Найти для него минимальное связное доминирующее множество.

о95_4 Очевидно, что при L>M или K<2 решений нет. Предположим, что M>L. За две поездки перевозится K-1 представитель этого сообщества. Если (K-1) кратно (M+L-1), то требуется на одну поездку меньше, в противном случае - на одну больше.

Примеры. 1. M=9, L=8, K=5. (9,8,1)( (6,6,0)( (7,6,1)( (4,4,0)( (5,4,1)( (2,2,0)( (3,2,1)( (0,0,0). Итого, семь поездок.

Тесты.

	M
	L
	K
	Ответ 

	4
	4
	2
	нет решения

	5
	5
	3
	11

	8
	7
	3
	13

	5
	5
	5
	5

	73
	73
	4
	143

	91
	44
	4
	89

	10000
	9999
	3
	19997

	10000
	9998
	4
	13331


2.  M=7, L=5, K=3. (7,5,1)( (5,4,0)( (6,4,1)( (4,3,0)( (5,3,1)( (3,2,0)( (4,2,1)( (2,1,0)( (3,1,1)( (1,0,0)( (2,0,1)( (0,0,0). Итого, одиннадцать поездок.

3.  M=6, L=5, K=6. (6,5,1)( (3,2,0)( (3,3,1)( (0,0,0).


Не рассмотрен случай M=L(особый). Его следует рассматривать отдельно для каждого значения K. Пусть K=2. Если M>3, то решений нет. Действительно, при любом способе перевозки возникает ситуация, в которой количество людоедов и миссионеров на том и другом берегу совпадает и кто-то должен перегонять лодку. При M=3 схема перевозки приведена в условии задачи. При M=2 имеем (2,2,1)( (2,0,0)( 2,1,1)( (0,1,0)( (0,2,1)( (0,0,0). Аналогично рассматриваются и другие случаи.

5.8. Олимпиада - 96

r96_1 Идея решения проста. Рассмотрим на примере.

Исходный массив: 4 1 9 3 5 2 7 8 0 6 n=10, m=5

Шаг 1 

5 3 9 1 4 2 7 8 0 6
“перевернули” первую часть.

Шаг 2

5 3 9 1 4 6 0 8 7 2
“перевернули” вторую часть.

Шаг 3

2 7 8 0 6 4 1 9 3 5
“перевернули” весь массив - задача решена .

Итак, требуется “кирпичик” для перевертывания произвольной части массива и обращение к нему с различными участками исходного массива.

r96_2 Задача на знание темы строковый (символьный) тип данных и умение проводить логический анализ задачи  Будем рассматривать символы с одним номером из всех трех текстов - колонка из трех символов. Выделим искаженные колонки - хотя бы один символ, отличный от других. Так как в трех текстах точно три искаженных символа, то искаженных колонок не более трех. Рассмотрим случаи.

· Три искаженные колонки. В каждой из искаженных колонок находится точно один искаженный символ, который легко восстанавливается, ибо два других совпадают.

· Ноль искаженных колонок. Случай возможен только при одной и той же ошибке во всех трех текстах - текст восстановить нельзя.

· Одна искаженная колонка. В каждом тексте искажен один и тот же символ - текст восстановить нельзя.

· Две искаженные колонки. Случай самый нетривиальный. В каждой искаженной колонке найдутся либо два одинаковых символа, либо все три попарно различны. Рассмотрим варианты. В обеих колонках символы попарно различны. Случай не возможен - четыре ошибочных символа. В обеих колонках по два совпадающих символа. При (А, А, В) и (Б, Б, Г) - восстановление неоднозначно. Варианта (А, А, В) и (Г, Б, Б) не может  быть. В одной колонке два совпадающих, а в  другой - все попарно различные символы, например - (А, А, Б) и (В, Г, Д). Текст восстанавливается однозначно. 


r96_3 Пусть (A1, ..., An) - произвольная последовательность множеств. Они могут и пересекаться и совпадать. Системой различных представителей для (A1, ..., An) называют такую произвольную последовательность (a1, ..., an), что ai(Ai, 1(i(n, и ai(aj для i(j. Говорят, что в такой системе элемент ai представляет множество Ai.


Теорема Холла. Система различных представителей данного множества существует тогда и только тогда, когда любые k множеств (1(k(n) в совокупности содержат не менее k различных элементов. 


Теорема Холла утверждает существование системы различных представителей, но не дает способа нахождения этой системы. Очевидно, что теорема Холла не имеет большого значения с алгоритмической точки зрения, так как проверка всех семейств подмножеств, а их 2n, требует значительных временных затрат. Рассмотрим метод поиска системы различных представителей для нашей задачи.


Обозначим элементы каждой строки нашей таблицы как S1, S2, S3, S4. Cчитаем, что есть множества Si (1(i(n), составленные из элементов, которые необходимо разбить на n классов Ki по принадлежности к строке результирующей таблицы. Эти множества удовлетворяют теореме Холла, то есть любые q множеств содержат элементы не менее чем q классов.

	S1
	6
	15
	10
	8

	S2
	5
	13
	1
	11

	S3
	2
	9
	12
	14

	S4
	7
	3
	16
	4

	6
	8
	8
	10
	15
	10

	1
	11
	11
	5
	5
	13

	9
	2
	14
	2
	12
	2

	16
	-
	3
	-
	4
	7
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Начинаем работу. Первая итерация (первый столбец правой таблицы). Из S1 выбираем 6(K2, из S2 - 1(K1, из S3 - 9(K3, так как 2 выбрать нельзя, класс K1 занят, из S4 - 16, так как 3, 4 и 7 выбирать не имеем права по той же причине. Вторая итерация. По этой же логике из S1 - 8,  S2 - 11,  S3 - 2.  Выбрать из S4 нечего - все классы заняты. Строим чередующуюся цепочку (глава 3, построение паросочетания в двудольном графе), она начинается в S4 и состоит из ребер (S4,3), (3,S3), (S3,14). Эти ребра на рисунке, приведенном ниже, помечены одинарными стрелками. Меняем представителя у S3 на 14  из K4, и для S4 появляется представитель - 3 из K1 (третий столбец правой таблицы). Третья итерация. Выбираем для S1 - 10, для  S2 - 5, для S3 - 2. Проблемы выбора для S4. Строим чередующуюся цепочку: (S4,4), (2,S3), (S3,12), (10,S1), (S1,15), она выделена на рисунке  двойными стрелками   и меняем представителей (пятый столбец правой таблицы). Четвертая итерация. Выбор представителей однозначен. Второй вертикальный и третий горизонтальный ходы очевидны. При вертикальном - каждый элемент столбца перемещаем в свою строку, а это можно сделать - у нас по одному представителю; при горизонтальном - каждый элемент строки перемещается в свой столбец.   


r96_4 В идейном плане задача традиционна - это обход в ширину, рассмотренный в главе 3. Продемонстрируем логику на примере. Дан город (схематическое изображение на рисунке)




и следующие значения высот для перекрестков.

	100
	110
	40
	30

	90
	60
	50
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	80
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	90
	10






Обход в ширину дает кратчайший путь. Последовательность просмотра перекрестков (в круглых скобках у номеров перекрестков) приведена на рисунке.

о96_1 Трехзначное число, состоящее из различных цифр,  возводится в квадрат. Результат - пятизначное число, также состоящее из различных цифр, причем не совпадающих с цифрами трехзначного числа. Диапазон трехзначных чисел, удовлетворяющий условию задачи, очевиден - от 102 до 316. Итак,  в решении задачи одна циклическая конструкция типа for,  логика выделения цифр из числа и грамотно организованные проверки на несовпадение.


Ответ: 209 и 259.

о96_2 Рассмотрим «ключевые» моменты задачи. Определим основные структуры данных.

P:array[1..6] of integer; {хранится номер точки}

Pos: array[1..6] of Record x,y:integer End;{координаты точки}


Введем координатные оси. Начало - точка с номером 1, ось X идет по левой стороне треугольной сетки, ось Y - параллельна основанию. Преобразуем номер точки в ее координаты. 


Procedure GetXY(k:word; var x,y:integer);;



var i:word;

begin i:=1; while i*(i+1) div 2<k do Inc(i);



 

x:=i;y:=k-i*(i-1) div 2

end;


Так, точка с номером 10 имеет координаты (4,4). Естественно, что  это преобразование осуществляется при вводе данных.


По условию задачи стороны многоугольника идут по ребрам треугольной сетки и имеют равные длины. Пусть мы имеем две точки с номерами u, v и длину предыдущей стороны многоугольника (значение переменной Len).  Ответим на вопрос - могут ли быть соединены стороной многоугольника точки u,v.


function Can(u,v:word):boolean;


 var r: word;


 begin


  r:=0;


  if Pos[u].x=Pos[v].x then r:=abs(Pos[u].y-Pos[v].y){параллельна оси Y}


  else if Pos[u].y=Pos[v].y then r:=abs(Pos[u].x-Pos[v].x) {параллельна оси X}


   else if (Pos[u].x-Pos[u].y)=(Pos[v].x-Pos[v].y) then r:=abs(Pos[u].x-Pos[v].x); {параллельна правой стороне треугольной сетки}


if r=0 then Can:=false {соединить нельзя} else begin Can:=true;


 if Len=0 then Len:=r {первая сторона}else Can:=(Len=r) end;


end; 


Естественный путь дальнейшей “раскрутки” решения - перебор всех вариантов построения геометрической фигуры на заданном множестве введенных точек. Если рассматривать это множество как вершины графа, то необходимо найти гамильтонов цикл с ограничениями, приведенными в функции Can. При этом мы должны уметь выяснять для любой точки с номером k возможность построения из нее очередной стороны многоугольника.

о96_3 Достаточно известная задача. Обычно решается для небольших значений N. Пусть N=2, тогда следующая простая логика дает количество счастливых четырехзначных чисел в интервале от 0000 до 9999.

...

cnt:=0;

for i:=0 to 9 do

 for j:=0 to 9 do

  for l:=0 to 9 do

   for k:=0 to 9 do

    if i+j-l-k=0 then inc(cnt);

...


Как сделать ее независимой от значения N? Может быть, так:

Function Rec(k,Sum:integer):comp;

 var i:integer;Ans:longint;

 begin

  if k=2*N+1 then if Sum=0 then Rec:=1{достигли конца числа и сумма цифр равна нулю - число счастливое} 

else Rec:=0



 else begin




Ans:=0;




for i:=0 to 9 do




 if k<=N then Ans:=Ans+Rec(k+1,Sum+i)




  else if i<=Sum then Ans:=Ans+Rec(k+1,Sum-i);




Rec:=Ans;




end;

 end;


Красивая реализация, но ответ можно получить лишь для небольших значений N. Задача не решена, ибо среди тестов были и такие: N=8, A=1122334455667788, B=9999999999999999 или N=10, A=27182818284590452353, B=31415926535897932384. Требуется сократить повторные «просчеты» в этой рекурсивной схеме. Параметрами рекурсии являются k - номер позиции в числе и Sum - сумма цифр в числе до позиции k (подсчет слева направо). Например, при N=2 вызов Rec(4,2) или Rec(3,8) идет многократно. Сократим эти повторные просчеты. Введем структуру данных Matr (Matr:array[1..20,0..90] of comp;). Элемент Matr[k,Sum] предназначен для хранения количества счастливых чисел длины 2N таких, что сумма (k-1)-й цифры числа равна значению Sum. Первоначальное значение элементов Matr равно -1. В таблице указаны значения элементов Matr при N=2. Если элемент не равен -1, то «в клетке» два числа. Первое - это число вариантов, второе - номер в очередности заполнения элементов Matr.

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13-18

	658

40
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1
	...

	55

21
	57

23
	69

25
	73

27
	75
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	75

31
	73

33
	69

35
	57

37
	55

39
	-1
	-1
	-1
	...
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	6
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	7
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	8
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	9
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	10

20
	9
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	8

24
	7

26
	...



	1

1
	1

3
	1

5
	1

7
	1

9
	1

11
	1

13
	1

15
	1

17
	1

19
	-1
	-1
	-1
	...



Итак, второй вариант функции Rec (в прямоугольнике повторяется часть, выделенная курсивом в первом варианте функции).

Function Rec(k,Sum:integer):comp;

 var i:integer;Ans:comp;

 begin 

  if k=2N+1 then if Sum=0 then Rec:=1 else Rec:=0

   else if Matr[k,Sum]<>-1 then Rec:=Matr[k,Sum]


 else begin







Matr[k,Sum]:=Ans;



end;

 end;


Сокращение времени перебора трудно оценить аналитически. Однако понимания можно добиться, рассматривая, например, вопрос о том, сколько раз мы обращаемся в нашем примере к элементу Matr[3,6] после его первого вычисления.


Остался еще один непоясненный момент. Нам необходимо считать счастливые числа не во всем интервале от 00...0 до 99...9, а в его части - от некоторого числа A до числа B. Он решается путем введения дополнительного параметра в рекурсивную схему - логической переменной, фиксирующей факт совпадения рассматриваемого числа с заданным.

о96_4 Решение задачи в “лоб” - перебор, безнадежно. Так, при n=2 ответом является число 105263157894736842. В каком же диапазоне перебирать? А идея «лежит на поверхности». Умножая известную первую цифру числа на n (т. е. n*n), мы должны получать вторую цифру и может быть что-то в переносе. Умножая n на вторую цифру, а мы ее знаем, - третья цифра плюс перенос. Процесс заканчивается, если перенос равен нулю и очередная цифра равна n.

о96_5 Первое, о чем необходимо догадаться, это то, что в коде указывается толщина белых и черных линий. Второе: первые и последние три единицы, а также пять единиц в середине кода являются разделителями. Отбрасывая разделители и анализируя примеры, мы можем определить кодировку всех цифр от 0 до 9, кроме кода цифры 7. Ее нет в примерах. Результатом этой работы являются значения элементов массива констант:

const Code: array[Boolean,0..9] of String[4] = ((‘1123’,’1222’,’2212’,’1141’,’2311’,’1321’,’4111’,’’,’3121’,’2113’),(‘3211’,’2221’,’2122’,’1411’,’1132’,’1231’,’1114’,’’,’1213’,’3112’)); 


Первый индекс указывает на тип кода - прямой, обратный. После этого осталось выделять по 4 символа из  строки и сравнивать их с элементами массива Code. Если результат сравнения отрицательный, то эти 4 символа - код цифры 7, так как в условии задачи не сказано, что могут существовать некорректные данные. Небольшой нюанс - не забыть о совпадении результата при прямом и обратном кодах.

о96_6 Для проверки корректности кода можно отсортировать введенную строку из 8 символов. Ее значение после этой операции должно быть “__ИОРССЯ”. Кроме этого следует добавить проверку следования символов подчеркивания (то, что они записаны подряд). При выполнении хода следует учесть “переход через границу” - сектора 8 и 1.


Второй пункт задания реализуется методом “обхода в ширину”. Его реализация априори дает кратчайшую последовательность ходов. Суть его применения. Из каждого состояния круга генерируются все состояния, в которые можно попасть из него. Запоминаем состояния в структуре данных типа очередь. Так, из первого состояния мы формируем элементы очереди со 2-го по 6-й.

	ОЯ__ССИР

	__ОЯССИР

	ОЯСС__ИР

	ОЯСИС__Р

	ОЯИРСС__

	_ЯРОССИ_

	...



После этого по значению указателя считывания из очереди берем элемент “__ОЯССИР” и генерируем все состояния, получаемые из него. Повторяющиеся состояния в очередь не записываются. Процесс генерации заканчивается при получении состояния (после удаления из него символов подчеркивания), совпадающего с состоянием “РОССИЯ”. Осталось сделать вывод последовательности ходов. Если не использовать списковые структуры данных, а на олимпиадах из-за ограниченного времени это нежелательно, то придется ввести дополнительный массив для хранения значений указателей - из какого состояния (его адрес в очереди) получен каждый элемент очереди. Просмотр из конечного состояния очереди по значениям указателей дает последовательность ходов, но только в обратном порядке. Вывод в прямом порядке - чисто техническая деталь решения.

5.9. Олимпиада - 97

r97_1 При вводе элементов масива ключей (A) подсчитываем количество ключей первого (N1) и второго (N2) типов. Это позволит определить место окончания записи ключей этих типов в отсортированном массиве. Определим индексы: i - изменяется от 1 до N1 (по ключам первого типа); l - от N1 до N1+N2 (по ключам второго типа); j - от N3 (общее количество ключей) до N1+N2+1. Тогда сортировка выполняется с помощью единственного цикла:

i=1;l:=N1+1;j:=N3;

while (i<=N1) or (l<j) do


Будем запоминать перестановки элементов массива A в массиве P. Нам потребуется следующая процедура:

procedure Change(v,w:integer;c1,c2:char);

 begin

  inc(cnt);P[cnt,1]:=v;P[cnt,2]:=w;A[v]:=c1;A[w]:=c2;

 end;

Анализ блока «изменения индексов и перестановки ключей» приведен в таблице.

	i
	l
	j
	Действие

	A[i]=ch1
	-
	-
	inc(i)

	-
	A[l]=ch2
	-
	inc(l)

	-
	-
	A[j]=ch3
	dec(j)

	A[i]=ch2
	A[l]=ch1
	-
	Change(i,l,ch1,ch2)

	A[i]=ch2
	A[l]=ch3
	A[j]=ch1
	Change(i,j,ch1,ch2)

Change(l,j,ch2,ch3)

	A[i]=ch2
	A[l]=ch3
	A[j]=ch2
	Change(l,j,ch2,ch3)

	A[i]=ch3
	-
	A[j]=ch1
	Change(i,j,ch1,ch3)

	A[i]=ch3
	A[l]=ch1
	A[j]=ch2
	Change(l,j,ch2,ch1)

Change(i,j,ch1,ch3)

	A[i]=ch3
	A[l]=ch3
	A[j]=cch2
	Change(l,j,ch2,ch3)


r97_2 Последовательно проверяем клетки, содержащие суммы, и пытаемся выполнить вычисления. Если сумму найти можно, то записываем результат в таблицу. При этом фиксируем значение признака того, что «произошло вычисление». Процесс вычислений продолжается до тех пор, пока не будут определены все значения сумм или окажется, что среди невычисленных нет ни одной, которую можно получить.

...

repeat

until <вычислены все суммы> or <не было вычислений>;




r97_3 Очевидно, что логика рекурсивная. Если очередной раз  мы ее вызвали как Rec(X,Y,Lengt,Angle,Lev:integer), то в ней должно быть два вызова Rec(NewX,NewY,Round(Lengt*0.56),Angle1,Lev+1) и Rec(NewX,NewY,Round(Lengt*0.56),Angle2,Lev+1). Следовательно, требуется по значениям X, Y, Angle вычислить NewX,NewY, Angle1 и Angle2. Определимся с углами. Ветки дерева могут продолжаться в одном из следующих направлений (пронумеруем их).


В таблице показано, какие направления получаются из текущего (первый столбец) угла (Angle).

	Angle
	Angle1
	Angle2

	1
	2
	8

	2
	3
	1

	3
	4
	2

	4
	5
	3

	5
	6
	4

	6
	7
	5

	7
	8
	6

	8
	1
	7


Итак, Angle1=(Angle+1) Mod 8, а Angle2=(Angle+7) Mod 8. Осталось выяснить логику вычисления NewX, NewY. Заметим, что если направление нечетное, то Lengt следует умножить на 0.70710678 (sqrt(2)/2) и на знак приращения; если направление кратно четырем, то изменяется только X, а при направлениях 2 и 6 - только Y (с учетом знака приращения). Знак приращения также является функцией направления и легко вычисляется. Этих фактов оказывается достаточно для определения NewX, NewY.

о97_1 Решение получаем в результате простой итеративной логики. Предположим, что у нас есть решение для N гвоздей, то есть известна минимальная длина связывания веревочками. Вводим гвоздь с номером N+1. Он соединяется с гвоздем с номером N, а из предыдущих соединений выбираем минимальное из связываний для N и N-1 гвоздей. 

о97_2 Рассмотрим идею решения задачи на примере.

	
	0
	a
	a
	a
	b
	b
	b
	b
	c
	c
	c

	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	a
	0
	1
	2
	3
	3
	3
	3
	3
	3
	3
	3

	b
	0
	0
	0
	0
	3
	6
	9
	12
	12
	12
	12

	c
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	12
	24
	36


Для клеток, у которых символы на горизонтали и вертикали не совпадают, значение переписывается из соседней по горизонтали клетки. Например, символ ‘a’ по вертикали и первый символ ‘b’ по горизонтали. Способов получение строки ‘a’ из строки ‘aaab’ столько же, сколько и из строки ‘aaa’. Для случая совпадения символов, например ‘b’ по вертикали и второе ‘b’ по горизонтали, количество способов - это сумма способов для строк ‘ab’ и ‘aaab’ (без последнего символа во второй строке), а также - ‘a’ и ‘aaab’ (последние символы строк совпадают).

o97_3 Метод решения задачи традиционный - перебор вариантов. Однако из-за ограничений на время тестирования его следует организовать достаточно грамотно. Заметим, что первоначально необходимо выбрать числа для помеченных клеток таблицы. Если это сделано, то часть клеток заполняется автоматически из знания возможной суммы элементов. Остается найти число, записываемое в клетку [2,1], оставшиеся три клетки заполняются по принципу дополнения до суммы. Единственное значение суммы при котором есть решение, 40 (оно указано в подсказке - количество баллов за задачу). Его вычисление тривиально, сложить все числа и разделить сумму на шесть. В программе достаточно пояснений, она хорошо читается. 

o97_4 Для решения задачи требовалось установить, что число частей равно сумме числа диагоналей, числа точек пересечения диагоналей плюс единица. Диагонали (i,j) и (k,l) пересекаются, если выполняется следующее условие (k-i)*(k-j)*(l-i)*(l-j)<0. 

о97_5 Заметим, что клетчатая доска дана для “устрашения”. С таким же успехом задачу можно решать на линейке из M*N клеток. Допустим, что найдено решение для L клеток, то есть определено число способов для всех значений колечек от 1 до K. При L+1 клетке решение получается очевидным способом - в клетке L+1 размещаем p колечек, а в клетках от 1 до L - оставшиеся. Традиционная схема, называемая динамическим программированием. Разумеется, это не единственный метод решения задачи.

о97_6 Решение задачи достаточно очевидно, если построить соответствующую графовую модель. Преобразуем данные так, что фигура из спичек описывается графом, причем вершинами графа являются не только концы спичек, но и их середины. Время сгорания ребра этого графа равно единице. Найдем расстояния (измеряются количеством ребер графа) между всеми парами его вершин (алгоритм Флойда). Пусть расстояния записываются в матрицу С. Элементы строки матрицы с номером i - это расстояния от вершины i до всех остальных вершин графа. Тогда для ответа на первый пункт задачи достаточно найти в каждой строке максимальный элемент и из этих максимальных выбрать минимальный. Для ответа на второй пункт задачи требуется проверка того, что расстояния до вершин графа, определяющих концы одной спички, совпадают и, кроме того, расстояние до вершины графа, соответствующей середине спички, больше этих расстояний.

5.10. Олимпиада - 98

r98_1 Текста программы решения задачи достаточно для ее понимания.

r98_2 При вводе последовательности подсчитываем сумму элементов на нечетных и четных местах (S1 и S2). Если S1>S2, то начиная с первого всегда берутся элементы последовательности с нечетных мест, в противном - с четных.

	Номер хода
	Последователь-ность
	S1
	S2

	1
	27 5 1 28 6
	2
	0

	2
	5 1 28 6
	2
	27

	3
	1 28 6
	7
	27

	4
	1 28
	7
	33

	5
	1
	35
	33

	6
	
	35
	34


Пример.




r98_3 Классический вариант переборной задачи. Определим основные структуры данных. Элемент массива Nnew (array[char] of boolean) показывает, присвоен ли соответствующему символу его числовой эквивалент. В Num (array[char] of char) хранятся цифры (представленные в типе данных char), присвоенные символам исходной строки. И наконец, элемент P (array[0..9] of boolean), равный false, говорит о том, что соответствующая цифра уже задействована при разгадывании ребуса.

Итак, основная логика.

Procedure rec(k:word;var s:string);

{k - номер позиции в исходной строке, s - преобразованная строка ребуса, вместо исходных символов записаны символы соответствующих цифр, str - исходная строка}

var i:word;

 begin

  if k>length(str) then begin




<преобразование s и проверка ребуса>;

   end

else if Not (Nnew[str[k]] then begin






s:=s+Num[str[k]];






rec(k+1,s);






delete(s,k,1);






end


 else if (str[k]=’+’) or (str[k]=’=’) then begin









s:=s+str[k];









rec(k+1,s);









delete(s,k,1);








 end



else for i:=0 to 9 do

if P[i] then begin Nnew[str[k]]:=false;




Num[str[k]]:=Char(i);




P[i]:=false;




s:=s+Char(i);




rec(k+1,s);




delete(s,k,1);




P[i]:=true;




Nnew[str[k]]:=true;



end;

 end;

o98_1 В случаях, когда N нечетно или есть нули и их меньше половины, решение отсутствует. Если количество нулей больше половины, то ответ задачи 0. Итак, N четно и нулей нет. Отсортируем числа по неубыванию. Удобнее это сделать отдельно для отрицательных и положительных чисел. Рассмотрим пока случай только положительных чисел. Есть последовательность a1(a2(...(an-1(an. Необходимо вычислять произведения типа ai*an-i+1 (i=1,2,...,n div 2). Только в этом случае задача имеет решение. Действительно, пусть не так,  мы рассматриваем произведение, например, пар a2*an и a1*an-1. После несложных преобразований легко усматривается, что выражение (a2*an - a1*an-1) всегда больше нуля. Для последовательности 2 6 12 14 28 84 вычисляем произведения 2*84, 6*28, 12*14. Обобщим результат и посмотрим, нет ли «подводных камней». Есть отрицательные числа. Моментально «напрашивается» ограничение - их количество равно количеству положительных чисел. Логика перемножений в этом случае: очередное наименьшее отрицательное умножаем на очередное наименьшее положительное. Например, для последовательности -14 -7 -1 2 4 28 схема перемножения имеет вид -14*2, -7*4 и -1*28. Оказывается есть еще особый случай, когда количество как отрицательных, так и положительных чисел четно. Задача может иметь как один, так и два ответа, т.е. есть два способа перемножения. Например, для последовательности -84 -28 -14 -12 -6 -2 2 6 12 14 28 84 ответы 168 и -168.

o98_2 Ответим на вопрос, как описывается состояние часов в некоторый момент времени? Количеством шариков в первой, во второй, в третьей и т. д. корзинах. А это число, но не в привычной десятичной системе счисления, а в смешанной. Первая справа цифра по основанию 5, следующая - 6 и т.д. Запишем состояния часов в моменты времени T и T+P, например 740253 и 740432. А что дальше? Необходимо понять, сколько шариков требуется для того, чтобы часы циркулировали от момента времени T до T+P. Они обязаны «перевалить» через момент времени, которому соответствует число из интервала [T,T+P] с максимальной суммой цифр в этой системе счисления (таков должен быть запас большой корзины). Для нашего примера - число 740354 и сумма цифр равна 12 (вычисляем от первой справа цифры, в которой есть несовпадение). Сумма соответствующих цифр числа 740253 равна 10, а ответ 12-10+1=3, то есть в большой корзине должно быть 3 шарика.

o98_3 Пусть есть два переключателя А и В. Данные по ним соответствуют двум строкам матрицы W[1..M,1..N]. Рассмотрим операцию сложения по модулю 2 (для одного разряда переключателей).

	А
	В
	А+В
	(А+В)+А(В

	1
	1
	0
	1

	1
	0
	1
	0

	0
	1
	1
	1

	0
	0
	0
	0


Какие выводы можно сделать из этого факта? Появляется возможность заменить в W данные по переключателям А и В на данные по А и (А+В) - результат действий не изменится, ибо последний столбик говорит о том, что действие переключателя В равносильно действиям (А+В)+А. Из этого следует, что W преобразуется к виду, когда на главной диагонали матрицы записаны 1, а все элементы ниже главной диагонали равны нулю. После такого приведения W логика обработки сводится к поиску лампочек, у которых начальное (а затем текущее) состояние не совпадает с конечным, и к применению переключателя с единицей на главной диагонали, соответствующей этим лампочкам. При преобразовании строк матрицы W следует помнить, из каких строк она получается. Для примера, приведенного в условии задачи, описанные действия выглядят следующим образом.

	
	W
	Строки, логическая сумма которых приводит к данной строке (Who:array[1..M] of set of byte)

	1
	11100

10001

10110
	[1]

[2]

[3]

	2
	11100

01101

01010
	[1]

[1,2]

[1,3]

	3
	11100

01101

00111
	[1]

[1,2]

[2,3]


Результат. Применяем второй (новый) переключатель. Состояние лампочек 11111, результирующее множество задействованных переключателей Res равно (Res(Who[2])\(Res(Who[2])=[1,2]. Применяем переключатель 3 к новому состоянию лампочек, получаем 11000, множество задействованных переключателей есть (Res(Who[3])\(Res(Who[3])=[1,3]. Если полученная строка состояний лампочек совпадает с конечной, то ответ на вопрос задачи положительный, если нет, то преобразование лампочек из начального в конечное состояния невозможно. Ниже приведен текст программы. Его отличие от приведенных рассуждений в том, что в структуре программы блок приведения W не выделен как отдельная процедура.

o98_4 Если N равно 1, то выводим текущий символ и заканчиваем обработку. При N, не равном 1, смотрим, больше ли N половины длины  последовательности. При положительном результате сравнения уменьшаем значение N на это значение и продолжаем сравнение.

o98_5 Сортировка исходного массива по неубыванию очевидна. А затем в первую группу объединяем числа, попадающие в интервал a1+2L, во вторую группу - первое число, не попавшее в предыдущий интервал - ak, и числа ak+2L. Этот итеративный процесс продолжаем до тех пор, пока не будут рассмотрены все элементы массива. Утверждение - описанная операция дает в результате наименьшее количество чисел. Пусть по этой логике мы получаем группы G1, G2, ..., Gt и есть оптимальная разбивка - Q1, Q2, ..., Qr, причем r(t. Рассмотрим числа, принадлежащие к группе Q1. Каждое из них можно отнести к одной из групп Gi, перебросим эти числа в группы Gi. С группами Q2, ..., Qr поступаем аналогичным образом. В результате получаем, что t(r, следствие t=r.

o98_6 Задача нахождения координат прямоугольника, получающегося в результате пересечения исходных, сводится к поиску общей части некоторого заданного множества интервалов на прямой. Последнюю задачу решаем дважды для осей X и Y.
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