Рекомендації по розв’язанню

задач XI Всеукраїнської олімпіади з інформатики
1. Годинник

Очевидним методом розв’язку цієї задачі є моделювання роботи годинника до тих пір, поки не повториться початкове положення кульок в черзі. Але такий підхід вимагає досить багато часу на обчислення. Розглянемо декілька способів покращення цього методу розв’язку.

По закінчені останньої секунди першої доби всі кульки знову будуть в черзі і жодної в чашах. При цьому вони розташуються в деякому порядку, що може (і скоріш за все буде) не співпадати з початковим. Цей порядок визначає перестановку, яка проводиться над кульками в черзі на протязі першої доби. Але, оскільки місце, на якому опиниться кулька після доби роботи годинника,  визначається  тільки її розташуванням в черзі на початку доби, всі наступні добові перестановки будуть співпадати з перестановкою першої доби.

Наприклад, для випадку S=M=H=2, K=4 отримаємо після першої доби з послідовності (1,2,3,4) послідовність (2,3,1,4). Бачимо, що остання кулька залишилась на своєму місці, а решта циклічно зсунулась вліво. Після другої доби отримаємо послідовність (3,1,2,4). Вона виникає після такої ж перестановки з послідовності (2,3,1,4). Ще одне перетворення приведе до послідовності (1,2,3,4), яка співпадає з початковою. Отже, відповідь – 3 доби.

Відповідь отримується в 2 етапи. Перший – моделювання роботи годинника на протязі першої доби для отримання добової перестановки. Другий – застосування добової перестановки до черги до отримання початкової послідовності. Очевидно, застосування перестановки вимагає набагато менше часу ніж моделювання роботи годинника на протязі доби, але існує можливість ще більш скоротити час обчислень.

Оскільки місць в черзі скінчена кількість, то через деякий час кульки почнуть попадати на ті ж місця, де вони вже були. Процес переміщення по черзі буде циклічним, оскільки, як було розглянуто раніше, позиція кульки в черзі наприкінці доби визначається тільки позицією на початку. Легко зрозуміти, що цей циклічний рух не буде мати передперіоду. 

Кожна кулька переміщується за своїм циклом, довжина якого є періодом переміщення кульки. В розглянутому прикладі кулька 1 переміщується по позиціях 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1, …, тобто її цикл – (1,3,2), період – 3. Кульки 2 та 3 ведуть себе так само, а от кулька 4 залишається на місці, отже її цикл – (4) і період – 1.

Періодом повторення початкового розташування кульок в черзі має бути кратним всім періодам переміщень кульок, отже він буде дорівнювати найменшому спільному кратному періодів всіх кульок. Для приклада загальний період НСК(3,3,3,1) = 3, що співпадає з раніше отриманим розв’язком.

2. Охорона.

Зафіксуємо  два об’єкта i та j, між якими є дорога.  Розглянемо залежність відстані до об’єкту k від розташування підрозділу на  дорозі між об’єктами i та j. Якщо підрозділ розташовано на відстані x від об’єкту i, то треба обрати коротший із шляхів, один з яких проходить через i, а інший через j, і відстань буде yijk(x) = min {dik+x, dij+dkj-x}, де dab – відстань між об’єктами a і b. 

Відстань до самого дальнього об’єкта – це максимум функцій yijk(x) по всім k: zij(x) = max {yijk(x)}. Для того, щоб знайти  оптимальне розташування підрозділу на дорозі між об’єктами i та j, треба знайти таке х, при якому досягається мінімальне значення функції zij(x). Після знаходження оптимального розташування на всіх дорогах, виберемо ту дорогу, на якій досягається мінімальна відстань до найвіддаленішого об’єкту.

Розглянемо алгоритм знаходження розв’язку.

Нехай P - матриця доріг між об’єктами (Pij = ( коли між об’єктами i та j немає дороги). 

1)
Знайти матрицю найкоротших шляхів. За умовою задачі між всіма об’єктами існує шлях, тому всі елементи цієї матриці будуть скінчені.

2)
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Для всіх i, j таких, що Pij > 0 знайдемо мінімум функції zij(x). Графік функції уijk(x) являє собою “кут” (див. малюнок). Графік функції zij(x) є “ламана”, верхня огинаюча сімейства функцій уijk(x) (ak = dik- відстань від об’єкта i до об’єкта k, bk = djk - відстань від об’єкта j до об’єкта k). Знайдемо мінімум функції zij(x), перебираючи всі точки згину ламаної. Ці точки отримаємо наступним чином:

a)
Знаходимо максимальне нерозглянуте раніше ak та відповідне  bk. Отримаємо x: x = (dij-ak+bk)/2, zij(x) = yijk(x).

b)
Знаходимо максимальне після аk аl, що bl > bk. Отримаємо чергову точку: x = (dij-al+bk)/2, zij(x) = yijl(x). Якщо неможна знайти таке аl , припиняємо пошук мінімуму.

c)
Наступна точка - перетин прямих x+al і dij+bl-x: x = (dij-al+bl)/2, zij(x) = yijl(x).

d)
k=l. Перехід до пункту b.

3)
В результаті перегляду всіх доріг виберемо ту дорогу, на якій значення функції zij(x) при оптимальному x буде мінімальним.

3. Водопровід

Найпростіший метод розв’язку – послідовно змінювати напрямок проходження води біля кожної з свердловин і перевіряти, чи досяжні всі райони з усіх свердловин.

Перевірку можна виконувати двома методами:

1)
Безпосередньо перевірити (пошуком в глибину чи ширину) досяжність з кожної свердловини всіх інших. Перевірка має складність O(N3), а весь алгоритм - O(N4).
2)
Перевірити досяжність всіх вершин з деякої довільної та досяжність цієї вершини з усіх інших. Другу дію можна виконати пошуком по зворотнім ребрам. Цей метод краще і має складність O(N2), алгоритм - O(N3).
Однак існує метод розв’язку, що потребує тільки O(N2) часу.

Всю систему водопостачання можна розбити на компоненти (компоненти сильної зв’язності), в середині яких всі свердловини досяжні з усіх інших. Труби, що з’єднують ці компоненти мають бути спрямовані в одному напрямку, інакше з довільної свердловини однієї компоненти можна потрапити до довільної компоненти іншої і навпаки, тобто разом ці компоненти утворюють компоненту сильної зв’язності. Компоненти можна впорядкувати так, що всі ребра між компонентами будуть орієнтовані в один бік. З першої компоненти ребра будуть тільки виходити, в останню тільки заходити.

Якщо компонент сильної зв’язності три або більше, то розв’язком задачі, в цьому не важко переконатись, буде довільна вершина передостанньої компоненти. 

Якщо компоненти дві – підійде довільна вершина, з якої виходять та входять хоча б по дві вершини.

Отже необхідно виділити останню та передостанню компоненти. Неважко показати, що кількість труб, що входять до довільної свердловини деякої компоненти, менше ніж кількість труб, що входять до довільної свердловини попередньої компоненти. З цього випливає, що свердловина, до якої заходить максимальна кількість труб належить останній компоненті. Знайшовши всі досяжні з неї свердловини отримаємо останню компоненту. Аналогічним чином знаходиться і передостання.

Треба зауважити, що цей метод застосовний при кількості свердловин більше шести. При меншій кількості можна застосувати один з менш ефективних алгоритмів.
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