ГЕНЕРАЦІЯ КОМБІНАТОРНИХ ОБ’ЄКТІВ
Велика кількість задач дискретної математики, до яких відносяться олімпіадні задачі з інформатики, часто вимагають здійснювати перебір різних комбінаторних конфігурацій об’єктів та вибору серед них найкращих. Часто є важливим знання кількості різних варіантів таких конфігурацій, що дозволяє  реально оцінити обчислювальну складність алгоритму.

Послідовністю називається функція, визначена на множині натуральних чисел.

Перестановкою скінченої множини A називається впорядкована послідовність усіх його елементів, в якій кожний елемент зустрічається рівно один раз. Якщо множина містить n елементів, то всього існує n! перестановок.
Сполученням із n елементів по k називаються k – елементні підмножини деякої n – елементної множини. Кількість сполучень з n по k дорівнює
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 називаються біноміальними коефіцієнтами, які з’являються в біномі Ньютона
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Розбиттям натурального числа n називається його представлення у вигляді суми натуральних доданків: n = x1 + x2 + … + xk для деякого натурального числа k.
Нехай a1, a2, …, an – перестановка множини {1, 2, …, n}. Якщо i < j та ai > aj, то пара (ai, aj) називається інверсією перестановки. Кожна інверсія – це пара елементів, яка “порушує порядок”. Поняття інверсії ввів Г. Крамер у 1750 році, визначивши детермінант матриці n  n наступним чином:
det 
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де сума береться по всім перестановкам a1, a2, …, an із {1, 2, …, n}, а inv(a1, a2, …, an) – кількість інверсій у перестановці.
Наприклад, перестановка 3 1 4 2 має три інверсії: (3, 1), (3, 2), (4, 2).
ЗАДАЧІ

1. k – послідовності. Надрукувати усі послідовності довжини k з чисел 1, ..., n.

2. k – послідовності, k n. Надрукувати усі послідовності довжини k з чисел 1, ..., n, k n у яких i-ий член не перевищує i.
3. k – зростаючі послідовності. Надрукувати усі строго зростаючі послідовності довжини k з чисел 1, ..., n.
4. Перестановки. Надрукувати усі перестановки з n чисел.
5. Номер перестановки. За заданою перестановкою із чисел 1, ..., n знайти її номер при лексикографічному впорядкуванні.

6. Перестановка за номером. За натуральним числом k знайти k – ту  перестановку чисел 1, ..., n при лексикографічному впорядкуванні.

7. Підмножини. Згенерувати усі підмножини n - елементної множини {1, 2, ..., n}.
8. k – елементні підмножини. Згенерувати усі  k – елементні підмножини множини з n чисел. Наприклад, для множини A = {1, 2, 3} (n = 3) та k = 2 повинні бути згенеровані підмножини {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}.
9. Розбиття. Перелічити усі розбиття натурального числа n на натуральні доданки. Розбиття, що відрізняються лише порядком доданків, вважаються однаковими. Наприклад, при n = 4 розбиттями будуть 1+1+1+1, 2+1+1, 2+2, 3+1, 4.

10. Кількість розбиттів. Нехай P(n) - кількість розбиттів цілого додатного n на цілі додатні доданки (без врахування порядку,  тобто 1 + 2 та 2 + 1 - одне і те ж розбиття). При n = 0 покладемо P(n) = 1 (єдине розбиття не містить доданків). Обчислити P(n) для заданого натурального n.
11. Коди Грея. Надрукувати усі послідовності довжини n із чисел 1, ..., k у такому порядку, щоб кожна наступна відрізнялась від попередньої в єдиній цифрі, причому не більш, ніж на 1.
12. Анаграми [Вальядолід 195]. Слово складається із великих та малих літер латинського алфавіту. Необхідно надрукувати усі його анаграми (слова, що складаються із тих же самих літер) у лексикографічному порядку.
13. Вишукування в лінію [Вальядолід 216]. n  комп’ютерів (n  8) необхідно сполучити дротами так, щоб утворити ланцюг мінімальної довжини (кожен комп’ютер повинен мати двох сусідів окрім двох кінцевих). Дано координати комп’ютерів. Вивести послідовність номерів комп’ютерів, що з’єднано у ланцюг з найменшою довжиною.

14. Перестановка потягу [Вальядолід 299]. Потяг складається із n вагонів, які пронумеровані від 1 до n. Вагони потягу стоять у деякому порядку, утворюючи своїми номерами перестановку чисел від 1 до n. Є пристрій, який дозволяє поміняти місцями два сусідні вагони. Знайти найменшу кількість застосувань такого пристрою для відсортування вагонів за їх номерами у порядку зростання.

15. Відстань Хемінга [Вальядолід 729]. Надрукувати у лексикографічному порядку усі послідовності з нулів та одиниць довжини n, які містять в точності h одиниць, 1  h  n  16.

16. 23 із 5 [Вальядолід 10344]. Дано 5 чисел xi, i = 1, …, 5, 1  xi  50. Чи можна так розставити між ними знаки +, – та *, щоб результат обчислення виразу дорівнював 23? Дужок вираз не має, операції мають однаковий пріоритет, обчислення відбувається зліва направо.

ВКАЗІВКИ ТА РОЗВ’ЯЗКИ

1. k – послідовності. Будемо генерувати послідовності в масиві x[1..n]. На поточну позицію масиву pos намагаємося поставити елемент i, 1  i  n, а далі рекурсивно запускаємо генерацію послідовностей з позиції pos + 1. Генерація послідовностей починається з першої позиції (pos = 1). Як тільки pos стає більшим за k, необхідно вивести значення масиву починаючи з першого та закінчуючи k – им елементом.

procedure sequenk(pos:integer);

var 

  i,p:integer;

begin

  if pos > k then
  begin

    for i:=1 to k do write(x[i],' ');

    writeln;

  end else
  for i:=1 to n do
  begin

    x[pos] := i;

    sequenk(pos+1);

  end;

end;
Запуск генерації послідовностей (k та n – глобальні змінні):

 readln(k,n); sequenk(1);

2. k – послідовності, k n. Розв’язок аналогічний задачі 1, тільки значення елементів для позиції pos не повинні перевищувати мінімуму серед чисел n та pos. Для цього рядок for i:=1 to n do із попередньої програми слід замінити на for i:=1 to min(pos, n) do.

3. k – зростаючі послідовності. Процедура генерації послідовностей буде мати два аргументи: поточну позицію pos та мінімально можливе значення value, яке може приймати позиція pos. Процедура починає працювати з першої позиції, а мінімально можливим в ній значенням є 1. Структура програми подібна до програми в задачі 1. 

procedure seqink(pos,value:integer);

var

  i,p:integer;

begin

  if pos > k then
  begin

    for i:=1 to k do write(x[i],' ');

    writeln;

  end else
  for i:=value to n do
  begin

    x[pos] := i;

    seqink(pos+1,i+1);

  end;

end;

Запуск генерації послідовностей:

 readln(k,n); seqink(1,1);

4. Перестановки. Нехай шукаються усі перестановки чисел x1, …, xn. Поміняємо місцями числа x1 та xi, 1  i  n, а потім рекурсивно згенеруємо усі перестановки чисел x2, …, , xi-1, x1, xi+1, … , xn. Така процедура буде генерувати перестановки не в лексикографічному порядку.
procedure permut(k:integer);

var

  i:integer;

begin

  if k = n then
  begin

    for i:=1 to n do write(x[i],' ');

    writeln;

  end else
  for i:=k to n do
  begin

    swap(x[i],x[k]); permut(k+1); swap(x[i],x[k]);

  end;

end;

Процедура swap(i, j) переставляє місцями елементи i та j. Запуск процедури генерації перестановок: readln(n); занести елементи в масив x; permut(1);

Опишемо інший алгоритм, в якому  перестановки генеруються лексикографічно (у словниковому порядку). Більшою вважається перестановка, у якій раніше зустрівся елемент, більший за відповідний йому елемент у другій перестановці. Наприклад,  якщо S = (3, 5, 4, 6, 7), а L = (3, 5, 6, 4, 7), то S < L. У першій перестановці числа будуть утворювати зростаючу послідовність, в останній – спадну. 

Покажемо на прикладі, як знайти перестановку, наступну за P = (5, 6, 7, 4, 3). Переглядаємо поточну перестановку справа наліво, слідкуючи за тим, щоб кожне наступне число було більше попереднього. При цьому одразу ж зупиняємось, як тільки це правило порушиться. Місце зупинки підкреслено: (5, 6, 7, 4, 3). Потім знову переглядаємо пройдений шлях (справа наліво) до тих пір, поки не дійдемо до першого числа, яке вже більше за відмічене. Місце другої зупинки відмічено подвійним підкресленням: (5, 6, 7,4, 3). Поміняємо місцями відмічені числа: (5, 7, 6, 4, 3). Тепер усі числа, розташовані справа від подвійного підкреслення, впорядкуємо у порядку зростання. Оскільки вони до цих пір були впорядковані у спадному порядку, то достатньо перевернути вказаний відрізок. Отримаємо: Q = (5, 7, 3, 4, 6). Це і є та перестановка, яка повинна відтворюватися безпосередньо після P.
Функція perest знаходить перестановку, наступну за ту, яка задається у масиві m. Розмір масива дорівнює n.
procedure perest(n:integer);

var first, second, i, temp: integer;

begin

 first := n-1;

 while m[first]>m[first+1] do Dec(first);

 second := n;

 while m[second] < m[first] do Dec(second);

 i := m[second]; m[second] := m[first]; m[first] := i;

 i := first+1;

 while i < (n+first+1)/2 do
 begin

   temp := m[i]; m[i] := m[n+1+first-i]; m[n+1+first-i] := temp;

   i := i + 1;

 end;

end;
Генерація перестановок у лексикографічному порядку відбувається наступним чином (fact(n) – функція обчислення факторіалу):

заповнюємо масив m строго зростаючою послідовністю; 

for i := 1 to fact(n) do

begin

  друкуємо масив

  perest(n);

end;

5. Номер перестановки. Очевидно, що перестановка 1, 2, ..., n – 1, n буде мати номер 1, а n, n – 1, …, 2, 1 – номер n!. Нехай f(x1, …, xn) – кількість перестановок, лексикографічно менших x1, …, xn. Тоді

f(xi, …, xn) = (n – i)! * (xi – k – 1) + f(xi+1, …, xn), f(xn) = 0,

де k – кількість значень xj, 1  j  i – 1, які менші за xi. Або xi – k – 1 є кількістю значень що можуть знаходитися на i – му місці при фіксованих x1, …, xi-1, при яких утворюється перестановка, лексикографічно менша заданої. Тоді номер перестановки x1, …, xn дорівнює f(x1, …, xn) + 1.

 ввести значення n та заповнити масив x; 

  f:=1; res := 0;

  for i:=1 to n do f := f * i;

  for i:=1 to n-1 do
  begin

    f := f div (n-i+1);

    t := m[i] - 1;

    for j:=1 to i-1 do
      if x[j] < x[i] then Dec(t);

    res := res + f*t;

  end;

  res := res + 1;
  writeln(res);

6. Перестановка за номером. Задача подібна до 5. Спочатку занесемо до масиву x перестановку 1, ..., n (x[1] = 1, …, x[n] = n). На i-ій ітерації будемо обчислювати число, яке стоїть на i-ому місці.
  readln(n,k); Dec(k);

  f:=1;

  for i:=1 to n do begin x[i] := i; f := f * i;end;

  for i:=1 to n-1 do
  begin

    f := f div (n-i+1);

    Selected := i + k div f;

    t := x[Selected];

    for j:=Selected downto i+1 do
       x[j] := x[j-1];

    x[i] := t;

    k := k mod f;

  end;

  for i:=1 to n do write(x[i],' ');

7. Підмножини. Згенеруємо усі послідовності довжини n, що складаються лише з нулів та одиниць (задача 1 при k = 2). Для кожної отриманої послідовності надрукуємо лише ті індекси, на місцях яких в масиві знаходяться одиниці. Таким чином кожній отриманій послідовності із нулів та одиниць буде відповідати підмножина множини {1, …, n}.

8. k – елементні підмножини. Задачу можна розв’язати подібно до задачі 5. Після генерації послідовності із нулів та одиниць необхідно підрахувати кількість одиниць в ній. Якщо ця кількість дорівнює k, то друкувати підмножину.

Недоліком такого підходу є той факт, що кількість згенерованих послідовностей із 0 та 1 дорівнює 2n. В той же час кількість k – елементних підмножин n – елементної множини дорівнює 
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, що менше за 2n. Розв’язком буде генерація строго зростаючих послідовностей довжини k із n елементів, що є задачею 3.
9. Розбиття. Нехай n = x1 + x2 + … + xk – розбиття числа n на натуральні доданки. Виходячи із умови задачі, маємо: x1  x2  …  xk. x1 може приймати значення від 1 до n, а кожне xi, 2  i  k, може приймати значення від 1 до xi-1. Отже необхідно згенерувати всі можливі послідовності x1, x2, …, xk, що задовольняють вище наведеним умовам. Рекурсивність процедури генерації розбиттів полягає в тому, що при розбитті числа n в якості першого доданку обрано число x1 (x1  n), то далі треба генерувати усі можливі розбиття числа n – x1 з доданками, не більшими за x1. Процедура генерації розбиттів має три аргументи: pos – поточна позиція в масиві x, max – максимально можливий доданок, який може знаходитися в позиції pos, number – число, що розбивається.
procedure rozbyt(pos,max,number:integer);

var

  i:integer;

begin

  if number = 0 then
  begin

    for i:=1 to pos-1 do write(x[i],' ');

    writeln;

  end else
  for i:=min(max,number) downto 1 do
  begin

    x[pos] := i;

    rozbyt(pos+1,i,number-i);

  end;

end;
Запуск процедури генерації розбиттів:   readln(n); rozbyt(1,n,n).

10. Кількість розбиттів. Має місце наступна формула: 

P(n) = P(n - 1) + P(n - 2) - P(n - 5) - P(n - 7) + P(n - 12) + P(n - 15) + ... ,

де знаки у пар членів чергуються, від’ємники в одній парі рівні (3*q2 - q) / 2 та (3*q2 + q) / 2.

Наведемо спосіб обчислення P(n) без використання формули, який є ефективнішим за перебір та підрахунок усіх розбиттів. Позначимо через R(n, k) (n  0, k  0) кількість розбиттів числа n на цілі додатні доданки, що не перевищують k. (При цьому R (0, k) вважається рівним 1 для усіх k  0). Очевидно,  що P(n)  = R(n, n).  Усі розбиття числа n на доданки, що не перевищують k, розіб’ємо на групи в  залежності від максимального доданку (позначимо його через i). Число R(n, k) дорівнює сумі (по усім i від 1 до k) кількостей розбиттів з доданками, не більшими за k та максимальним доданком, рівним i. Розбиття числа n на не більш ніж k доданків, перший з яких дорівнює i, по суті являє собою розбиття числа n - i на доданки, які не перевищують i (при i  k). Отже
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function kilkrozb(n,k:integer):integer;

var sum,i:integer;

begin

 if n=0 then kilkrozb:=1

 else

   begin

     if k>n then k := n;

     sum := 0;

     for i:=1 to k do
        sum := sum + kilkrozb(n-i,i);

     kilkrozb := sum;

   end;

end;
Запуск функції обчислення кількості розбиттів: readln(n); res := kilkrozb(n,n).

11. Коди Грея. Розглянемо прямокутну дошку ширини n та висоти k. На кожній вертикалі буде стояти шашка. Таким чином, положення шашок відповідають послідовностям чисел 1, ..., k довжини n (i - ий член послідовності відповідає висоті шашки на i - тiй горизонталі). На кожній шашці намалюємо стрілку, яка може бути направлена вгору чи вниз. Спочатку усі шашки поставимо на нижню горизонталь стрілкою вгору. Далi рухаємо шашки за таким правилом: знайти саму праву шашку, яку можна пересунути у напрямку намальованої на ній стрілці, рухаємо її на одну клітинку у цьому напрямку, а усі шашки, що стоять правіше вiд неї (вони дійшли до краю) розвертаємо на 180 градусів. Зрозуміло, що на кожному кpоцi лише одна шашка зсувається, тобто один член послідовності змінюється на 1. 

Доведемо індукцією по n, що таким чином перебираються усі послідовності із чисел 1, ..., k. Випадок n = 1 очевидний. Нехай n > 1. Усі кроки поділимо на тi, де рухається остання шашка та тi, де рухається не остання. У другому випадку остання шашка стоїть у стінки, i ми її повертаємо, так що за кожним кроком другого типу йде k – 1 кроків першого типу, за час яких остання шашка побуває в усіх клітинках. Якщо ми тепер забудемо про останню шашку, то pух перших n – 1 за припущенням індукції пробігають усі послідовності довжини n – 1 по одному разу; pух останньої шашки із кожної послідовності довжини n – 1 роблять k послідовностей довжини n.
У процедурі окрім послідовності x[1], ..., x[n], бажано утворити масив d[1], ..., d[n] із чисел +1 та –1 (+1 відповідає стрілці вгору, –1 – стрілці вниз). Початковий стан: x[1] =...= x[n] = 1; d[1] =...= d[n] = 1.
procedure gray(n,k:integer);

var  i,j:integer;

begin

  for i:=1 to n do
  begin x[i] := 1; d[i] := 1; end;

  while True do
  begin

    for i := 1 to n do write(x[i],' ' );

    writeln;i := n;

    while ((i > 1) and
      (((d[i] = 1) and (x[i] = k)) or ((d[i] = -1) and (x[i] = 1))))

      do Dec(i);

    if (((d[i] = 1) and (x[i] = k)) or ((d[i] = -1) and (x[i] = 1))) then break;

    x[i] := x[i] + d[i];

    for j := i+1 to n do d[j] := - d[j];

  end;

end;
Запуск функції генерації послідовностей: readln(n,k); gray(n,k);

12. Анаграми [Вальядолід 195]. Сортуємо літери вхідного слова. Далі генеруємо усі перестановки (задача 4) в алфавітному порядку. У слові можуть  повторюватися літери. Щоб не отримувати однакових перестановок, необхідно у функції perest замінити строгі порівняння літер на нестрогі. Слід також написати функцію порівняння літер, оскільки порядок останніх має вигляд: A < a < B < b < …< Z < z.
13. Вишукування в лінію [Вальядолід 216]. За координатами n комп’ютерів створимо матрицю d розміру n * n, де d[i, j] є відстанню між i та j комп’ютерами. Необхідно згенерувати усі можливі перестановки x1, x2, …, xn чисел від 1 до n (задача 4).  Кожна перестановка буде відповідати сполученню комп’ютерів у ланцюг (комп’ютер xi сполучено з  комп’ютером xi+1, i = 1, …, n – 1). Для кожної перестановки обчислюємо довжину дроту. Серед усіх можливих перестановок (розташувань в лінію) обираємо ту, для якої довжина дроту найменша. 
14. Перестановка потягу [Вальядолід 299]. Нехай x1, x2, …, xn – порядок, в якому знаходяться вагони потягу. Необхідно для кожного елементу xi (1  i  n – 1) підрахувати кількість xj (i < j  n), для яких xi > xj. Кількість інверсій послідовності {xi} дорівнює мінімальній кількості застосувань пристрою для відсортування вагонів. Оцінка складності алгоритму O(n2).

15. Відстань Хемінга [Вальядолід 729]. Процедура hamming на вхід приймає два параметри: pos – поточна позиція та h – кількість одиниць, яку ще треба використати у послідовності. Послідовності генеруються в масиві m. В тілі функції намагаємося на позицію pos поставити 0 чи 1. На початку тіла функції перевіряємо умови: чи не стоїть вже у масиві одиниць більше ніж треба (h > 0) та чи кількість порожніх місць n – pos + 1 не менша ніж кількість одиниць h, яку треба розставити (h > n – pos + 1). Масив m буде друкуватися коли pos > n, при цьому обов’язково h = 0.

procedure hamming(pos,h:integer);

var

  i:integer;

begin

  if (h < 0) or (h > n - pos + 1) then Exit;

  if pos > n then
  begin

    надрукувати масив m; Exit;

  end;

  for i:=0 to 1 do
  begin

    m[pos] := i;

    hamming(pos+1,h-i);

  end;

end;
16. 23 із 5 [Вальядолід 10344]. Нехай вираз має вигляд x1o1x2o2x3o3x4o4x5, oi  {+, –, *}. Генеруємо послідовності знаків o1o2o3o4 і обчислюємо значення відповідного виразу. Якщо деякий вираз дорівнює 23, то відповідь на задачу позитина, інакше – негативна.
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