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0. Вступ. Чемпіонат світу з програмування під егідою ACM

1. Рекурсія та ітерація

2. Найбільший спільний дільник. Найменше спільне кратне

3. Числа Фібоначчі та пов’язані з ними задачі

4. Числа Каталана

5. Генерація комбінаторних об’єктів

6. Підрахування комбінаторних об’єктів

7. Обчислювальна геометрія. Точка. Пряма. Відрізок. Кут
8. Жадібні алгоритми

9. Прості числа

10. Групи та задачі на розфарбування

11. Послідовності та підпослідовності

ЧЕМПІОНАТ СВІТУ З ПРОГРАМУВАННЯ ПІД ЕГІДОЮ ACM

Щорічно на Україні та у світі проводиться велика кількість олімпіад з інформатики та програмування різного рівня. Найсерйознішим та найпрестижнішим змаганням є Першість Чемпіонату Світу з програмування серед студентів вищих навчальних закладів, який щорічно проводить асоціація комп’ютерної техніки  (Asso​ciation for Computer Machinery) АСМ, зі штаб-квартирою у Нью-Йорку (http://www.acm.org). Офіційна сторінка змагань: http://acm.baylor.edu.   Студентські змагання стимулюють наукову діяльність Вузу, допомагають обдарованій молоді реалізувати свої можливості, мають велике значення при визначені рівня розвиненості комп’ютерних наук у вузі. 

Першість світу проводиться в три етапи: національні олімпіади, регіональні олімпіади, які проводять за географічним принципом у 30 регіонах (http://icpc.baylor.edu/past) та фінал першості світу, в якому беруть участь близько 60-команд – переможців та призерів регіональних олімпіад (http://icpc.baylor.edu/icpc/finals/default.htm) . 

Популярність цих змагань, які визначають престиж країни у галузі інформаційних техно​лог​​ій, дуже велика. Достатньо сказати, що у 2003/2004 навчальному роках тільки у регіо​нальних олімпіадах першості світу взяли участь 3850 команд з 1329 університетів з 68 країн світу. За​гальна ж кількість учасників першості світу, враховуючи команд-учасників  національних першостей, приблизно оцінюється у  24 – 25 тисяч!

Європейські країни розпочали участь у цих змаганнях з 1991 року, а Східно – Євро​пейські  – з 1995 р. З тих пір американським командам рідко щастило стати чемпіоном світу. Зате частіше за інших перемогу святкували команди зі східної Європи: 1998 – Чехія, 2000, 2001, 2004 – Росія, 2003 – Польща. Нажаль, серед цих країн поки не з’явилася Україна, і при​чини цього є чисто організаційними та фінансовими.

Українські команди беруть участь у першості світу з програмування з 1995 року. З 1997 по 2000 рік у Південно – Східно – Європейській олімпіаді постійно брали участь команди лише трьох українських університетів: Київського національного університету (КНУ), Вінницького державного технічного університету (ВДТУ) та Одеського національного університету ім. І.Мечнікова (ОНУ), але кращими досягненнями команд були місця у першій призовій шістці. 

З 2001 р. проведення цієї олімпіади було організовано у три етапи: внутрішні університетські олімпі​ади, регіональні олімпіади за географічною ознакою (Південний, Північний, Західний, Східний), фінал у Вінницькому Державному Технічному Університеті, в якому беруть участь команди – переможці регіональних олі​мпіад. Три призери фіналу Всеукраїнської олімпіади отримують фінансування від Міні​стерства освіти і науки для участі у півфіналі першості світу в Бухаресті. Право участі в олімпіаді за власні кошти отримують також інші команди, що отримали кращі результати у Вінниці. 

Вже перші організаційні кроки одразу принесли помітні результати. У 2001 і 2002 роках в олімпіаді в Бухаресті взяли участь вже 8 українських команд. При цьому у 2001 р. українські команди мали кращий неофіційний показник – середню кількість задач, розв’яза​них однією командою  А вже у 2002 році українські команди посіли 1, 2, 6 і 10 місця серед 44 учасників. Тим самим, вперше в історії, обидва місця в фіналі, виділені Бу​ха​рестському півфіналу, посіли команди українських університетів – КНУ і НТУУ „КПІ”. При цьому, в фіналі першості світу команда КНУ посіла 9 місце і отримала  бронзові медалі. Команда НТУУ „КПІ” посіла місця з 30 по 42, разом з командами таких відомих університетів як, Гарвардський університет, університет Корнеля, університет Торонто, університет Міннесоти, державні університети Санкт-Петербурга та Нижнього Новгорода (http://icpc.baylor.edu/icpc/Finals/2003medals-web.htm). 
З 14 по 17 жовтня 2004 року у Бухаресті відбулися чергові півфінальні змагання з програмування під егідою ACM у південно-східному регіоні (http://www.acm.ro/index.php/ACM2004/ContestResults). Україну представляли 11 команд.  У залікову десятку серед українських команд попали: 

· Київський національний університет імені Тараса Шевченка – 3 місце (керівник – Віталій Бондаренко);

· Київський Політехнічний інститут, фізтех – 8 місце (керівник – Ірина Жданова);

· Харківський національний університет радіоелектроніки – 9 місце (керівник – Олександр Вечур);

Перемогу у змаганні святкували команди Бухареста та Софії.

Слід відмітити, що за право бути спонсором першості світу йде справ​жня боротьба між провідними комп’ютерними фірмами світу. АСМ навіть встановила обме​ження терміну спонсування – три роки. Останніми роками спонсорами першості світу бу​ли AT&T, Microsoft, IBM. Саме ІВМ виборола собі привілею бути спонсором два термі​ни поспіль і не хоче віддавати цього права і надалі. За даними преси на організацію останньої першості світу ІВМ витратила більше 40 млн. доларів США. ІВМ пропонує спеціальні анкети і вручає свої рекламні матеріали кожному учаснику першості світу, починаючі з півфіналу. Учасники фіналу, особливо ж переможці, отримують персональні запрошення на роботу у відділення фірми у різних країнах.

Рівень українських студентів дозволяє їм стабільно бути серед кращих команд світу. Але для цього треба працювати всім загалом – і студентам, і викладачам, і науков​цям і бізнесменам. І прикладом такої роботи є Росія, яка за п’ять років так організувала підготовку студентів, що три роки чемпіонами світу ставала команда Санкт-Петер​бурзьського університету точної механіки і оптики (2000, 2001, 2004). А у 2000 році, єдиний раз в історії два перших місця посіли дві команди з одного міста – Санкт–Петербурга. Наприклад, у 2003 року у фіналі другими буди студенти Московського державного університету,  третіми  - Санкт-Петер​бурзьського університету точної механіки і оптики, сьомими – Саратовського дер​жавного університету. У 2004 році результати Росії ще покращилися. Перемогу святкували знову студенти Санкт-Петербургу, а університети Пермі та Іжевську отримали відповідно золоті та срібні нагороди, довівши тим що рівень викладання комп’ютерних дисциплін в їх університетах не гірший за Масачусетс (срібло) та Гарвард (бронза). 

Основними розділами комп’ютерних дисциплін, знаннями яких повинен володіти студент для вдалого виступу на світовій арені, є суто математичні дисципліни (математичний аналіз, алгебра), а також дискретна математика, методи оптимізації, обчислювальна геометрія, теорія чисел, побудова та аналіз алгоритмів. Окрім теоретичних та практичних занять необхідно тренуватися,  приймаючи участь у дистанційних олімпіадах. У світі є багато WEB сторінок, які допомагають молоді у тренувальному процесі: 

http://acm.timus.ru - Уральський університет (Росія);

http://acm.sgu.ru - Саратовський університет (Росія);

http://acm.zju.edu.cn - університет ЖеЙанг (Китай);

http://neerc.ifmo.ru - університет Санкт-Петербургу (Росія);

http://acm.uva.es - університет Вальядолід (Іспанія);

На наведених сторінках зібрана велика кількість задач, які пропонувалися на попередніх змаганнях. Працює система Online judge. На цих же сторінках часто проводяться дистанційні змагання у реальному часі, участь в яких дає можливість молоді оцінити свої знання та можливості. Наприклад, сторінка http://www.topcoder.com пропонує студентській молоді не тільки грошові призи за перемогу у змаганнях, а й забезпечує їх роботою. 

РЕКУРСІЯ ТА ІТЕРАЦІЯ

Рекурсією називається такий спосіб організації обробки даних, при якому програма викликає сама себе або безпосередньо, або із інших програм.

Ітерацією називається такий спосіб організації обробки даних, при якому деякі дії багатократно повторюються, не приводячи при цьому до рекурсивних викликів програм.

Теорема. Довільний алгоритм, реалізований у рекурсивній формі, може бути переписаний в ітераційній формі та навпаки.

ЗАДАЧІ

1. Факторіал. Обчислити факторіал числа n! = 1 * 2 * …. * n.

2. Степінь. Обчислити степінь числа xy.

3. Сума цифр. Знайти суму цифр натурального числа.

4. НСД та НСК. Обчислити найбільший спільний дільник (НСД) та найменше спільне кратне (НСК) двох чисел.

5. Рекурсивна функція. Для заданого натурального n обчислити значення функції f(n), заданої наступними рекурентними співвідношеннями:

f(2 * n) = f(n),

f(2 * n + 1) = f(n) + f(n + 1),

f(0) = 0, f(1) = 1

6. Множення. Написати рекурсивну функцію, яка перемножує два натуральних чсла a та b з часовою оцінкою O(log b). Операцію множення використовувати не дозволяється.

7. Схема Горнера. Обчислити значення многочлена в точці.

8. Обчислення експоненти. За заданими значеннями x та n обчислити наближене значення ex за формулою

ex = 1 + x + 
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9. Шістнадцяткова система числення. Написати функцію перетворення натурального числа із десяткової у шістнадцяткову систему числення. 

10. Великий MOD [Вальядолід 374]. За заданими числами b, p, m обчислити значення bp mod m.

11. Кількість одиниць. Обчислити кількість одиниць у двійковому записі числа n.

12. Факторіали!!! [Тімус 1083]. k – кратним факторіалом числа n називається вираз (k знаків !)

n!!…! = 
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За заданими числами n (1  n  10) та k (1  k  20) обчислити значення n!!…! (k знаків !).

Вказівки до розв’язків

1. Факторіал. Рекурсивне визначення функції fact(n) = n!:


[image: image5.wmf]î

í

ì

=

-

=

1

)

0

(

),

1

(

*

)

(

fact

n

fact

n

n

fact


function fact(n:longint):longint;

begin

  if n = 0 then fact := 1

               else fact := n * fact(n-1);

end;

2. Степінь. Рекурсивне визначення функції pow(x, y) = xy:
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function pow(x,y:longint):longint;

begin

  if y = 0 then pow := 1

               else pow := x * pow(x,y-1);

end;

Швидкість обчислення наведеної функції O(y). Наступне рекурсивне визначення дає можливість обчислити вираз xy за O(log y):

function pow2(x,y:longint):longint;

begin

  if y = 0 then pow2 := 1 else
  if y mod 2 = 0 then pow2 := sqr(pow(x,y div 2))

                          else pow2 := x * sqr(pow(x,y div 2))

end;

Ітераційна реалізація обчислення функції xy з часовою оцінкою O(log y) базується на двійковому розкладі числа y і наведена нижче:

function pow(x,y:longint):longint;

var res:longint;

begin

  res := 1;

  while (y>0) do
  begin

    if (y mod 2 = 1) then res := res * x;

    y := y shr 1; { y := y div 2; }
    x := x * x;

  end;

  pow := res;

end;

3. Сума цифр. Рекурсивне визначення функції sumdigits(n) – суми цифр числа n: 
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function sumdigits(n:longint):longint;

begin

  if n = 0 then sumdigits := 0

              else sumdigits := n mod 10 + sumdigits(n div 10);

end;

4. НСД та НСК. Рекурсивне визначення функції gcd(a, b) – найбільшого спільного дільника чисел a та b: 
gcd(a, b) = 
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function gcd(a,b:longint):longint;

begin

  if a = 0 then gcd := b else
  if b = 0 then gcd := a else
  if a > b then gcd := gcd(a mod b,b)

              else gcd := gcd(a, b mod a);

end;

Функцію обчислення НСД можна спростити:

function gcd(a,b:longint):longint;

begin

  if a = 0 then gcd := b

              else gcd := gcd(b mod a,a);

end;

Тоді gcd(a, 0) = gcd(0, a) = a, 

Якщо a > b, то gcd(a, b) = gcd(b mod a, a) = gcd(b, a).

Найменше спільне кратне lcd(a, b) знаходиться із формули:

gcd(a, b) * lcd(a, b) = a * b
5. Рекурсивна функція. У випадку безпосереднього програмування функції  f(n) час її обчислення буде експоненційно залежати від n. Визначимо функцію g(n, i, j) = i * f(n) + j * f(n + 1), для якої мають місце рівності:

g(2 * n, i, j) = g(n, i + j, j),

g(2 * n + 1, i, j) = g(n, i, i +  j),
g(0, i, j) = i * f(0) + j * f(1) = j,

звідки за час O(log n) обчислюється значення f(n) = g(n, 1, 0).

function g(n,i,j:longint):longint;

begin

  if n = 0 then g := j else
  if n mod 2 = 0 then g := g(n div 2, i + j, j)

                           else g := g(n div 2, i, i + j);

end;

function f(n:longint):longint;

begin

  f := g(n,1,0);

end;
6. Множення. Рекурсивне визначення функції mult(a, b) – множення двох натуральних чисел a та b: 
mult(a, b) = 
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function mult(a,b:integer):integer;

begin

  if b = 0 then mult := 0 else

  if b mod 2 = 0 then mult :=  mult(a, b div 2) shl 1

                          else mult := a + mult(a, b - 1);

end;

7. Схема Горнера. Нехай в масиві a[0, …, n] знаходяться коефіцієнти многочлена Pn(x) = anxn + an-1xn-1 + … + a1x + a0, при чому a[i] = ai. Помітимо, що 
Pn(x) = x * (anxn-1 + an-1xn-2 + … + a1) + a0 = 

(…((an * x + an-1) * x + an-2) * x + … + a1) * x + a0
Отже має місце рекурсивна формула:

gorner(k, x) =  
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де Pn(x) = gorner(n, x).
function gorner(k,x:integer):integer;

begin

  if k = 0 then gorner := a[n]

              else gorner := x * gorner(k-1,x) + a[n-k];

end;
8. Обчислення експоненти. Наведемо ітераційний варіант розв’язку задачі. У змінній sum буде накопичуватись шукана сумма, змінна d містить поточний доданок.

function expp(x:double;n:integer):double;

var

  sum,d:double;

  i:integer;

begin

  sum := 0; d := 1;

  for i:=1 to n do
  begin

    sum := sum + d;

    d := d * x / i;

  end;

  expp := sum;

end;

9. Шістнадцяткова система числення. Функція hex за заданим натуральним числом i повертає рядок, що містить його шістнадцяткове представлення. До змінної num заноситься ASCII код чергової цифри.

function hex(i:longint):string;

var

  num:byte;

begin

  if i = 0 then hex := '' else

  begin

    num := i mod 16 + Ord('0');

    if num > Ord('9') then num := num + 7;

    hex := hex(i div 16) + Chr(num);

  end;

end;
10. Великий MOD [Вальядолід 374]. Аналогічна до задачі 2 (піднесення до степеня). Тільки при виконанні кожної операції множення слід обчислювати остачу від ділення на m.

11. Кількість одиниць. Операція n := n and (n – 1) знищує крайню справа одиницю у бінарному представленні числа n. Слід виконувати цю операцію поки n не стане рівним 0, підраховуючи кількість її виконання. Знайдена кількість операцій буде дорівнювати кількості одиниць у двійковому представленні числа n. Рекурсивний варіант функції має вигляд:

function OnesRec(n:longint):longint;

begin

  if n = 0 then OnesRec := 0

               else OnesRec := 1 + OnesRec(n and (n - 1));

end;

Ітераційний варіант:

function OnesIter(n:longint):longint;

var

  s:longint;

begin

  s := 0;

  while n > 0 do
  begin

    n := n and (n-1);

    Inc(s);

  end;

  OnesIter := s;

end;

12. Факторіали!!! [Тімус 1083]. Оскільки 1  n  10, то для розв’язку задачі достатньо використовувати тип даних longint. Функція factk обчислює значення k – кратного факторіалу числа n.

function factk(n,k:longint):longint;

var

  s:longint;

begin

  s:=1;

  while (n > 0) do
  begin

    s := s * n;

    n := n - k;

  end;

  factk := s;

end;

Список використаних задач

[Вальядолід] acm.uva.es/problemset: 

374. Великий MOD
10104. Задача Евкліда

[Тімус] acm.timus.ru:

1083. Факторіали!!!

1. НАЙБІЛЬШИЙ СПІЛЬНИЙ ДІЛЬНИК

1.1. НСД. Обчислити найбільший спільний дільник (НСД) двох чисел.

1.2. Задача Евкліда [Вальядолід 10104]. Відомо, що для довільних додатних чисел a та b існують такі x та y, що

a * x + b * y = d,
де d =  НСД(a, b). За заданними a та b знайти такі x, y, d, для яких x  y та |x| + |y| мінімальне.

1.3. Склянки води. Є n порожніх склянок з цілочисельними об’ємами v1, …, vn літрів, порожня посудина та кран з водою. Визначити, чи можна за допомогою цих склянок налити в посудину m літрів води.

1.4. Просте ділення [Вальядолід 10407]. Задана послідовність з n (2  n  1000) чисел a1, a2, …, an (ai  0, 1  i  n). Знайти таке найбільше натуральне d, що якщо на нього поділити кожне із ai, то отримаємо однакові залишки (тобто всі значення ai mod d рівні).

1.5. Коробки [Саратов 126]. Перша коробка містить a кульок, а друга – b кульок, a + b < 2 * 109. З однієї коробки в іншу дозволяється перекласти стільки кульок, скільки в ній знаходиться. Чи можна перекласти всі кульки в одну коробку?

1.6. Відрізок на сітці. На координатній площині задано відрізок, кінці якого мають цілочисельні координати (w, x) та (y, z). Скільки точок з цілочисельними координатами лежить на відрізку?

1.7. Електрична огорожа [USACO]. Корови знаходяться всередині електричної огорожі, яка має вигляд трикутника з вершинами (0, 0), (p, 0), (m, n) для деяких натуральних p, m, n. Корови можуть знаходитися лише у вузлах координатної сітки строго всередині огорожі. В одному вузлі може знаходитися лише одна корова. Яку максимальну кількість коров можна сховати за огорожу?

1.8. Шматки яловиччини [USACO]. Є нескінченна кількість n типів пакунків яловиичини вагою w1, …, wn (n  10, 1  wi  256). Знайти максимальну вагу яловиччини, яку не можна видати покупцеві наявними пакунками. Якщо такої ваги не існує або будь-яку вагу можна видати покупцеві, то вивести 0.

1.9. Квартали міста [Тімус 1139]. Квартали міста мають квадратну форму. Їх розділяють n авеню з півночі на південь та m вулиць зі сходу на захід. Над скількома кварталами пролетить вертоліт, якщо він буде рухатися з лівого нижнього кута міста у правий верхній?
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                  n = 3, m = 4, відповідь: 4                 n=3, m = 3, відповідь: 2

2. НАЙМЕНШЕ СПІЛЬНЕ КРАТНЕ

2.1. НСК. Обчислити найменше спільне кратне (НСК) двох чисел.
2.2. Сновида [Рудик]. Президент банку вночі перекладає вміст n сейфів, в яких клієнти зберігають коштовності. Відомо, що щоночі вміст сейфів перекладається однаковим чином. Процесс перекладання характеризується послідовністю з n чисел: a1, …, an, де ai – номер сейфу, куди перекладається вміст i – го сейфу щоночі. Визначити, через скільки діб всі коштовності повернуться на свої місця.

2.3. НСК [Вальядолід 10680]. За заданим натуральним n (n  1000000) надрукувати останню значущу (не нульову) цифру НСК усіх чисел від 1 до n.

Вказівки до розв’язків

1. Найбільший Спільний Дільник
1.1. НСД. Рекурсивне визначення функції gcd(a, b) – найбільшого спільного дільника (НСД) чисел a та b: 
gcd(a, b) = 
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function gcd(a,b:longint):longint;

begin

  if a = 0 then gcd := b else
  if b = 0 then gcd := a else
  if a > b then gcd := gcd(a mod b,b)

              else gcd := gcd(a, b mod a);

end;

1.2. Задача Евкліда [Вальядолід 10104]. Нехай для значень a та  b (a > b) відомі значення g = НСД(b, a mod b) а також числа x’ та y’, для яких

g = x’ * b + y’ * (a mod b)

Оскільки a mod b = a -  
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де позначено x = y’, y = x’ – y’ *  
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Нехай gcdext(a,b:longint;var d,x,y:longint) – функція, що за вхідними числами a та b знаходить d = НСД(a, b) та такі x, y що d = a * x + b * y. Для пошуку невідомих необхідно рекурсивно запустити функцію  gcdext(b, a mod b, d, x’ ,y’) та перерахувати значення x, y за формулою (1). Рекурсія закінчується коли b = 0.

procedure gcdext(a,b:longint;var d,x,y:longint);

var

  s:longint;

begin

  if b = 0 then
  begin

    d := a; x := 1; y := 0;

    Exit;

  end;

  gcdext(b,a mod b,d,x,y);

  s := y;

  y := x - (a div b) * y;

  x := s;

end;

Запуск процедури розв’язку:
readln(a,b);

Change := False;

if a < b then
begin

   swap(a, b); Change := True;

end;

gcdext(a,b,d,x,y);

if Change then swap(x,y);

writeln(x,' ',y,' ',d);

Процедура swap(i, j) переставляє місцями елементи i та j.

1.3. Склянки води. Нехай V = НСД(v1, …, vn). Якщо m ділиться націло на V, то у посудину за допомогою склянок можна налити m літрів води, інакше – ні.

1.4. Просте ділення [Вальядолід 10407]. За умовою здачі маємо:

a1 = d * r1 + rest
a2 = d * r2 + rest
…

an = d * rn + rest
Оскільки d максимальне , то НСД(r1, r2, …, rn) = 1. Далі маємо:

a2 – a1 = d * (r2 – r1)

a3 – a2 = d * (r3 – r2)

…

an – an-1 = d * (rn – rn-1)

Звідки d = НСД(|a2 – a1|, |a3 – a2|, …, |an – an-1|).

1.5. Коробки. Якщо m + n = 2i * НСД(m, n) для деякого і, то можна перекласти всі кульки в одну коробку.

1.6. Відрізок на сітці. Кількість точок з цілочисельними координатами на відрізку дорівнює 1 + НСД(|y - w|, |z - x|).

1.7. Електрична огорожа [USACO]. Теорема Пка. На площині задано трикутник з цілочисельними координатами. Якщо S – площа трикутника, I – кількість цілочисельних вершин всередині трикутника, B – кількість цілочисельних вершин на межі трикутника, то

S = I + B / 2 - 1

Маючи координати вершин трикутника, знаходимо його площу S та використовуючи формулу з попередньої задачі обчислюємо значення B. За теоремою Піка обчислюємо шукане значення I.
1.8. Шматки яловиччини [USACO]. Теорема. Нехай a та b – взаємно прості натуральні числа. Максимальним числом, яке не можна подати у вигляді a * x + b * y (x, y – натуральні), буде a * b – a – b. 

Оскільки ваги пакунків не більші за 256, то відповідь не може бути більшою за 256 * 256 – 256 – 256.

Шукаємо НСД ваг пакунків. Якщо він не дорівнює 1, то існує нескінченно багато ваг, якими не можна задовольнити покупця.

1.9. Квартали міста [Тімус 1139]. Розмір міста дорінює (m – 1) * (n – 1) кварталів. Кількість кварталів, над якими пролетить вертоліт, дорівнює (m – 1) + (n – 1) – НСД (m – 1), (n – 1)).

2. Найменше Спільне Кратне

2.1. НСК. Найменше спільне кратне lcd(a, b) знаходиться із формули:

gcd(a, b) * lcd(a, b) = a * b
2.2. Сновида. Послідовність a1, …, an є перестановкою чисел від 1 до n. Відповіддю буде НСК довжин циклів перестановки.

2.3. НСК [Вальядолід 10680]. Якщо n = pk  (степінь простого числа p), то НСК(1,…, n) = p * НСК(1,…, n – 1). Інакше НСК(1,…, n) = НСК(1,…, n – 1). За умовою задачі необхідно надрукувати останню значущу цифру. Заведемо масив m[1..1000000], для якого m[i] = p (mod 10), якщо i = pk для деякого натурального k. Для усіх інших значень i покладемо m[i] = 1. Наприклад, для початкових індексів масиву m отримаємо:

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	m[i]
	1
	2
	3
	2
	5
	1
	7
	2
	3
	1
	1
	1
	3
	1
	1
	2


Нехай у масиві res[1..1000000] комірка res[i] містить дві останні цифри значення НСК(1,…, i). Тоді res[i] = res[i-1] * m[i] (mod 100), при чому якщо res[i] закінчується на 0, то його значення слід розділити на 10. Зауважимо, що масиву res можна не заводити: достатньо динамічно переобчислити m[i] = m[i-1] * m[i] (mod 100).

	I
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	res[i]
	1
	2
	6
	12
	6
	6
	42
	84
	52
	52
	52
	52
	56
	56
	56
	12


Отже НСК(1,…, n) = res[n] mod 10.

Список використаних задач
[Вальядолід] acm.uva.es/problemset: 

10104. Задача Евкліда

10407. Просте ділення

10680. НСК

[Саратов] acm.sgu.ru: 

126. Коробки

[Тімус] acm.timus.ru: 

1139. Квартали міста
ЧІСЛА ФІБОНАЧЧІ ТА  ПОВ’ЯЗАНІ З НИМИ ЗАДАЧІ

У XIII столітті італійський математик Леонардо Фібоначчі розв’язував наступну задачу:

Фермер годує кроликів. Кожен кролик народжує одного кролика коли йому стає 2 місяці, а потім дає потомство в 1 кролик кожен місяць. Скільки кроликів буде у фермера через n місяців, якщо спочатку у нього був лише один (вважаємо, що кролики не гинуть і кожен народжений дає потомство за вище описаною схемою)?

Очевидно, що першого та другого місяця у фермера залишається один кролик, оскільки потомства ще немає. На третій місяць буде два кролика, оскільки перший через два місяці народить другого кролика. На четвертий місяць перший кролик дасть ще одного, а другий кролик потомства не дасть, оскільки йому ще один рік. Отже на четвертий місяць буде три кролики.
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Можна помітити, що кількість кроликів після n – го місяця дорівнює кількості кроликів, які були у n – 1 місяці плюс кількість народжених кроликів. Останніх буде стільки, скільки є кроликів що дають потомство, або дорівнює кількості кроликів, яким вже виповнилося 2 місяці (тобто кількості кроликів після n – 2 місяця).

Якщо через Fn позначити кількість кроликів після n - го місяця, то має місце наступне рекурентне співвідношення:

Fn =  Fn-1 + Fn-2, F1 = F2 = 1

Покладемо F0 = 0, при цьому співвідношення при n = 2 залишиться істинним. Таким чином утворюється послідовність

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... ,

яка називається послідовністю Фібоначчі.

Задачі, пов’язані з числами Фібоначчі
1. Сходи. Необхідно пройти по сходах, які мають n сходинок. Із чергової сходинки можна ступати або на наступну сходинку, або через одну. Скільки існує варіантів пройти по сходах?

2. Цегляна стіна. Висота цегли дорівнює 2, ширина – 1. Необхідно збудувати стіну висоти 2 та довжини n. Скількома способами можна це зробити в залежності від значення n?
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3. Сусідні одиниці [Вальядолід 10450]. Визначити кількість послідовностей довжини n, які складаються лише з 0 та 1, та в яких жодні дві одиниці не стоять поруч.

4. Скляні пластини [Вальядолід 10334]. Дві скляні пластини накладені одна на одну. Скільки існує способів проходження променя світла через пластини або відбиття від них, якщо промінь змінює свій напрямок в точності n разів?
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5. Властивості. Довести наступні властивості чисел Фібоначчі:

а) F0 + F1 + F2 + F3 + … +  Fn = Fn+2 – 1;

б) F1 + F3 + F5 + … +  F2n-1 = F2n;

в) F0 - F1 + F2 - F3 + … - F2n-1 +  F2n = F2n-1 – 1;

г) F02 + F12 + F22 + F32 + … +  Fn2 = Fn * Fn+1;

д) Fn+1Fn-1 – Fn2 = (-1)n (Рівність Ж. Д. Касині);

е) Fn+m = Fm Fn+1 + Fm-1 Fn;

6. Замкнена формула. Вивести замкнену формулу n – го числа Фібоначчі.

7. Прапор [Тімус 1225]. Прапор складається з n смуг білого, червоного та синього кольорів. Сусідні смуги не можуть мати однаковий колір, а синя смуга завжди повинна знаходитися між червоною та білою. Скількома способами можна пофарбувати прапор з n смуг?

8. Кількість викликів [Вальядолід 10518]. n – те число Фібоначчі обчислюється за формулою:

F1 = 0, F2 = 1,

Fn = Fn-2 + Fn-1, n > 2

Скільки рекурсивних викликів слід зробити, щоб обчислити Fn?

9. AVL – дерева. Бінарне дерево називається AVL – деревом, якщо воно має наступні властивості:

· висоти піддерев кожного батька відрізняються не більше ніж на одиницю;

· кожне піддерево батька є AVL – деревом.

Обчислити кількість листів у AVL – дереві висоти n.

10. Подільність на 3 [Китай 2060]. Розглянемо “інший” вигляд чисел Фібоначчі: F0 = 7, F1 = 11,  Fn = Fn-2 + Fn-1, n > 1. За заданим натуральним n визначити, чи ділиться Fn на 3 без остачі.

11. Резистори. n резисторів з опором 1 Ом сполучили як показано на малюнку нижче (до першого резистора під’єднуються резистори з непарними номерами послідовно, а з парними – паралельно). Який опір буде мати система з n резисторів?
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n = 1   n = 2   n = 3    n = 4    n = 5     n = 6

12. Шлях бджоли. Бджола починає свій рух у клітину 1 або 2 і направляється до клітини з номером n. Пересуватися бджолі дозволяється лише по сусіднім клітинам від меншого номера до більшого. Скількома різними шляхами бджола може попасти у клітину з номером n? 

[image: image267.png]



13. Новини по телефону. n друзів мешкають у різних містах і спілкуються між собою лише по телефону. Один телефонний дзвінок завжди триває одну хвилину. Дехто із друзів бажає поширити новину серед усіх інших за найменший час. За який час усі друзі можуть узнати про цю новину, якщо кожен із них може зробити не більш ніж 2 дзвінка.

14. Визначник. Обчислити визначник порядку n  n:


[image: image20.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

1

1

0

...

0

0

0

0

1

1

1

...

0

0

0

0

...

...

...

...

...

...

...

...

0

0

0

...

1

1

1

0

0

0

0

...

0

1

1

1

0

0

0

...

0

0

1

1


15. Система чисел Фібоначчі. Для заданого натурального n знайти представлення n = Fk1 + Fk2 + … + Fkr, де k1 >> k2 >> … >> kr >> 0 (запис a >> b означає a b + 2).

16. Нескінченна сума. Знайти нескінченну суму:

0.1 + 0.01 + 0.002 + 0.0003 + 0.00005 + 0.000008 + 0.0000013 + ...

Вказівки до розв’язків

1. Сходи. Нехай f(n) – кількість варіантів пройти n сходинок. З n – ої сходинки можна перейти або на (n – 1) - шу сходинку, або на (n – 2) - гу. Кількість варіантів пройти n сходинок дорівнює кількості варіантів пройти n – 1 сходинок плюс кількість варіантів пройти n – 2 сходинки, тобто f(n) = f(n – 1) + f(n – 2). Очевидно, що f(1) = 1 та f(2) = 2. Таким чином f(n) є n – им числом Фібоначчі. 

2. Цегляна стіна. Позначимо через f(n) кількість способів, якими можна побудувати цегляну стіну висоти 2 та довжини n. Тоді можна або покласти одну цеглу вертикально і далі будувати стіну довжини n – 1 f(n – 1) способами, або покласти дві цегли горизонтально і будувати стіну довжини n – 2 f(n – 2) способами. Отже f(n) = f(n – 1) + f(n – 2). Також маємо: f(1) = 1 (одна вертикальна цегла), f(2) = 2 (дві вертикальні або дві горизонтальні цегли). Отже f(n) є n – им числом Фібоначчі. 

3. Сусідні одиниці [Вальядолід 10450]. Нехай f(n) – кількість шуканих послідовностей з 0 та 1 довжини n. На першому місті можна поставити 0, а з другого по n – те місце побудувати f(n – 1) послідовність. Або на першому місці можна поставити 1, і тоді на другому місці обов’язково повинен стояти 0, і на інших n – 2 вільних місцях можна побудувати f(n – 2) послідовностей. При цьому f(1) = 2 (послідовності 0 та 1), f(2) = 3 (послідовності 00, 01, 10). Значення f(n) утворюють числа Фібоначчі.

4. Скляні пластини [Вальядолід 10334]. При накладанні двох скляних пластин утвориться одна внутрішня сторона та дві зовнішні, відносно яких може відбиватися промінь світла. Кожний прохід променя з n відбиваннями будемо кодувати послідовністю нулів та одиниць довжини n: якщо відбивання відбувається відносно внутрішньої сторони, то ставимо 1, якщо відносно зовнішньої – то 0. Наприклад, показаному на малюнку руху променя з 4 відбиваннями відповідає послідовність 1, 0, 0, 0.
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Можна помітити, що дві одиниці у такій послідовності ніколи не будуть стояти поруч, тому що два послідовних відбивання відносно внутрішньої сторони ніколи не можуть мати місце. Отже кількість можливих проходів променя з n відбиваннями дорівнює кількості послідовностей з 0 та 1 довжини n, в яких дві одиниці не стоять поруч.

5. Властивості. 

а) Доведення (за індукцією). База. n = 0. F0 = F2 – 1, що вірно.

Крок. F1 + F2 + F3 + … +  Fn =  (F1 + F2 + F3 + … +  Fn-1) + Fn = 

Fn+1 – 1 + Fn = Fn+2 – 1.

б) Доведення (за індукцією). База. n = 1. F1 = F2, що вірно.

Крок. F1 + F3 + F5 + … +  F2n+1 = (F1 + F3 + F5 + … +  F2n-1) + F2n+1 = 

F2n + F2n+1 = F2n+2.

в) Доведення (за індукцією). База. n = 1. F0 - F1 + F2 = 0 - 1 + 1 = 0, 

F1 - 1 = 1 - 1 = 0.

Крок. (F0 - F1 + F2 - F3 + … - F2n-1 +  F2n) - F2n+1 +  F2n+2 = 

F2n-1 - 1 - F2n+1 +  F2n+2 = F2n-1 - 1 - F2n+1 +  F2n + F2n+1 = 

F2n-1 +  F2n – 1 = F2n+1 - 1.

г) Доведення (за індукцією). База. n = 0. F02 = F0 * F1, що вірно.

Крок. F02 + F12 +  … +  Fn+12 =  (F02 + F12 +  … +  Fn2) +  Fn+12 = 

Fn * Fn+1 + Fn+12 = Fn+1 * (Fn + Fn+1) = Fn+1 * Fn+2.

д) Рівність Ж.Д.Касині виникає з матричної тотожності 
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 після обчислення визначників.

е) Доведення (за індукцією по m). База. m = 1. Fn+1 = F1Fn+1 + F0Fn =   

1 * Fn+1 + 0 * Fn = Fn+1, що вірно.

Крок. Fn+m+1 = Fn+m +  Fn+m-1 = Fm Fn+1 + Fm-1Fn + Fm-1 Fn+1 + Fm-2Fn = 

(Fm + Fm-1) Fn+1 + (Fm-1 + Fm-2) Fn = Fm+1 Fn+1 + Fm Fn.

6. Замкнена формула. Розглянемо нескінченний ряд (який є твірною функцією для послідовності Фібоначчі)

G(x) = F0 + F1x + F2x2 + F3x3 + F4x4 + … = x + x2 + 2x3 + 3x4 + …

Запишемо наступні ряди:

x * G(x)  = F0x + F1x2 + F2x3 + F3x4 + F4x5 + …

x2 * G(x) =          F0x2 + F1x3 + F2x4 + F3x5 + F4x6 + …

Тоді

G(x) - x * G(x)  - x2 * G(x) = F0 + (F1 – F0) x + (F2 - F1 - F0) x2 + … = 

F0 + (F1 – F0) x = x
Або

G(x) * (1 – x – x2) = x, G(x) = 
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Розкладемо G(x) на елементарні дроби. Квадратне рівняння 1 – x – x2 має корені: 
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. Тоді

G(x) = 
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 (1 + x + 2x2 + … - 1 - x - 2x2 - … )

Коефіцієнти при xn повинні дорівнювати Fn, тому

Fn =  
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7. Прапор [Тімус 1225]. Позначимо через fred(n) та fwhite(n) кількість способів пофарбувати прапор з n смуг за умови, що першою смугою буде відповідно червона чи біла. Тоді 

fred(n) = fwhite(n – 1) + fwhite(n – 2), fred(1) = 1, fred(2) = 1;

fwhite(n) = fred(n – 1) + fred(n – 2), fwhite(1) = 1, fwhite(2) = 1.

Якщо f(n) – шукана загальна кількість способів пофарбування, то

f(n) = fred(n) + fwhite(n)

8. Кількість викликів [Вальядолід 10518]. Нехай g(n) – кількість викликів функції f(n), яка обчислює n – те число Фібоначчі Fn. Тоді g(1) = 1 та g(2) = 1, оскільки для обчислення значень F1 та F2 достатньо одного виклику f(1) чи f(2). Для знаходження Fn необхідно зробити виклик f(n), а потім обчислити f(n – 1) та f(n – 2), зробивши відповідно g(n – 1) та g(n – 2) викликів. Отже 

g(n) = 1 + g(n – 1) + g(n – 2), g(1) = 1, g(2) = 1
Значення функції g(n) можна обчислити через f(n): g(n) = 2 * f(n) – 1, або те ж саме що g(n) = 2 * Fn – 1.

9. AVL – дерева. Позначимо через f(n) кількість листів у AVL – дереві висоти n. Тоді f(0) = 1, f(1) = 1, f(2) = 2.
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            n = 0, один лист
 
n = 1, 1 лист 

  n = 2, 2 листи

Якщо T – AVL дерево висоти n, то його ліве піддерево (наприклад, для визначеності) має висоту n – 1, а праве n – 2. Кількість його листів дорівнює f(n) = f(n – 1) + f(n – 2), утворюючі числа Фібоначчі.

10. Подільність на 3 [Китай 2060]. Розглянемо послідовність остач від ділення на 3 “інших” чисел Фібоначчі.

	N
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	Fn
	7
	11
	18
	29
	47
	76
	123
	199
	322
	521

	Fn mod 3
	1
	2
	0
	2
	2
	1
	0
	1
	1
	2


Помітимо, що F0 = F8, F1 = F9. Отже остачі утворюють періодичну послідовність з періодом 8. Націло діляться  Fn, для яких n = 2 + 8k та n = 6 + 8k, k N. Або те ж саме, що n = 2 + 4m, m  N. Таким чином число Fn ділиться на 3 тоді і тільки тоді, коли (n – 2) / 4 є цілим числом.

11. Резистори. Нехай f(n) – опір системи з n резисторів. f(1) = 1, f(2) = 2. Доведемо за індукцією, що 

f(n) =  
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 при парному n та f(n) =  
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Якщо система складається з парної кількості резисторів, то наступний резистор під’єднується паралельно і результуючий опір дорівнюватиме
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У випадку непарної кількості резисторів під’єднання відбувається послідовно і результуючий опір дорівнює
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12. Шлях бджоли. Із клітини з номером n бджола може попасти або у клітину з номером n + 1, або з номером n + 2. Задача подібна до руху по сходам. Кількість різних шляхів до клітини з номером n дорівнює Fn.

13. Новини по телефону. Дзвінки між друзями слід організувати як показано на малюнку. Тоді на i – ій хвилині про новину дізнаються ще Fi друзів. Найменша кількість хвилин, за яку новина пошириться серед усіх друзів, дорівнює такому найменшому значенню k, для якого F1 + F2 + … + Fk  n (або те ж саме що Fk+2 – 1  n), де F1 = 1 (особа, яка поширює новину) та F2 = 1 (особа, якій зроблено перший дзвінок).

                             Особа яка поширює новину

                                    /------------^----\

  перша хвилина          A                     \   

                                /----^----\                \  

   друга хвилина      C           \               B

                             /--^--\          \           /--^--\ 

   третя хвилина  D       \         E        F         \     

                         /--^-\      \     /--^--\   /--^--\     \

                     ...   ...    ... ...    ... ...    ...   ...

14. Визначник. Якщо позначити через f(n) значення визначника, то  f(1) = 1, f(2) = 2. Розкривши визначник по першому рядку, отримаємо:  f(n) = f(n – 1) + f(n – 2). Звідки f(n) = Fn+1.

15. Система чисел Фібоначчі. Теорема Зекендорфа стверджує, що кожне ціле додатне число n має єдине представлення у вигляді

n = Fk1 + Fk2 + … + Fkr, де k1 >> k2 >> … >> kr >> 0

Таке представлення шукається за допомогою жадібного алгоритму: Fk1 є максимальним числом Фібоначчі, не більшим за n. Далі по індукції шукаємо представлення числа n – Fk1.

Теорема Зекендорфа приводить до Фібоначчівої системи числення. Довільне ціле невід’ємне число n можна представити у вигляді послідовності 0 та 1, де дві одиниці не стоять поруч (якби одиниці займали місця k та k + 1, то не виконувалась би умова k + 1 >> k):

n = (amam-1…a2)F ( n = 
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16. Нескінченна сума. Покладемо x = 1/10 у твірній функції чисел Фібоначчі (задача 6). Отримаємо:
G(1/10) = 
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[Вальядолід] acm.uva.es/problemset: 
10334. Скляні пластини
10450. Сусідні одиниці

10518. Кількість викликів 

[Тімус] acm.timus.ru:

1225. Прапор

[Китай] acm.zju.edu.cn:

2060. Подільність на 3
ЧИСЛА КАТАЛАНА

Означення. Числами Каталана cn (n = 0, 1, 2, …) називаються числа вигляду

cn = 
[image: image59.wmf]1

1

+

n



 EMBED Equation.3  [image: image60.wmf]n

n

C

2


Першими числами послідовності будуть 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, … .

Числа Каталана є розв’язом рекурентного рівняння

с0 = 1,

сn = c0cn-1 + c1cn-2 + c2cn-3 + ... + cn-1c0 при n > 0
1. Розстановка дужок. Обчислити кількість повних розстановок дужок у добутку n чисел.

2. Бінарні дерева [Вальядолід 10303]. Скільки існує бінарних дерев з n (1  n  1000) вершинами?

3. Триангуляція многокутника. Розбиття многокутника діагоналями на трикутники називається триангуляцією. Діагоналі між собою не перетинаються. Скільки існує різних триангуляцій для опуклого n - кутника? 

4. Послідовності. Скільки існує послідовностей a1, a2, …, a2n, які складаються лише з чисел +1 та -1, таких що 

a1 + a2 + … + a2n = 0,

а всі їх часткові суми  a1, a1 + a2, ...,  a1 + a2 + … + a2n є невід’ємними?

5. Ладдя. На шаховій дошці розміром  n n у лівому нижньому куту стоїть ладдя. Ладдя повинна пройти у верхній правий кут. Їй дозволяється ходити лише вправо та вгору на довільну кількість клітин. Але при цьому дозволяється рухатися лише по клітинам, які лежать не вище головної діагоналі (яка сполучає лівий нижній кут з правим верхнім). Тобто забороняється робити ходи на клітини (i, j), де i < j. Скількома різними способами ладдя може пройти свій шлях?

6. Замкнена формула. Вивести замкнену формулу n – го числа Каталана.
7. Хорди на колі. На колі відмічено 2 * n точок. Скількома способами можна провести n хорд, жодні дві з яких не перетинаються?

8. Рукостискання. За круглим столом сидить 2 * n друзів. Скількома способами вони можуть потиснути одночасно один одному руки (пари рук не повинні перетинатися)?

ВКАЗІВКИ ДО РОЗВ’ЯЗКІВ

1. Розстановка дужок. Позначимо через f(n) кількість повних розстановок дужок у добутку n чисел. Останній добуток буде відбуватися на межі між k – им та (k + 1) – им числом. Для цього необхідно окремо обчислити добуток перших k чисел та (n – k) останніх. Тому отримаємо:

f(n) = 
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Це відношення задає послідовність чисел Каталана: f(n) = cn-1.

2. Бінарні дерева [Вальядолід 10303]. Корень бінарного дерева містить одну вершину. Якщо ліве піддерево містить k вершин (0  k  n – 1), то праве піддерево містить (n – k – 1) вершину. Позначимо через f(n) кількість бінарних дерев з n вершинами. Тоді 

f(n) = f(0) * f(n – 1) + f(1) * f(n – 2) + … + f(n – 1) * f(0),
тобто f(n) = cn.
3. Триангуляція многокутника. Побудуємо взаємно однозначну відповідність між триангуляціями опуклих n - кутників та розстановкою дужок у добутку (n – 1) чисел. 


Триангуляція та розстановка дужок                          Дерево розбору

Напишемо на усіх сторонах триангульованого многокутника, окрім одної, по співмножнику. Далі починаємо наступний процес: якщо у трикутнику вже помічено дві сторони множниками, то на третій запишемо їх добуток. В кінці процесу на непоміченій спочатку стороні многокутника з’явиться повна розстановка дужок.

Повній розстановці дужок відповідає дерево розбору виразу, в листах якого стоять множники, а у вершинах – добутки чисел. Триангуляцію опуклого многокутника можна подати у вигляді дерева. Листами дерева будуть сторони (окрім сторони x1xn). Інші вершини є діагоналями. Кореню відповідає сторона x1xn. Таким чином існує cn-2 різних триангуляцій для опуклого n - кутника. 

4. Послідовності. Послідовність ai містить в точності n значень +1 та n значень -1 (це випливає з рівності a1 + a2 + … + a2n = 0). Побудуємо взаємно однозначну відповідність між послідовностями ai та повними розстановками дужок у добутку з n операціями множеннями. Додамо до добутку зовнішні дужки (щоб отримати n пар дужок). Потім замінимо кожний знак множення ‘*’ на +1, а кожну зачиняючу дужку ‘)’ на -1. Все інше видалимо. Таким чином за формулою множення отримали послідовність ai із +1 та -1. Наприклад, формулі (x0 * ((x1 * x2) * (x3 * x4))) буде відповідати послідовність {+1, +1, -1, +1, +1, -1, -1, -1}. Рівність кількості +1 та -1 відповідає тому, що в добутку чисел кількість відкриваючих та закриваючих дужок однакова. Невід’ємність часткових сум гарантує той факт, що рухаючись по формулі добутку зліва направо ніколи не зустрінеться більше закриваючих дужок ніж відкриваючих. Таким чином кількість шуканих послідовностей ai дорівнює кількості повних розстановок дужок у добутку з n операціями множення (або у добутку з n + 1 множниками), тобто числам Каталана cn.

5. Ладдя. Зводиться до задачі про послідовності (задача 4). Рух ладді пудемо позначати послідовністю з двох чисел:  +1, якщо відбувається рух вгору на одну клітину та -1 при русі вправо на одну клітину. Для того щоб потрапити з лівого нижнього кута у правий верхній на дошці розміру n необхідно зробити 2 * (n – 1) кроків. Послідовність руху буде містити в точності (n – 1) чисел +1 та (n – 1) чисел -1. Заборона підйому вище головної діагоналі говорить про те, що усі часткові суми послідовності руху повинні бути невід’ємними. Отже кількість шляхів ладді дорівнює кількості послідовностей ai (i = 1, 2*(n – 1)) з чисел +1 та -1, сума яких дорівнює 0, а часткові суми невід’ємні. Для шахової дошки розміру n кількість шляхів ладді дорівнює числам Каталана cn-1.

6. Замкнена формула. Послідовність Каталана визначається співвідношенням 
с0 = 1,

сn = c0cn-1 + c1cn-2 + c2cn-3 + ... + cn-1c0 при n > 0
Знайдемо замкнену форму її твірної функції Cat(s):

Cat(s) = 
[image: image62.wmf]å
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Cat(s) (s  Cat(s)) + 1
Звідки 
Cat(s) = 
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Для правильного обрання знаку (плюс чи мінус) підставимо s = 0:  Cat(0) повинно дорівнювати 1. А це можливо лише при обранні знака мінус. Отже

Cat(s) = 
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За біноміальною теоремою 
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отже підставивши цей розклад у твірну функцію, отримаємо:

Cat(s) = 
[image: image71.wmf]å
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Отримали явний вигляд n – го члена послідовності Каталана:

cn = 
[image: image74.wmf]1
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7. Хорди на колі. Занумеруємо точки на колі числами 1, 2, ..., 2 * n. Позначимо через f(n) кількість способів, якими можна провести n хорд, жодні дві з яких не перетинаються. Розглянемо усі можливі сполучення першої точки. Вона повинна з’єднуватися лише з точками з парними номерами. Якщо точку 1 сполучити з точкою 2 * k, то з одної сторони хорди залишиться 2 * k – 2 точок, які можна сполучити f(k – 1) способом, а з іншої сторони 2 * n – 2 * k точок, які можна сполучити f(n – k) способами. Вибираючи k = 1, 2, …, n, отримаємо:

f(n) = f(0) * f(n – 1) + f(1) * f(n – 2) + … + f(k – 1) * f(n – k) + … + f(n – 1) * f(0),

f(1) = 1, f(0) = 0

Отже f(n) є числами Каталана (за винятком випадку при n = 0).

8. Рукостискання. Одночасно 2 * n друзів за круглим столом можуть потиснути один одному руки cn способами. Еквівалентна задачі 8.

ГЕНЕРАЦІЯ КОМБІНАТОРНИХ ОБ’ЄКТІВ
Велика кількість задач дискретної математики, до яких відносяться олімпіадні задачі з інформатики, часто вимагають здійснювати перебір різних комбінаторних конфігурацій об’єктів та вибору серед них найкращих. Часто є важливим знання кількості різних варіантів таких конфігурацій, що дозволяє  реально оцінити обчислювальну складність алгоритму.

Послідовністю називається функція, визначена на множині натуральних чисел.

Перестановкою скінченої множини A називається впорядкована послідовність усіх його елементів, в якій кожний елемент зустрічається рівно один раз. Якщо множина містить n елементів, то всього існує n! перестановок.
Сполученням із n елементів по k називаються k – елементні підмножини деякої n – елементної множини. Кількість сполучень з n по k дорівнює
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Числа 
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 називаються біноміальними коефіцієнтами, які з’являються в біномі Ньютона
(x + y)n = 
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Розбиттям натурального числа n називається його представлення у вигляді суми натуральних доданків: n = x1 + x2 + … + xk для деякого натурального числа k.
Нехай a1, a2, …, an – перестановка множини {1, 2, …, n}. Якщо i < j та ai > aj, то пара (ai, aj) називається інверсією перестановки. Кожна інверсія – це пара елементів, яка “порушує порядок”. Поняття інверсії ввів Г. Крамер у 1750 році, визначивши детермінант матриці n  n наступним чином:
det 
[image: image80.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

nn

n

n

n

x

x

x

x

x

x

...

...

...

...

...

2

1

1

12

11

 = 
[image: image81.wmf]å

-

n

n

na

a

a

a

a

a

inv

x

x

x

...

)

1

(

2

1

2

1

2

1

)

,...,

,

(

,
де сума береться по всім перестановкам a1, a2, …, an із {1, 2, …, n}, а inv(a1, a2, …, an) – кількість інверсій у перестановці.
Наприклад, перестановка 3 1 4 2 має три інверсії: (3, 1), (3, 2), (4, 2).
ЗАДАЧІ

1. k – послідовності. Надрукувати усі послідовності довжини k з чисел 1, ..., n.

2. k – послідовності, k n. Надрукувати усі послідовності довжини k з чисел 1, ..., n, k n у яких i-ий член не перевищує i.
3. k – зростаючі послідовності. Надрукувати усі строго зростаючі послідовності довжини k з чисел 1, ..., n.
4. Перестановки. Надрукувати усі перестановки з n чисел.
5. Номер перестановки. За заданою перестановкою із чисел 1, ..., n знайти її номер при лексикографічному впорядкуванні.

6. Перестановка за номером. За натуральним числом k знайти k – ту  перестановку чисел 1, ..., n при лексикографічному впорядкуванні.

7. Підмножини. Згенерувати усі підмножини n - елементної множини {1, 2, ..., n}.
8. k – елементні підмножини. Згенерувати усі  k – елементні підмножини множини з n чисел. Наприклад, для множини A = {1, 2, 3} (n = 3) та k = 2 повинні бути згенеровані підмножини {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}.
9. Розбиття. Перелічити усі розбиття натурального числа n на натуральні доданки. Розбиття, що відрізняються лише порядком доданків, вважаються однаковими. Наприклад, при n = 4 розбиттями будуть 1+1+1+1, 2+1+1, 2+2, 3+1, 4.

10. Кількість розбиттів. Нехай P(n) - кількість розбиттів цілого додатного n на цілі додатні доданки (без врахування порядку,  тобто 1 + 2 та 2 + 1 - одне і те ж розбиття). При n = 0 покладемо P(n) = 1 (єдине розбиття не містить доданків). Обчислити P(n) для заданого натурального n.
11. Коди Грея. Надрукувати усі послідовності довжини n із чисел 1, ..., k у такому порядку, щоб кожна наступна відрізнялась від попередньої в єдиній цифрі, причому не більш, ніж на 1.
12. Анаграми [Вальядолід 195, 10098]. Слово складається із великих та малих літер латинського алфавіту. Необхідно надрукувати усі його анаграми (слова, що складаються із тих же самих літер) у лексикографічному порядку.
13. Вишукування в лінію [Вальядолід 216]. n  комп’ютерів (n  8) необхідно сполучити дротами так, щоб утворити ланцюг мінімальної довжини (кожен комп’ютер повинен мати двох сусідів окрім двох кінцевих). Дано координати комп’ютерів. Вивести послідовність номерів комп’ютерів, що з’єднано у ланцюг з найменшою довжиною.

14. Перестановка потягу [Вальядолід 299]. Потяг складається із n вагонів, які пронумеровані від 1 до n. Вагони потягу стоять у деякому порядку, утворюючи своїми номерами перестановку чисел від 1 до n. Є пристрій, який дозволяє поміняти місцями два сусідні вагони. Знайти найменшу кількість застосувань такого пристрою для відсортування вагонів за їх номерами у порядку зростання.

15. Відстань Хемінга [Вальядолід 729]. Надрукувати у лексикографічному порядку усі послідовності з нулів та одиниць довжини n, які містять в точності h одиниць, 1  h  n  16.

16. 23 із 5 [Вальядолід 10344]. Дано 5 чисел xi, i = 1, …, 5, 1  xi  50. Чи можна так розставити між ними знаки +, – та *, щоб результат обчислення виразу дорівнював 23? Дужок вираз не має, операції мають однаковий пріоритет, обчислення відбувається зліва направо.

17. Полоса [Вальядолід 10541]. Полоса складається з n квадратів розміру 1 * 1 чорного та білого кольору. Полоса кодується послідовністю чисел – кількістю чорних клітинок, що стоять поруч зліва направо. 
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Наприклад, наведена вище полоса має код 2, 3, 2, 8, 1. При цьому кількість білих клітинок, якими розділяються чорні клітинки, не враховується. Але вказаному коду відповідає і така полоса:
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За заданим значенням n (1  n  200), довжиною кода k (0  k  (n+1) / 2) та самим кодом встановити кількість різних полос, які йому задовольняють.

ВКАЗІВКИ ТА РОЗВ’ЯЗКИ

1. k – послідовності. Будемо генерувати послідовності в масиві x[1..n]. На поточну позицію масиву pos намагаємося поставити елемент i, 1  i  n, а далі рекурсивно запускаємо генерацію послідовностей з позиції pos + 1. Генерація послідовностей починається з першої позиції (pos = 1). Як тільки pos стає більшим за k, необхідно вивести значення масиву починаючи з першого та закінчуючи k – им елементом.

procedure sequenk(pos:integer);

var 

  i,p:integer;

begin

  if pos > k then
  begin

    for i:=1 to k do write(x[i],' ');

    writeln;

  end else
  for i:=1 to n do
  begin

    x[pos] := i;

    sequenk(pos+1);

  end;

end;
Запуск генерації послідовностей (k та n – глобальні змінні):

 readln(k,n); sequenk(1);

2. k – послідовності, k n. Розв’язок аналогічний задачі 1, тільки значення елементів для позиції pos не повинні перевищувати мінімуму серед чисел n та pos. Для цього рядок for i:=1 to n do із попередньої програми слід замінити на for i:=1 to min(pos, n) do.

3. k – зростаючі послідовності. Процедура генерації послідовностей буде мати два аргументи: поточну позицію pos та мінімально можливе значення value, яке може приймати позиція pos. Процедура починає працювати з першої позиції, а мінімально можливим в ній значенням є 1. Структура програми подібна до програми в задачі 1. 

procedure seqink(pos,value:integer);

var

  i,p:integer;

begin

  if pos > k then
  begin

    for i:=1 to k do write(x[i],' ');

    writeln;

  end else
  for i:=value to n do
  begin

    x[pos] := i;

    seqink(pos+1,i+1);

  end;

end;

Запуск генерації послідовностей:

 readln(k,n); seqink(1,1);

4. Перестановки. Нехай шукаються усі перестановки чисел x1, …, xn. Поміняємо місцями числа x1 та xi, 1  i  n, а потім рекурсивно згенеруємо усі перестановки чисел x2, …, , xi-1, x1, xi+1, … , xn. Така процедура буде генерувати перестановки не в лексикографічному порядку.
procedure permut(k:integer);

var

  i:integer;

begin

  if k = n then
  begin

    for i:=1 to n do write(x[i],' ');

    writeln;

  end else
  for i:=k to n do
  begin

    swap(x[i],x[k]); permut(k+1); swap(x[i],x[k]);

  end;

end;

Процедура swap(i, j) переставляє місцями елементи i та j. Запуск процедури генерації перестановок: readln(n); занести елементи в масив x; permut(1);

Опишемо інший алгоритм, в якому  перестановки генеруються лексикографічно (у словниковому порядку). Більшою вважається перестановка, у якій раніше зустрівся елемент, більший за відповідний йому елемент у другій перестановці. Наприклад,  якщо S = (3, 5, 4, 6, 7), а L = (3, 5, 6, 4, 7), то S < L. У першій перестановці числа будуть утворювати зростаючу послідовність, в останній – спадну. 

Покажемо на прикладі, як знайти перестановку, наступну за P = (5, 6, 7, 4, 3). Переглядаємо поточну перестановку справа наліво, слідкуючи за тим, щоб кожне наступне число було більше попереднього. При цьому одразу ж зупиняємось, як тільки це правило порушиться. Місце зупинки підкреслено: (5, 6, 7, 4, 3). Потім знову переглядаємо пройдений шлях (справа наліво) до тих пір, поки не дійдемо до першого числа, яке вже більше за відмічене. Місце другої зупинки відмічено подвійним підкресленням: (5, 6, 7,4, 3). Поміняємо місцями відмічені числа: (5, 7, 6, 4, 3). Тепер усі числа, розташовані справа від подвійного підкреслення, впорядкуємо у порядку зростання. Оскільки вони до цих пір були впорядковані у спадному порядку, то достатньо перевернути вказаний відрізок. Отримаємо: Q = (5, 7, 3, 4, 6). Це і є та перестановка, яка повинна відтворюватися безпосередньо після P.
Функція perest знаходить перестановку, наступну за ту, яка задається у масиві m. Розмір масива дорівнює n.
procedure perest(n:integer);

var first, second, i, temp: integer;

begin

 first := n-1;

 while m[first]>m[first+1] do Dec(first);

 second := n;

 while m[second] < m[first] do Dec(second);

 i := m[second]; m[second] := m[first]; m[first] := i;

 i := first+1;

 while i < (n+first+1)/2 do
 begin

   temp := m[i]; m[i] := m[n+1+first-i]; m[n+1+first-i] := temp;

   i := i + 1;

 end;

end;
Генерація перестановок у лексикографічному порядку відбувається наступним чином (fact(n) – функція обчислення факторіалу):

заповнюємо масив m строго зростаючою послідовністю; 

for i := 1 to fact(n) do

begin

  друкуємо масив

  perest(n);

end;

5. Номер перестановки. Очевидно, що перестановка 1, 2, ..., n – 1, n буде мати номер 1, а n, n – 1, …, 2, 1 – номер n!. Нехай f(x1, …, xn) – кількість перестановок, лексикографічно менших x1, …, xn. Тоді

f(xi, …, xn) = (n – i)! * (xi – k – 1) + f(xi+1, …, xn), f(xn) = 0,

де k – кількість значень xj, 1  j  i – 1, які менші за xi. Або xi – k – 1 є кількістю значень що можуть знаходитися на i – му місці при фіксованих x1, …, xi-1, при яких утворюється перестановка, лексикографічно менша заданої. Тоді номер перестановки x1, …, xn дорівнює f(x1, …, xn) + 1.

 ввести значення n та заповнити масив x; 

  f:=1; res := 0;

  for i:=1 to n do f := f * i;

  for i:=1 to n-1 do
  begin

    f := f div (n-i+1);

    t := m[i] - 1;

    for j:=1 to i-1 do
      if x[j] < x[i] then Dec(t);

    res := res + f*t;

  end;

  res := res + 1;
  writeln(res);

6. Перестановка за номером. Задача подібна до 5. Спочатку занесемо до масиву x перестановку 1, ..., n (x[1] = 1, …, x[n] = n). На i-ій ітерації будемо обчислювати число, яке стоїть на i-ому місці.
  readln(n,k); Dec(k);

  f:=1;

  for i:=1 to n do begin x[i] := i; f := f * i;end;

  for i:=1 to n-1 do
  begin

    f := f div (n-i+1);

    Selected := i + k div f;

    t := x[Selected];

    for j:=Selected downto i+1 do
       x[j] := x[j-1];

    x[i] := t;

    k := k mod f;

  end;

  for i:=1 to n do write(x[i],' ');

7. Підмножини. Згенеруємо усі послідовності довжини n, що складаються лише з нулів та одиниць (задача 1 при k = 2). Для кожної отриманої послідовності надрукуємо лише ті індекси, на місцях яких в масиві знаходяться одиниці. Таким чином кожній отриманій послідовності із нулів та одиниць буде відповідати підмножина множини {1, …, n}.

8. k – елементні підмножини. Задачу можна розв’язати подібно до задачі 5. Після генерації послідовності із нулів та одиниць необхідно підрахувати кількість одиниць в ній. Якщо ця кількість дорівнює k, то друкувати підмножину.

Недоліком такого підходу є той факт, що кількість згенерованих послідовностей із 0 та 1 дорівнює 2n. В той же час кількість k – елементних підмножин n – елементної множини дорівнює 
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, що менше за 2n. Розв’язком буде генерація строго зростаючих послідовностей довжини k із n елементів, що є задачею 3.
9. Розбиття. Нехай n = x1 + x2 + … + xk – розбиття числа n на натуральні доданки. Виходячи із умови задачі, маємо: x1  x2  …  xk. x1 може приймати значення від 1 до n, а кожне xi, 2  i  k, може приймати значення від 1 до xi-1. Отже необхідно згенерувати всі можливі послідовності x1, x2, …, xk, що задовольняють вище наведеним умовам. Рекурсивність процедури генерації розбиттів полягає в тому, що при розбитті числа n в якості першого доданку обрано число x1 (x1  n), то далі треба генерувати усі можливі розбиття числа n – x1 з доданками, не більшими за x1. Процедура генерації розбиттів має три аргументи: pos – поточна позиція в масиві x, max – максимально можливий доданок, який може знаходитися в позиції pos, number – число, що розбивається.
procedure rozbyt(pos,max,number:integer);

var

  i:integer;

begin

  if number = 0 then
  begin

    for i:=1 to pos-1 do write(x[i],' ');

    writeln;

  end else
  for i:=min(max,number) downto 1 do
  begin

    x[pos] := i;

    rozbyt(pos+1,i,number-i);

  end;

end;
Запуск процедури генерації розбиттів:   readln(n); rozbyt(1,n,n).

10. Кількість розбиттів. Має місце наступна формула: 

P(n) = P(n - 1) + P(n - 2) - P(n - 5) - P(n - 7) + P(n - 12) + P(n - 15) + ... ,

де знаки у пар членів чергуються, від’ємники в одній парі рівні (3*q2 - q) / 2 та (3*q2 + q) / 2.

Наведемо спосіб обчислення P(n) без використання формули, який є ефективнішим за перебір та підрахунок усіх розбиттів. Позначимо через R(n, k) (n  0, k  0) кількість розбиттів числа n на цілі додатні доданки, що не перевищують k. (При цьому R (0, k) вважається рівним 1 для усіх k  0). Очевидно,  що P(n)  = R(n, n).  Усі розбиття числа n на доданки, що не перевищують k, розіб’ємо на групи в  залежності від максимального доданку (позначимо його через i). Число R(n, k) дорівнює сумі (по усім i від 1 до k) кількостей розбиттів з доданками, не більшими за k та максимальним доданком, рівним i. Розбиття числа n на не більш ніж k доданків, перший з яких дорівнює i, по суті являє собою розбиття числа n - i на доданки, які не перевищують i (при i  k). Отже
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function kilkrozb(n,k:integer):integer;

var sum,i:integer;

begin

 if n=0 then kilkrozb:=1

 else

   begin

     if k>n then k := n;

     sum := 0;

     for i:=1 to k do
        sum := sum + kilkrozb(n-i,i);

     kilkrozb := sum;

   end;

end;
Запуск функції обчислення кількості розбиттів: readln(n); res := kilkrozb(n,n).

11. Коди Грея. Розглянемо прямокутну дошку ширини n та висоти k. На кожній вертикалі буде стояти шашка. Таким чином, положення шашок відповідають послідовностям чисел 1, ..., k довжини n (i - ий член послідовності відповідає висоті шашки на i - тiй горизонталі). На кожній шашці намалюємо стрілку, яка може бути направлена вгору чи вниз. Спочатку усі шашки поставимо на нижню горизонталь стрілкою вгору. Далi рухаємо шашки за таким правилом: знайти саму праву шашку, яку можна пересунути у напрямку намальованої на ній стрілці, рухаємо її на одну клітинку у цьому напрямку, а усі шашки, що стоять правіше вiд неї (вони дійшли до краю) розвертаємо на 180 градусів. Зрозуміло, що на кожному кpоцi лише одна шашка зсувається, тобто один член послідовності змінюється на 1. 

Доведемо індукцією по n, що таким чином перебираються усі послідовності із чисел 1, ..., k. Випадок n = 1 очевидний. Нехай n > 1. Усі кроки поділимо на тi, де рухається остання шашка та тi, де рухається не остання. У другому випадку остання шашка стоїть у стінки, i ми її повертаємо, так що за кожним кроком другого типу йде k – 1 кроків першого типу, за час яких остання шашка побуває в усіх клітинках. Якщо ми тепер забудемо про останню шашку, то pух перших n – 1 за припущенням індукції пробігають усі послідовності довжини n – 1 по одному разу; pух останньої шашки із кожної послідовності довжини n – 1 роблять k послідовностей довжини n.
У процедурі окрім послідовності x[1], ..., x[n], бажано утворити масив d[1], ..., d[n] із чисел +1 та –1 (+1 відповідає стрілці вгору, –1 – стрілці вниз). Початковий стан: x[1] =...= x[n] = 1; d[1] =...= d[n] = 1.
procedure gray(n,k:integer);

var  i,j:integer;

begin

  for i:=1 to n do
  begin x[i] := 1; d[i] := 1; end;

  while True do
  begin

    for i := 1 to n do write(x[i],' ' );

    writeln;i := n;

    while ((i > 1) and
      (((d[i] = 1) and (x[i] = k)) or ((d[i] = -1) and (x[i] = 1))))

      do Dec(i);

    if (((d[i] = 1) and (x[i] = k)) or ((d[i] = -1) and (x[i] = 1))) then break;

    x[i] := x[i] + d[i];

    for j := i+1 to n do d[j] := - d[j];

  end;

end;
Запуск функції генерації послідовностей: readln(n,k); gray(n,k);

12. Анаграми [Вальядолід 195]. Сортуємо літери вхідного слова. Далі генеруємо усі перестановки (задача 4) в алфавітному порядку. У слові можуть  повторюватися літери. Щоб не отримувати однакових перестановок, необхідно у функції perest замінити строгі порівняння літер на нестрогі. Слід також написати функцію порівняння літер, оскільки порядок останніх має вигляд: A < a < B < b < …< Z < z.
13. Вишукування в лінію [Вальядолід 216]. За координатами n комп’ютерів створимо матрицю d розміру n * n, де d[i, j] є відстанню між i та j комп’ютерами. Необхідно згенерувати усі можливі перестановки x1, x2, …, xn чисел від 1 до n (задача 4).  Кожна перестановка буде відповідати сполученню комп’ютерів у ланцюг (комп’ютер xi сполучено з  комп’ютером xi+1, i = 1, …, n – 1). Для кожної перестановки обчислюємо довжину дроту. Серед усіх можливих перестановок (розташувань в лінію) обираємо ту, для якої довжина дроту найменша. 
14. Перестановка потягу [Вальядолід 299]. Нехай x1, x2, …, xn – порядок, в якому знаходяться вагони потягу. Необхідно для кожного елементу xi (1  i  n – 1) підрахувати кількість xj (i < j  n), для яких xi > xj. Кількість інверсій послідовності {xi} дорівнює мінімальній кількості застосувань пристрою для відсортування вагонів. Оцінка складності алгоритму O(n2).

15. Відстань Хемінга [Вальядолід 729]. Процедура hamming на вхід приймає два параметри: pos – поточна позиція та h – кількість одиниць, яку ще треба використати у послідовності. Послідовності генеруються в масиві m. В тілі функції намагаємося на позицію pos поставити 0 чи 1. На початку тіла функції перевіряємо умови: чи не стоїть вже у масиві одиниць більше ніж треба (h > 0) та чи кількість порожніх місць n – pos + 1 не менша ніж кількість одиниць h, яку треба розставити (h > n – pos + 1). Масив m буде друкуватися коли pos > n, при цьому обов’язково h = 0.

procedure hamming(pos,h:integer);

var

  i:integer;

begin

  if (h < 0) or (h > n - pos + 1) then Exit;

  if pos > n then
  begin

    надрукувати масив m; Exit;

  end;

  for i:=0 to 1 do
  begin

    m[pos] := i;

    hamming(pos+1,h-i);

  end;

end;
16. 23 із 5 [Вальядолід 10344]. Нехай вираз має вигляд x1o1x2o2x3o3x4o4x5, oi  {+, –, *}. Генеруємо послідовності знаків o1o2o3o4 і обчислюємо значення відповідного виразу. Якщо деякий вираз дорівнює 23, то відповідь на задачу позитина, інакше – негативна.
Список використаних задач
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729. Відстань Хемінга

10344. 23 із 5
ПІДРАХУВАННЯ КОМБІНАТОРНИХ ОБ’ЄКТІВ

1. Точка. Пряма. Площина. Простір. На яку максимальну кількість частин можуть розбити 

а) пряму n точок;
б) площину n прямих;
в) простір n площин?

2. Кола, еліпси та трикутники на площині. На яку максимальну кількість частин можуть розбити площину

а) n кіл;

б) n еліпсів;


в) n трикутників?

3. Думки навпаки  [Вальядолід 10623]. На площині розташовано m еліпсів, n кіл та p трикутників таким чином, що вони ділять її на максимально можливу кілкьість частин s. За заданим значенням s вивести усі такі можливі трійки чисел m, n, p, відсортувавши їх спочатку за m, а потім – за n. Відомо, що 0  m, p < 100, 0  n < 20000.

4. Хорди на колі. На колі відмічено n точок. На яку максимальну кількість частин можуть розбити коло хорди, що їх сполучають?

5. Прямі та коло. На яку максимальну кількість частин можуть розбити коло n прямих?

6. Трикутники у многокутнику. В опуклому n – кутнику проведено усі діагоналі, жодні три з яких не проходять через одну точку. Скільки різних трикутників утворилося?

7. Сфери у просторі. На яку максимальну кількість частин можуть розбити простір n сфер?

8. Площини та куб. На яку максимальну кількість частин можуть розбити куб n площин?

9. Квадрати на шахівниці. Скільки існує різних квадратів будь-якого розміру на шахівниці n  n?

10. Прямокутники на шахівниці. Скільки існує різних прямокутників будь-якого розміру на шахівниці m  n?

11. Дійсно странно [Вальядолід 10519]. На площині проведено n кіл, кожні два з яких перетинаються в двох точках та жодні три з яких не перетинаються в одній точці. На скільки областей кола ділять площину?

ВКАЗІВКИ ДО РОЗВ’ЯЗКІВ

1. Точка. Пряма. Площина. Простір.  Якщо усі n точок на прямій різні, то вони розіб’ють пряму на points(n) = n + 1 = 
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 частин.
Нехай lines(n) – кількість частин, на яку розбиває площину n прямих. n – та пряма розіб’є площину на максимальну кількість частин, якщо вона перетнеться з усіма n – 1 попередніми прямими, які розбивають площину на lines(n – 1) частин. Тобто n – та пряма повинна пройти по n частинам площини, кожна з яких буде поділена навпіл. Але ці n частин площини є ніщо іншим як кількістю частин прямої, на яку її ділять n – 1 точка. Тобто

lines(n) = lines(n – 1) + points(n – 1), 

lines(0) = points(0)

Звідки
lines(n) = 
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Рис. 1. Прямі на площині

Позначимо через planes(n) кількість частин, на яку розбиває простір n площин. Помітимо, що кількість нових тривимірних областей, утворених новим розтином, дорівнює кількості двовимірних областей, утворених на новій площині лініями її перетину з попередніми площинами. Тобто

planes(n) = planes(n – 1) + lines(n – 1), 

planes(0) = lines(0)

Звідки
planes(n) = 
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2. Кола, еліпси та трикутники на площині. Нехай n фігур розбивають площину на f(n) частин. Одна фігура розбиває площину на 2 частини. Кожна наступна n – та фігура повинна мати максимально можливу кількість перетинів k із кожною із (n – 1) попередніх фігур. Два кола можуть перетинатися максимум у двох точках (k = 2), два еліпси у чотирьох (k = 4), а два трикутники у шести (k = 6). Тоді 

f(n) = f(n – 1) + k * (n – 1), 

f(1) = 2

Розв’яжемо рекурентне рівняння:

f(n) = k * ((n – 1) + (n – 2) + … + 1) + 2 == k * 
[image: image96.wmf]2

)

1

(

-

×

n

n

 + 2

Також зазначимо, що f(0) = 1 для будь-якого k (нуль фігур ділять площину на одну частину).
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Рис 2. Кола на площині
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Рис 3. Еліпси на площині
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                                 n = 1                  n = 2                       n = 3

Рис 4. Трикутники на площині

3. Думки навпаки  [Вальядолід 10623]. За формулами задачи 2 випливає, що m еліпсів, n кіл та p трикутників розділять площину максимум на 2 + 2m (m – 1) + n (n – 1) + 4mn + 3p (p – 1) + 6pn + 6pm частин (m еліпсів та n кіл можуть мати максимум 4mn точок перетину, p трикутників та n кіл чи m еліпсів – відповідно 6pn та 6pm точок перетину). Прирівняємо це значення до s та перепишемо як квадратне рівняння відносно n:

n2 + n (4m + 6p – 1) + 2 + 2m (m – 1) + 3p (p – 1) + 6pm – s = 0

Якщо дискримінант рівняння є повним квадратом для деяких цілих m та p,  0  m, p < 100, то шукаємо відповідне невід’ємне значення n і перевіряємо його належність інтервалу 0  n < 20000. Залишається перебрати усі пари (m, p) із заданого інтервалу і для кожної із них розв’язати квадратне рівняння. Знайдені трійки залишається впорядкувати за заданою умовою.

4. Хорди на колі. Теорема. Проведемо в замкненій зв’язній фігурі d відрізків, що сполучають точки на границі та знаходяться повіністю всередині фігури. Припустимо, що вони перетинаються між собою у t точках. Тоді кількість областей, на яку поділять відрізки внутрішню частину фігури, дорівнює d + t + 1. 
Доведення за індукцією. Якщо жодного відрізку не проведено, то d = 0, t = 0, а кількість областей на які поділено фігуру, дорівнює 1 (одна внутрішня частина). Нехай при проведенні чергового відрізку з’явиться k нових точок перетину. Тоді цей відрізок пройде по k + 1 внутрішній області фігури, розбивши кожну із них навпіл. Таким чином кількіть областей збільшиться на k + 1 (k нових точок перетину + 1 відрізок).

Коло є замкненою зв’язною фігурою. Проведемо усі хорди, що сполучають n точок. Оскільки кожні дві точки утворюють хорду, то кількість проведених хорд дорівнює 
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. Через кожні чотири точки на колі можна провести лише дві хорди, що перетинаються в одній точці. Кількість точок перетину хорд дорівнює 
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Рис. 5. Хорди на колі

5. Прямі та коло. Кількість частин, на які n прямих ділять коло, дорівнює кількості частин, на які n прямих ділять площину (задача 1).
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Рис. 6. Прямі на колі

6. Трикутники у многокутнику. Кожний із утворених трикутників може мати 0, 1, 2 чи 3 спільні вершини з многокутником.
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        Рис. 6а                       Рис. 6б                     Рис. 6в                   Рис. 6г

0 спільних вершин  1 спільна вершина  2 спільні вершини 3 спільні вершини

Кожний трикутник, що не має спільних вершин з многокутником, утворюється трьома діпгоналями, які у свою чергу визначаються 6 точками (рис. 6а). Кількість таких трикутників дорівнює 
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. Трикутники, лише одна вершина яких співпадає з вершиною многокутника (рис. 6б), утворюються п’ятьма точками, будь-яка із яких може бути вершиною. Таких трикутників 5 * 
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. Трикутники, дві вершини яких лежать у вершинах многокутника, визначаються 4 точками (рис. 6в). При цьому кожні 4 точки утворюють 4 різні трикутники. Їх загальна кількість дорівнює 4 * 
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. Кількість трикутників, усі вершини яких лежать у вершинах многокутника (рис. 6г), дорівнює 
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f(n) = 
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Наприклад, кількість трикутників у п’ятикутнику з усіма проведеними діагоналями дорівнює 
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Рис. 7. Трикутники у п’ятикутнику

7. Сфери у просторі. Позначимо через f(n) шукану кількість частин простору. Кількість тривимірних областей, яка з’являється при проведенні n – ої сфери, дорівнює кількості двовимірних частин, що утворюється на площині при проведенні n – 1 кола. Оскільки n – 1 коло ділить площину максимум на (n – 2) * (n – 1) + 2 частину (задача 2), то 

f(n) = f(n – 1) + (n – 2) * (n – 1) + 2,

f(1) = 2

Звідки

f(n) = 2 + (2 + 0 * 1) + (2 + 1 * 2) +  … + (2 + (n – 2) * (n – 1)) =

= 2 * n + 0 * 1 + 1 * 2 + … + (n – 2) * (n – 1) = 

= 2 * n + 12 + 22 + … + (n – 1)2 – (1 +  2 + … + (n – 1)) = 

= 2 * n + 
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                        f(1) = 2                          f(2) = 4                              f(3) = 8

Рис. 8. Сфери у просторі
8. Площини та куб. Кількість частин, на які n площин ділять куб, дорівнює кількості частин, на які n площин ділять простір (задача 1).
9. Квадрати на шахівниці. На шахівниці n  n існує 12 квадрат розміру n  n, 22 квадратів розміру (n – 1)  (n – 1), 32 квадратів розміру (n – 2)  (n – 2) і так далі. Всього квадратів 

12 + 22 + 32 + ... + n2 = 
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10. Прямокутники на шахівниці. Кути прямокутників знаходяться в точках перетину прямокутної сітки, які назвемо вершинами. Шахівниця розміру m  n має (m + 1)  (n + 1) вершин. Кожний прямокутник визначається двома протилежними вершинами, які не лежать на одній горизонталі чи вертикалі. Перша вершина прямокутника може бути обрана (m + 1)  (n + 1) способами, а протилежна – m * n способами. При цьому кожний прямокутник ABCD буде підраховано 4 рази (AC, CA, BD, DB). Кількість прямокутників дорівнює
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11. Дійсно странно [Вальядолід 10519]. Відповіддю буде максимальна кількість частин, на яку n кіл можуть розбити площину. Тобто n2 – n + 2 частин (дивись задачу 2). Задача вимагає реалізації довгої арифметики.

Список використаних задач

[Вальядолід] acm.uva.es/problemset: 

10519. Дійсно странно

10623. Думки навпаки

ОБЧИСЛЮВАЛЬНА ГЕОМЕТРІЯ

Точка. Пряма. Відрізок. Кут

Найпростішими фігурами на площині (геометричними примітивами) є точка та пряма. Обмежена частина прямої називається відрізком. Кутом називається сукупність двох променів що виходять із одної точки. Вектором називається направлений відрізок прямої. Перша точка А вектора AB називається  початком, а друга точка B – його кінцем.
Нехай a(x1 , y1), b(x2 , y2) – вектори.
Модуль вектора a: |a| = 
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;
Скалярний добуток векторів a та b: (a, b) = |a| * |b| * cos(a, b);
Скалярний добуток векторів a та b, виражений через їх координати:
(a, b) = x1 * x2 + y1 * y2
В декартовій системі координат рівняння прямої на площині задається рівнянням ax + by + c = 0. Вектор нормалі прямої має координати (a, b), направляючий вектор прямої має координати (-b, a). Пряма, що має кутовий коефіцієнт k та проходить через точку (0, b), задається рівнянням y = kx + b.
ЗАДАЧІ

1. Відстань між точками. Дано дві точки. Знайти відстань між ними. 
2. Три точки на прямій. Дано три точки. Визначити, чи лежать вони на одній прямій.
3. Точка на відрізку. Дано відрізок AB та точка O. Визначити, чи належить точка O відрізку AB.
4. Відстань від точки до прямої. Знайти відстань від точки до прямої.
5. Перетин двох відрізків на прямій. На прямій задано два відрізки координатами своїх кінців. Визначити, чи перетинаються вони.
6. Міра перетину відрізків. На прямій задано два відрізки, що перетинаються. Знайти міру їх перетину (довжину спільного відрізку).
7. Відстань від точки до відрізку. Знайти відстань від точки до відрізку.
8. Параметричне рівняння відрізку. На відрізку AB знайти таку точку Х, що AX / AB = k, 0  k  1.
9. Точка перетину відрізків. Дано два відрізки, що перетинаються. Знайти точку їх перетину.
10. Полярний кут. Дано дві точки A та B. Точка О – початок координат. Визначити, який із відрізків – OA чи OB утворює більший кут з віссю абсцис.
11. Дві точки та пряма. На площині задано дві точки та пряма. Визначити, в одній чи в різних півплощинах знаходяться точки. 
12. Перетин відрізків на площині. Дано два відрізки. Визначити, чи перетинаються вони.
13. Напрямок повороту. Дано три точки A, B та C. Муха рухається із точки A в B, потім із B в C. Визначити напрямок повороту (вліво чи вправо), який здійснює муха в точці B.

14. Перетин відрізків на прямій. На прямій задано n відрізків координатами своїх кінців [xi, yi], i = 1, n. Чи мають хоча б два відрізки спільну точку?
15. Спільний перетин відрізків. На прямій задано n відрізків координатами своїх кінців [xi, yi], i = 1, n. Знайти максимальну кількість відрізків, які одночасно перетинаються (мають хоча б одну спільну точку).
16. Серединний перпендикуляр. Дано дві точки. Написати рівняння прямої – серединного перпендикуляра.
17. Перетин прямих. Дві прямі задані своїми рівняннями. Визначити координати їх точки перетину або встановити, що вони не перетинаються. 
18. Міра кута. Знайти величину кута ABC за координатами трьох точок A, B та C.
Вказівки до розв’язків

1. Відстань між точками. Відстань d між точками A(x1, y1) та B(x2, y2) дорівнює 

d = 
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2. Три точки на прямій. Три точки A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) лежать на одній прямій, якщо вектори AB(x2 – x1, y2 – y1) та AC(x3 – x1, y3 – y1) колінеарні, тобто має місце рівність
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Для уникнення можливого ділення на нуль та можливості застосування формули для будь-яких вхідних даних, необхідно переписати рівність у вигляді:
(x2 – x1) * (y3 – y1) = (x3 – x1) * (y2 – y1)
3. Точка на відрізку. Нехай A(x1, y1) та B(x2, y2) – кінці відрізку AB.  Точка O(x, y) належить AB, якщо вектори AO та AB колінеарні (умова належності точки O прямій AB), значення x лежить між x1 та x2 (має місце нерівність (x – x1) * (x – x2) < 0), а також y лежить між y1 та y2 ((y – y1) * (y – y2) < 0).

4. Відстань від точки до прямої. Знайдемо відстань від точки M(x0, y0) до прямої ax + by + c = 0. Нехай n(a, b) – вектор нормалі, що проведено до прямої із точки M1(x1, y1). MA  n, шукана відстань d = AM1. Позначимо через  кут AM1M. Тоді d = M1M * cos , скалярний добуток векторів n та M1M (позначимо його через (n, M1M)) дорівнює |n| * |M1M| * cos , звідки 
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5. Перетин двох відрізків на прямій. Нехай [x1, x2] та [x3, x4] – два відрізки на прямій (x1 < x2, x3 < x4). Відрізки не перетинаються, якщо має місце одне із двох розташувань:


Якщо x3 > x2, то повинно бути x4 > x1. Або якщо x1 > x4, то повинно бути x2 > x3. Ці умови можна об’єднати в одну. Відрізки не перетинаються тоді і тільки тоді, коли має місце нерівність: (x3 – x2) * (x4 – x1) > 0. Якщо вказаний добуток приймає від’ємний знак, то відрізки перетинаються. 

6. Міра перетину відрізків. Нехай [x1, x2] та [x3, x4] – два відрізки, що перетинаються.


Нехай left = max(x1, x3) – максимум лівих кінців, right = min(x2, x4) – мінімум правих. Тоді m = right – left буде довжиною спільної частини відрізків.

7. Відстань від точки до відрізку. Нехай O(x, y) – точка, A(x1, y1), B(x2, y2) – кінці відрізку AB. Взаємне розташування точки та відрізку може бути одним із наступних (три варіанти):

Позначимо d = AB, d1 = OA, d2 = OB. У першому випадку шуканою відстанню буде d1, у другому – d2, а в третьому це буде висота трикутника OAB, опущена із вершини О. Кут А буде тупим, якщо має місце нерівність d22 > d12 + d2, кут B буде тупим якщо d12 > d22 + d2. Якщо жодна із наведених нерівностей не має місце, відстань від точки до відрізку слід шукати за формулою 2 * S / d, де S – площа трикутника OAB.

8. Параметричне рівняння відрізку. Нехай A(x1, y1), B(x2, y2) – кінці відрізку AB. Параметричне рівняння відрізку має вигляд:

x(t) = x1 + (x2 – x1) * t, y(t) = y1 + (y2 – y1) * t, 0  t  1

Тобто відрізок є геометричним місцем точок (x(t), y(t)) де 0  t  1. 

Шуканій точці X(x, y) буде відповідати точка відрізку з параметром t = k. Тобто x = x1 + (x2 – x1) * k, y = y1 + (y2 – y1) * k.

9. Точка перетину відрізків. Нехай A(x1, y1), B(x2, y2) – кінці відрізку AB, C(x3, y3), D(x4, y4) – кінці відрізку CD. Запишемо параметричні рівняння відрізків: 

AB: x(t1) = x1 + (x2 – x1) * t1 , y(t1) = y1 + (y2 – y1) * t1, 0  t1  1,

CD: x(t2) = x3 + (x4 – x3) * t2 , y(t2) = y3 + (y4 – y3) * t2, 0  t2  1,

В точці перетину відрізків повинна виконуватись умова:

x(t1) = x(t2), y(t1) = y(t2)

Або те ж саме що 

x1 + (x2 – x1) * t1 = y1 + (y2 – y1) * t1
x3 + (x4 – x3) * t2 = y3 + (y4 – y3) * t2

Маємо систему лінійних рівнянь відносно t1 та t2, яку розв’язуємо методом Крамера. Система завжди має розв’язок, оскільки за умовою відрізки перетинаються.

10. Полярний кут. Нехай A(x1, y1) та B(x2, y2) – дві точки на площині. Розв’яжемо задачу, не переводячи координати точок із декартової у полярну систему координат. Для цього потрібне поняття векторного добутку на площині.

Означення. Нехай p1(x1, y1) та p2(x2, y2) – два вектори на площині. Векторним добутком p1  p2 є число, модуль якого дорівнює площі паралелограма, утвореного точками (0, 0), (x1, y1), (x2, y2), (x1 + x2, y1 + y2). Якщо p1 p2 додатне, то найкоротший поворот p2 відносно його початку, який суміщає його з p1, відбувається за годинниковою стрілкою, а якщо від’ємне – то проти. Векторний добуток визначається наступним чином:

p1 p2 = 
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Якщо точки лежать в різних півплощинах (одна у верхній, де кут змінюється в інтервалі [0; 180], а друга – в нижній з кутом в інтервалі [180; 360]), то більший кут має та точка, що знаходиться у нижній півплощині. Якщо точки знаходяться в одній півплощині, то кут між ними завжди не більший за 180. І тоді точка B буде утворювати більший кут з віссю абсцис ніж точка A, якщо поворотом за годинниковою стрілкою можна сумістити вектор OB з вектором OA, де О(0, 0) – центр координат. Тобто векторний добуток OA  OB повинен бути додатним. Оскільки вектори мають координати OA(x1, y1) та OB(x2, y2), то OA  OB = x1 * y2 - x2 * y1.

11. Дві точки та пряма. Нехай A(x1, y1) та B(x2, y2) – дві задані точки. Шукаємо довільні дві точки C та D, що знаходяться на прямій. Точки A та B будуть лежати в одній півплощині, якщо CD  CA та CD  CB будуть мати однакові знаки, тобто якщо [CD  CA] * [CD  CB] > 0. Інакше точки лежать по різні сторони прямої. Якщо одна із точок лежить на прямій CD, то відповідний векторний добуток буде дорівнювати нулю.

Задачу можна розв’язати і без використання векторного добутку. Нехай f(x,y) = a * x + b * y + c – рівняння заданої прямої. Тоді точки A та B лежать строго по різні сторони відносно неї, якщо f(x1, y1) * f(x2, y2) < 0.

12. Перетин відрізків на площині. Нехай A(x1, y1) та B(x2, y2) – координати кінців першого відрізку, С(x3, y3) та D(x4, y4) – координати кінців другого. 

Перетин відрізків можна встановити, шукаючи точку їх перетину (задача 8).  Складемо та розв’яжемо систему лінійних рівнянь відносно t1 та t2. Відрізки перетинаються якщо:
а) корені t1 та t2 знаходяться в межах інтервалу [0; 1];
б) якщо система несумісна, але має багато розв’язків (тоді міра перетину відрізків утворює відрізок).
В усіх інших випадках відрізки не перетинаються.
Розглянемо ще один підхід до розв’язку задачі перетину відрізків, в основі якого лежить поняття векторного добутку на площині.
Означення. Обмежуючим прямокутником геометричної фігури будемо називати найменший із прямокутників зі сторонами, паралельними осям координат, що містять дану фігуру. 
Для відрізку обмежуючим буде прямокутник з лівим нижнім кутом (x1’, y1’) та правим верхнім кутом (x2’, y2’), де x1’ = min(x1, x2), y1’ = min(y1, y2), x2’ = max(x1, x2), y2’ = max(y1, y2). 
Лема. Якщо прямокутники, які обмежують відрізки, не перетинаються, то і відрізки не перетинаються.
Знаходимо для заданих двох відрізків координати їх обмежуючих прямокутників та перевіряємо ці прямокутники на перетин. Два прямокутники не перетинаються, якщо одночасно не перетинаються їх проекції на вісь абсцис та на вісь ординат (перетин відрізків на прямій – задача 4).
Якщо обмежуючі прямокутники перетинаються, то рухаємося далі і перевіряємо, чи перетинається кожний з цих відрізків із прямою, яка містить інший відрізок. Відрізок перетинає пряму, якщо його кінці лежать по різні сторони від неї або якщо один з кінців лежить на прямій. Точки C та D лежать по різні сторони від прямої AB, якщо вектори AC та AD мають різну орієнтацію відносно вектора AB, тобто знаки векторних добутків AC  та AD  різні.
Нижче на рисунках показано можливі випадки взаємного розташування відрізків та відповідні значення векторних добутків.

AC  < 0, AD  > 0              AC  < 0,  AD  < 0

AC  < 0, AD  = 0              AC  = 0,  AD  = 0
Далі на рисунку показано приклад, коли кожний відрізок перетинає пряму, яка містить інший відрізок, але не перетинаються прямокутники, які обмежують ці відрізки.


Теорема. Відрізки AB та CD перетинаються тоді і тільки тоді, коли:
1. Перетинаються прямокутники, які їх обмежують;
2. [AC AB] * [AD AB] 0;
3. [CA CD] * [CB CD] 0.
13. Напрямок повороту. Сумістимо початки векторів AB та BC. Повернемо вектор BC так, щоб сумістити його з AB. Якщо цей поворот буде відбуватися за годинниковою стрілкою (AB  BC > 0), то поворот мухи є лівим, якщо проти  (AB  BC < 0) – то правим.

14. Перетин відрізків на прямій. Сортуємо координати кінців відрізків, записуючи разом з координатою кінця її тип: правий чи лівий. Далі проходимо по відсортованому масиву кінців відрізків. Якщо кінці чергуються лівий – правий – ... – лівий – правий, то жодні два відрізки не перетинаються. Інакше – перетинаються.
15. Спільний перетин відрізків. Відсортуємо кінці відрізків як в задачі 13. Заведемо змінну d, яка дорівнюватиме поточній кількості відрізків, що одночасно перетинаються. Спочатку покладемо d = 0. Рухаємося зліва направо по кінцям відрізків та з кожним лівим кінцем збільшуємо значення d на 1, з кожним правим – зменшуємо d на 1. Максимально можливе значення d, яке досягається в процесі проходу, дорівнює максимальній кількості відрізків, що перетинаються одночасно.
16. Серединний перпендикуляр. Нехай A(x1, y1), B(x2, y2) – координати трьох точок, ax + by + c = 0 – рівняння шуканої прямої. Тоді (a, b) – вектор нормалі прямої, який співпадає з вектором AB = (x2 – x1, y2 – y1). Покладемо a = x2 – x1, b = y2 – y1. Шукана пряма проходить через середину AB – точку M((x2 + x1) / 2, (y2 + y1) / 2). Підставимо координати точки M у рівняння прямої:
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17. Перетин прямих. Нехай a1x + b1y + c1 = 0 та a2x + b2y + c2 = 0 – рівняння двох прямих. Застосуємо правило Крамера для розв’язку системи лінійних рівнянь. Позначимо
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Якщо d = 0, то прямі паралельні. Якщо d = dx = 0, то прямі співпадають. Якщо d = 0 та  dx  0, то прямі не співпадають. 

При d  0 розв’язком системи будуть x = dx / d, y = dy / d.
18. Міра кута. Нехай A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) – координати трьох точок. Тоді BA(x1 – x2, y1 – y2), BC(x3 – x2, y3 – y2). Знайдемо скалярний добуток векторів BA та BC: (BA, BC) = |BA| * |BC| * cos ABC, звідки
cos ABC = 
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За косинусом кута знаходимо міру кута, використавши функцію арккосинуса. В мові програмування Паскаль із обернених тригонометричних функцій присутній лише арктангенс. Косинус пов’язаний з тангенсом співвідношенням:
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. Знак тангенса кута  співпадає зі знаком косинуса, оскільки   [0; 2]. Якщо тангенс кута буде від’ємним, то після взяття арктангенсу слід до отриманого кута додати , оскільки arctg   [-/2; ], а arcos   [0; 2]. Окремо слід обробити випадок коли cos  = 0.
ЖАДІБНІ АЛГОРИТМИ

1. Здача з доллара. Необхідно набрати n центів найменшою кількістю монет. У розпорядженні є монети вартістю 1, 5, 10 та 25 цент.

2. Планування виробничої лінії. Є n різних деталей, які повинні пройти послідовну конвеєрну обробку на двох машинах. На кожній стадії процесу машина може обробляти лише одну деталь. Відомо, що ai – час обробки i – ої деталі на першій машині, bi – час її обробки на другій машині. Необхідно знайти такий порядок обробки деталей, при якому час обробки буде мінімальним.

3. Вибір заявок. Є n заявок на проведення занять в одній аудиторії. Два різні заняття не можуть перетинатися по часу. Кожна заявка містить час початку si та час закінчення ti заняття. Необхідно знайти максимальну кількість заявок, яку можна задовольнити.

4. Друк листівок (Саратов 259). Необхідно надрукувати n листівок на одному принтері. Час друку листівки складає ti, а час її доставки – li. Кількість кур’єрів для доставки листівок необмежена. За який найменший час можна надрукувати та доставити усі листівки?

5. Оптимальне злиття. Є n відсортованих неспадних послідовностей. Необхідно злити їх в одну неспадну послідовність, мінімізуючи кількість операцій читання/запису. За один крок дозволяється злити лише дві послідовності. При злитті двох послідовностей x[1...k] та y[1...l] необхідно використати k операцій читання елементів послідовності x, l операцій читання елементів послідовності y, та k + l  операцій запису для запису злитого відсортованого масиву. Таким чином при злитті послідовностей x[1...k] та y[1...l] необхідно використати 2 * (k + l) операцій читання/запису. За яку найменшу кількість операцій читання/запису можна злити усі n відсортованих неспадних послідовностей?

6. Мінімальне покриття (Вальядолід, 10020). На осі X задана деяка кількість відрізків своїми кінцями [li, ri] (|li|, |ri| 50000, i  100000). Знайти найменшу кількість відрізків, яка повністю покриває відрізок [0, M] (1  M  5000). Зауваження: задача має multiple input.

7. Мандрування (Вальядолід, 10137). n студентів витратили на мандри a1. a2, …, an доларів відповідно. Значення ai задаються з двома знаками після коми (розрахунки велися до 1 центу). В кінці студенти вирішили обмінятися грошима так, щоб у кожного залишилася однакова кількість грошей впритул до 1 центу. Яку найменшу кількість грошей для цього необхідно передати із рук в руки?

8. Все у всьому (Вальядолід, 10340). Вхідний рядок містить дві чисельно – символьні послідовності, розділені проміжком. Визначити, чи є перша послідовність підпослідовністю другої.

РОЗВ’ЯЗКИ

1. Здача з долара. Спочатку необхідно видати монету з максимально можливим номіналом ak, а потім те ж саме робити з сумою n –  ak. 

Приклад. Якщо n = 97, то необхідно видати монети 25, 25, 25, 10, 10, 1, 1.

	n
	97
	72
	47
	22
	12
	2
	1

	виплата
	25
	25
	25
	10
	10
	1
	1


2. Планування виробничої лінії. Шукаємо найменше значення серед чисел ai та bi (i = 1, n). Якщо найменшим значенням буде ai, то ставимо i – ту деталь першою, якщо bi – то останньою. Після цього викреслюємо i – ту деталь зі списку. Далі повторюємо цей процес для n – 1 деталей що залишилися.

Приклад. Нехай маємо 5 деталей, кожна з яких має наступний час обробки на машинах:

	номер деталі
	1
	2
	3
	4
	5

	час обробки на 1 машині (ai)
	4
	4
	30
	6
	2

	час обробки на 2 машині (bi)
	5
	1
	4
	30
	3


Найменшим значенням серед ai та bi буде  b2 = 1. Ставимо деталь номер 2 в обробці на останнє місце. Далі повторюємо процес з 4 деталями.

	номер деталі
	1
	5
	3
	4
	2

	час обробки на 1 машині (ai)
	4
	2
	30
	6
	4

	час обробки на 2 машині (bi)
	5
	3
	4
	30
	1


Деталь номер 5 ставимо на початок.

	номер деталі
	5
	1
	3
	4
	2

	час обробки на 1 машині (ai)
	2
	4
	30
	6
	4

	час обробки на 2 машині (bi)
	3
	5
	4
	30
	1


Деталь номер 1 ставимо на початок.

	номер деталі
	5
	1
	3
	4
	2

	час обробки на 1 машині (ai)
	2
	4
	30
	6
	4

	час обробки на 2 машині (bi)
	3
	5
	4
	30
	1


Деталь номер 3 ставимо на останнє місце.

	номер деталі
	5
	1
	4
	3
	2

	час обробки на 1 машині (ai)
	2
	4
	6
	30
	4

	час обробки на 2 машині (bi)
	3
	5
	30
	4
	1


Оптимальна послідовність обробки деталей має вигляд: 5, 1, 4, 3, 2.

3. Вибір заявок. Впорядкуємо заявки по часу закінчення занять (f1  f2 …  fn). Першу заявку задовольняємо. Потім проглядаючи послідовно заявки, шукаємо ту, час початку якої не менший за час закінчення першої. Задовольняємо її. Повторюємо процес поки можна обрати хоча б одну заявку.

Приклад. Нехай маємо 11 заявок, які відсортовано по часу закінчення за зростанням.

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	si
	1
	3
	0
	5
	3
	5
	6
	8
	8
	2
	12

	fi
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14


Задовольняємо заявку номер 1. Першою заявкою, час початку якої буде не меншим за час закінчення заявки номер 1, буде заявка номер 4. Задовольняємо її. 

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	si
	1
	3
	0
	5
	3
	5
	6
	8
	8
	2
	12

	fi
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14


Наступною заявкою, час початку якої не менший за час закінчення заявки номер 4, буде заявка з еомером 8. Наступною буде заявка номер 11. 

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	si
	1
	3
	0
	5
	3
	5
	6
	8
	8
	2
	12

	fi
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14


Таким чином максимум можна задовольнити 4 заявки з номерами 1, 4, 8, 11.

4. Друк листівок (Саратов 259). Відсортуємо листівки за спаданням часу доставки (l1  l2 …  ln). У цій послідовності і будемо друкувати (та одразу ж і доставляти) листівки. Час, коли буде доставлено i – ту листівку, дорівнює 
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Приклад. Нехай маємо 4 листівки з наступними характеристиками (їх вже відсортовано за спаданням часу доставки):

	номер листівки
	1
	2
	3
	4

	ti
	2
	100
	5
	11

	li
	100
	90
	30
	1


Наступна таблиця містить поточні обчислення:

	номер листівки
	1
	2
	3
	4

	час друку 
[image: image163.wmf]å

=

i

j

j

t

1


	2
	102
	107
	118

	час доставки 
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	102
	192
	137
	119


Мінімальний час виконання усієї роботи дорівнює 192.

5. Оптимальне злиття. На кожному кроці необхідно зливати дві послідовності найменшої довжини.

Приклад. Необхідно злити 5 відсортованих послідовностей з довжинами 7, 2, 10, 9, 2. Процес злиття можна промоделювати деревом (біля кожної вершини буде записана кількість операцій читання/запису, необхідних для злиття двох послідовностей):


Загальна кількість операцій читання/запису при такій послідовності злиттів дорівнює сумі чисел в жовтих квадратах: 8 + 22 + 38 + 60 = 128. Ця кількість є найменшою серед усіх можливих послідовностей злиттів.

6. Мінімальне покриття (Вальядолід, 10020). Читаючи послідовно координати відрізків [li, ri], заповнюємо масив segments[0..5000]. Комірка segments[i] (0 < i  5000) буде містити значення найбільшого правого кінця відрізку, лівий кінець якого дорівнює i. Значення segments[0] буде містити значення найбільшого правого кінця відрізку, лівий кінець якого недодатний. Якщо у поточному відрізку ri  segments[0] або li  5000, то його не розглядаємо. Якщо у відрізку li < 0, то покладемо li = 0 (від цього кількість відрізків, що покривають [0, M], не зміниться), але запам’ятовуємо значення лівого кінця у змінній MinLeft. Спочатку значення segments[i] ініціалізуємо 0, а змінну MinLeft – будь-яким додатним значенням. При читанні відрізку [li, ri] порівнюємо ri зі значенням segments[li]. Якщо ri > segments[li], то переприсвоюємо segments[li] = ri.

Якщо значення MinLeft додатне, то не існує жодного відрізку, який би покривав 0. В такому разі розв’язків немає.

Перший відрізок з координатами [MinLeft, segments[0]] включаємо до мінімального покриття. Поточним правим кінцем вважаємо CurrentRight = segments[0]. Поки значення CurrentRight не досягне M, робимо наступне: проглядаємо відрізки з лівими кінцями від 0 до CurrentRight і шукаємо максимальну довжину їх правих кінців. Якщо вона менша за CurrentRight (та при цьому CurrentRight < M), то шуканої множини відрізків не існує. Інакше переприсвоюємо це значення змінній CurrentRight, а відрізок, на якому досягається це максимальне значення, включаємо до мінімального покриття.

Приклад. Нехай M = 6. 6 відрізків мають координати: 

[2, 5], [1, 4], [-3, 1], [-6, -1], [1, 2], [3, 6]. 

Початкове значення масиву segments:

	i
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	segments[i]
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1


Перший відрізок [2, 5]. Переприсвоюємо segments[2] = 5. 

Відрізок [1, 4]. Переприсвоюємо segments[1] = 4.

	i
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	segments[i]
	-1
	4
	5
	-1
	-1
	-1


Відрізок [-3, 1]. Покладаємо лівий кінець рівним 0, тобто отримали відрізок [0, 1].  Переприсвоюємо segments[0] = 1. Встановлюємо MinLeft = -3.

	i
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	segments[i]
	1
	4
	5
	-1
	-1
	-1


З відрізком [-6, -1] нічого не робимо. 

Відрізок [1, 2]. Оскільки segments[1] > 2, то нічого не робимо.

	i
	0
	1
	2
	3
	4
	5


	segments[i]
	1
	4
	5
	-1
	-1
	-1


Відрізок [3, 6]. Переприсвоюємо segments[3] = 6.

	i
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	segments[i]
	1
	4
	5
	6
	-1
	-1


Залишилися максимальні відрізки [MinLeft, 1], [1, 4], [2, 5], [3, 6], що не містять один одного.

· Відрізок [-3, 1] включаємо до мінімального покриття. Покладемо CurrentRight = 1. 

· Проглядаємо i = 0, 1. Максимальна довжина правого кінця досягається при i = 1. Переприсвоюємо CurrentRight = 4, відрізок [1, 4] включаємо до мінімального покриття.

· Проглядаємо i = 0, 4. Максимальна довжина правого кінця досягається при i = 3. Переприсвоюємо CurrentRight = 6, відрізок [3, 6] включаємо до мінімального покриття. CurrentRight досягло значення M = 6, алгоритм завершено

Мінімальне покриття [0, 6] складається із трьох відрізків [-3, 1], [1, 4], [3, 6].

7. Мандрування (Вальядолід, 10137). Для того щоб не мати справу з похибками округлення, будемо працювати з грошима як з натуральними числами. Для цього кожну суму ai будемо множити на 100 та округлювати до цілого. 

    for(i=0;i<n;i++)

    {

      scanf("%lf",&x);

      m[i] = (int)(x*100+0.1);

      s += m[i];

    }

Округлення (int)(x*100) не вірне, оскільки наприклад для x = 2.03 значення (int)(x*100) дорівнює 202. Одночасно обчислюємо загальну суму грошей s. Знаходимо середнє значення центів (int ave), яке повинно дістатися кожному студенту.

    ave = s / n;

Обчислюємо сумарну кількість грошей res, що знаходиться у студентів та більша за обчислене середнє значення. У змінній c зберігається кількість таких студентів.

    res = c = 0;

    for(i=0;i<n;i++)

      if (m[i] > ave) 

      {

        res += (m[i] - ave);



c++;

      }

Обчислюємо та друкуємо результат

    if (c > s % n) res -= s % n; 

              else res -= c;

    printf("$%.2lf\n",(double)res/100);

8. Все у всьому (Вальядолід, 10340). Прочитаємо першу послідовність у масив символів довжиною 1000000 та обчислимо його довжину.

char line[1000000];

scanf("%s ",&line);

len = strlen(line);

Читаємо посимвольно другу  послідовність до кінця рядку. Змінна i містить номер поточного символа у першій послідовності, який слід зустрітити в другій. Якщо такий символ зустрічається то збільшуємо i на 1.

i = 0;

while(scanf("%c",&c),c != '\n')

if (c == line[i]) i++;

На вхід задачі подається декілька вхідних тестів, отже в кінці слід прочитати символ кінця рядку.

    scanf("\n");

Перший рядок буде підрядком другого, якщо після зустрічі кінця рядку змінні i та len будуть рівні. 

if (i == len) printf("Yes\n");


        else printf("No\n");

Вхід складається з декількох тестів. Читати та обробляти рядки слід поки  не зустрінеться кінець файлу. Весь описаний код вставляється у цикл 

while (!feof(stdin))

{

   ...

}
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259. Друк листівок

ПРОСТІ ЧИСЛА
1. Решето Ератосфена. На вхід подається множина натуральних чисел, менших за MAX. Для кожного числа вивести просте воно чи складене. 

2. Розклад на множники. Розкласти натуральне число на множники.

3. Розклад цілого числа на множники [Вальядолід 583]. Розкласти на множники ціле число n (-231 < n < 231). Число n не дорівнює ані 1, ані –1. Розклад числа подати у вигляді n = f1 x f2 x … x fk, де fi – прості числа, fi < fj, якщо i < j. При n < 0 розклад подати у вигляді n = -1 x f1 x f2 x … x fk.
4. Страна простих чисел [Вальядолід 516]. Кожне натуральне число x можна представити у вигляді добутку простих чисел:

x = 
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де pi – прості числа, при чому p1 > p2 > … > pn. Представленням числа x будемо називати послідовність (p1, k1, p2, k2, …, pn, kn). За представленням числа x знайти представлення числа x – 1.
5. Твердження Гольдбаха [Вальядолід 686]. Дано парне натуральне число, яке не менше 4 та не більше 215. Знайти кількість пар простих чисел p1 та p2, для яких n = p1 + p2.

6. Цифрові прості числа [Вальядолід 10533]. Число називається цифровим простим, якщо воно просте і його сума цифр також проста. На вхід подається два числа a та b (0 < a  b 1000000). Визначити, скільки цифрових простих чисел знаходиться між a та b.

Вказівки до розв’язків

1. Решето Ератосфена. Заведемо масив int primes[MAX], в який занесемо

 primes[i] = 
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Спочатку будемо вважати усі чмсла від 1 до MAX простими (для цього заповнимо усі комірки массиву primes значеннями 1). Потім рухаючись зліва направо, для кожного простого числа i (що не більше за цілу частину кореня квадратного з MAX) будемо відмічати, що усі числа вигляду  i*i, i*(i+1), … складені.

void gen_primes()

{

  int i,j;

  for(i=0;i<MAX;i++) primes[i] = 1;

  for(i=2;i<=(int)sqrt(MAX);i++)

    if (primes[i])

      for(j=i;j*i<MAX;j++) primes[i*j] = 0;

}
2. Розклад на множники. Натуральне число n має не більш одного дільника, більшого за 
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. Таким чином для пошуку усіх дільників достатньо перебрати числа від 2 до 
[image: image168.wmf]n

. При знаходженні дільника ділимо n на цей дільник. Якщо в кінці перебору усіх дільнків значення n буде більшим за 1, то це буде останній нетривіальний дільник.
for(i=2;i<=(int)sqrt(n);i++)

{

  while(n % i == 0)

  {

    printf("%d ",i);

    n /= i;

  }

}

if (n > 1) printf("%d",n);

printf("\n");

3. Розклад цілого числа на множники [Вальядолід 583]. Якщо n < 0, то виводимо “-1 x”, покладаємо n = -n і розкладаємо на множники натуральне число. Задача відрізняється від задачи 2 тим, що спочатку перевіряємо чи ділиться n на 2, а потім перебираємо усі непарні дільники від 3 до 
[image: image169.wmf][
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n

 (якщо перебирати послідовно усі дільники від 2 до 
[image: image170.wmf][

]

n

, то отримаємо Time Limit).
while(scanf("%d",&n),n!=0)

{

  printf("%d = ",n);

  if (n < 0)

  {


   printf("-1 x "); n = -n;

  }

  while(n % 2 == 0)

  {


  if (n > 2) printf("2 x ");

         else printf("2\n");


  n /= 2;


 }


 for(i=3;i<=(int)sqrt(n);i+=2)


 {


  while(n % i == 0)


  {



  if (n > i) printf("%d x ",i);



        else printf("%d\n",i);



  n /= i;


  }


 }


 if (n > 1) printf("%d\n",n);

 }

4. Страна простих чисел [Вальядолід 516]. За вхідними даними обчислюємо значення x. Розкладаємо x – 1 на множники (задача 2).

5. Твердження Гольдбаха [Вальядолід 686 (543)]. Згенеруємо решетом Ератосфена усі прості числа від 2 до 215. Потім для заданого n переберемо усі значення i від 2 до n/2, та підраховуємо кількість пар (i, n – i), для яких обидва числа i та n – i прості.
const int MAX = 32768;

int primes[32768];

int FindSol(int n)

{

  int i,res=0;

  for(i=2;i<=n/2;i++)


  if (primes[i] && primes[n-i]) res++;

  return res;

}

void main(void)

{

  int n;

  gen_primes();

  while(scanf("%d",&n),n>0)

     printf("%d\n",FindSol(n));

}
6. Цифрові прості числа [Вальядолід 10533]. Згенеруємо решетом Ератосфена прості числа від 1 до 1000000. Функція DigitPrime(long n) обчислює суму цифр числа n та перевіряє, чи є вона простою. Масив dp[i] містить кількість цифрових простих чисел від 2 до i. Таким чином кількість цифрових простих чисел від a до b дорівнює dp[b] - dp[a-1].

const long MAX = 1000000;

long primes[1000000];

long dp[1000000];

int DigitPrime(long n)

{

  int d;

  d = 0;

  while (n > 0)

  {

    d = d + n % 10;

    n = n / 10;

  }

  if (primes[d]) return 1;

  return 0;

}

void main(void)

{

  long tests,a,b;

  long i,j=0;

  gen_primes();

  for(i=2;i<MAX;i++)

  {

    if (primes[i])

      if (DigitPrime(i)) j++;

    dp[i] = j;

  }

  scanf("%ld",&tests);

  for (i=0;i<tests;i++)

  {

    scanf("%ld %ld",&a,&b);

    printf("%ld\n",dp[b] - dp[a-1]);

  }

}
Список використаних задач
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10533. Цифрові прості числа

10311. Гольдбах та Ейлер

ГРУПИ ТА ЗАДАЧІ НА РОЗФАРБУВАННЯ

Означення. Групою G називається множина елементів з визначеною для кожної пари елементів операцією (яку будемо позначати через *), для якої мають місце наступні властивості:
1) замкненість:  a, b  G a * b G.
2) асоциативність: для всіх a, b, c G a * (b * c) = (a * b) * c
3) існування одиниці: Існує такий елемент e  G, що a * e = e * a = a.

4) існування оберненого елемента: для довільного a  G існує такий елемент b 

 G, що a * b = e.
Означення. Якщо група має скінченну кількість елементів, то вона називається скінченною, а кількість елементів – порядком групи.

Означення. Якщо в групі G для довільних елементів a, b  G має місце рівність a * b = b * a, то група G називається комутативною або абелевою.

Приклади груп:

1. G1 = <{n | n  Z}, + > – множина цілих чисел з операцією додавання.

2. G2 = <{2*n | n  Z}, + > – множина парних цілих чисел з операцією додавання.

3. G3 = <{-1, 1}, * >.

4. G4 = <Zn* , * >, де Zn* – множина усіх натуральних чисел, менших за n та взаємно простих з n.

СИМЕТРИЧНА ГРУПА ПІДСТАНОВОК

Нехай S – скінченна множина з m елементів. 

Означення. Множина усіх взаємно однозначних відображень множини S на себе називається симетричною групою Sm степеня m. 

Припустимо далі, що S складається з елементів {1, 2, …, m}. Кожне выдображення : S  S називається підстановкою або перестановкою і записується

= 
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де i= (i) – образ елемента i.

Означення. Добутком підстановок називається композиція відображень ()(i) = ((i)).

Наприклад, для підстановок  = 
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 та  = 
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 маємо: 

 = 
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,  = 
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Приклад показує, що симетрична група Sm не є абелевою (некомутативна).

Перестановкою, оберненою до = 
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, буде

-1 = 
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для якої вірна рівність -1 = -1  = e.

Далі замість = 
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 будемо писати = (, ,… , m).

Означення. Підстановка , яка замінює елементи i1, i2, …, ik так що (i1) = i2, (i2) = i3, …, (ik) = i1, називається циклом довжини k та позначається (i1, i2, …, ik).

Означення. Два цикли називаються незалежними, якщо вони не містять спільних елементів.

Теорема. Кожну підстановку можна розкласти єдиним чином у добуток незалежних циклів.
Наприклад, перестановку (3, 2, 4, 5, 1, 6) можна розкласти у вигляді (1, 3, 4, 5)(2)(6), а перестановку (3, 2, 1, 5, 4, 6) – у вигляді (1, 3)(2)(4, 5)(6).

ЦИКЛОВИЙ ІНДЕКС ГРУПИ

Нехай G – група, що діє на множині S = {1, 2, …, m}. Розглянемо розклад g  G на незалежні цикли

g = 
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 = (b1)(b2)…(bk1) (bi1)(bi2)…(bk2) … (bj1)(bj2)…(bkm), де

k1 – кількість циклів довжини 1,

k2 – кількість циклів довжини 2,

...

km – кількість циклів довжини m.

Набір (k1, k2, …, km) називається характеристикою елемента g, де 1 * k1 + 2 * k2 + … + m * km = m.

Означення. Цикловим індексом Z(G, x1, …, xm) групи G, яка діє на множині S, називається поліном від змінних x1, …, xm, що визначається формулою

Z(G, x1, …, xm) = 
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де (k1, k2, …, km) – характеристики елемента g.

Приклад. Розглянемо рівносторонній трикутник, який обертається навколо свого центру в своїй площині. Введемо групу перестановок вершин трикутника G = {e, a, a2}, де 

e = (1, 2, 3) – тотожня перестановка,

a = (2, 3, 1) – поворот за годинниковою стрілкою на 120.

a2 = (3, 1, 2) – поворот за годинниковою стрілкою на 240.


Група має 3 елементи, побудуємо характеристику для кожного з них:

e = (1)(2)(3), має характеристику (3, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image181.wmf]3
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a = (123), має характеристику (0, 0, 1). Відповідає доданок x3.

a2 = (123), має характеристику (0, 0, 1). Відповідає доданок x3.

Цикловий індекс групи має вигляд:

Z(G, x1, x2, x3) = 
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Приклад. Нехай G – множина усіх підстановок вершин куба, які можуть бути отримані його обертаннями. Куб має 8 вершин.

Існує 24 обертання куба, які можна розбити на 5 частин:

1. тотожнє e = (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8), має характеристику (8, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image184.wmf]8
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2. три повороти на 180 навколо прямих, що сполучають центри протилежних граней. 


Наведений поворот характеризується перестановкою a = (3, 4, 1, 2, 7, 8, 5, 6) = (1, 3)(2, 4)(5, 7)(6, 8), що має характеристику (0, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image185.wmf]4
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. Усі три повороти мають однакову характеристику, тому загалом внесуть до циклового індексу доданок 3
[image: image186.wmf]4
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3. шість поворотів на 90 навколо прямих, що сполучають центри протилежних граней.


Наведений поворот характеризується перестановкою a = (4, 1, 2, 3, 8, 5, 6, 7) = (1, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8), що має характеристику (0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image187.wmf]2
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. Усі шість поворотів мають однакову характеристику, тому загалом внесуть до циклового індексу доданок 6
[image: image188.wmf]2
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4. шість поворотів на 180 навколо прямих, що сполучають середини протилежних ребер.


Наведений поворот характеризується перестановкою a = (2, 1, 5, 6, 3, 4, 8, 7) = (1, 2)(3, 5)(4, 6)(7, 8), що має характеристику (0, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image189.wmf]4
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. Усі шість поворотів мають однакову характеристику, тому загалом внесуть до циклового індексу доданок 6
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5. вісім поворотів на 120 навколо прямих, що сполучають протилежні вершини.


Наведений поворот характеризується перестановкою a = (1, 5, 6, 2, 4, 8, 7, 3) = (1)(7)(2, 5, 4)(3, 6, 8), що має характеристику (2, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image191.wmf]2
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. Усі вісім поворотів мають однакову характеристику, тому загалом внесуть до циклового індексу доданок 8
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Просумувавши доданки, отримаємо цикловий індекс групи

Z = 
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Приклад. Нехай G – множина усіх підстановок ребер куба, які можуть бути отримані його обертаннями. Куб має 12 ребер. Цикловий індекс групи дорівнює

Z = 
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Приклад. Нехай G – множина усіх підстановок граней куба, які можуть бути отримані його обертаннями. Куб має 6 граней. Цикловий індекс групи дорівнює

Z = 
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ТЕОРЕМА ПОЙА

Позначимо через w(r) вагу елемента r  R (R – деяка скінченна множина).

Теорема Пойа. Кількість класів еквівалентності групи G дорівнює

Z(G, 
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Якщо ваги отримати рівними 1, то кількість класів еквівалентності дорівнюватиме

Z(G, |R|, |R|, |R|, … )

Приклад. Вершини рівностороннього трикутника можна пофарбувати у два кольори: білий та чорний. Два трикутники вважаються різними, якщо їх не можна сумістити поворотом. Скільки різних трикутників можна отримати?

Цикловий індекс групи поворотів трикутника дорівнює

Z(G, x1, x2, x3) = 
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В нашому випадку множиною R є множина кольорів {w, b}. Нехай білий колір має вагу w, а чорний – b. Тоді кількість класів еквівалентності дорівнює

Z(G, w + b, w2 + b2, w3 + b3) = 
[image: image215.wmf]3
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((w + b)3 + 2 (w3 + b3)) = w3 + w2b + wb2 + b3.

Кожний із 4 доданків характеризує клас еквівалентності:

w3 – три вершини пофарбовано у білий колір;

w2b – дві вершини пофарбовано у білий колір, одна – у чорний;

wb2 – одну вершину пофарбовано у білий колір, дві – у чорний;

b3 – три вершини пофарбовано у чорний колір;

Обравши усі ваги рівними 1, отримаємо: |R| = 2 (кількість кольорів). Кількість класів еквівалентності дорівнює

Z(G, 2, 2, 2) = 
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(23 + 2 * 2) = 4

Приклад. Скількома способами можна пофарбувати куб двома кольорами так, щоб 4 грані будо пофарбовано у червоний колір, а 2 – у синій. Два куби вважаються однаково пофарбованими, якщо їх можна сумістити поворотами.

Цикловий індекс групи обертань для граней куба дорівнює

Z = 
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R = {r, b}. Кількість класів еквівалентності дорівнює

Z = 
[image: image223.wmf]24
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((r + b)6 + 3(r + b)2(r2 + b2)2 + 6(r + b)2(r4 + b4) + 6(r2 + b2)3 + 8(r3 + b3)2)

Пофарбуванню 4 граней у червоний, а 2 у синій відповідає доданок при r4b2. Коефіцієнт при ньому дорівнює

(15 + 9 + 6 + 18 + 0) / 24 = 2

Отже пофарбування можна здійснити 2 способами.

Приклад. Скількома способами можна пофарбувати грані куба n фарбами? Два пофарбовані куби вважаються різними, якщо їх не можна сумістити поворотами.

Цикловий індекс групи обертань для граней куба дорівнює

Z = 
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Підставимо |R| = n (маємо n фарб):

Z(G, n, n, n, n, n, n) = 
[image: image230.wmf]24
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Приклад. Скількома способами можна пофарбувати вершини куба n фарбами? Два пофарбовані куби вважаються різними, якщо їх не можна сумістити поворотами.

Цикловий індекс групи обертань для граней куба дорівнює
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Підставимо |R| = n (маємо n фарб):

Z(G, n, n, n, n, n, n) = 
[image: image237.wmf]24
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Приклад. Намисто складається з намистинок трьох кольорів. Намисто повинно містити 5 намистинок. Скільки різних намист можна скласти? Два намиста вважаються різними,  якщо їх не можна сумістити.

Складемо групу поворотів намиста G = (e, a, a2, a3, a4), де 

e  = (1)(2)(3)(4)(5) – тотожнє перетворення, має характеристику (5, 0, 0, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image239.wmf]5
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a  = (2, 3, 4, 5, 1) – поворот на одну намистинку, має характеристику (0, 0, 0, 0, 1). Повороти a2, a3, a4 мають таку саму характеристику. Цим чотирьом поворотам відповідає доданок 4
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Цикловий індекс групи:

Z(G, x1, x2, x3, x4, x5) = 
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Маємо 3 кольори, отже |R| = 3. Кількість різних намист дорівнює

Z(G, 3, 3, 3, 3, 3) = 
[image: image244.wmf]5
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Приклад. Намисто складається з намистинок k кольорів. Намисто повинно містити p (p – просте число) намистинок. Скільки різних намист можна скласти? Два намиста вважаються різними,  якщо їх не можна сумістити.

Група поворотів намиста має вигляд: G = (e, a, a2, ... , ap-1).

e  = (1)(2)...(p) – тотожнє перетворення, має характеристику (p, 0, 0, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image245.wmf]p
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a  = (2, 3, …, p, 1) – поворот на одну намистинку, має характеристику (0, 0, …0, 1). Повороти a2, …, ap-1 мають таку саму характеристику (оскільки p просте). Цим (p – 1) поворотам відповідає доданок (p – 1)
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Цикловий індекс групи:

Z(G, x1, x2, …, xp) = 
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Маємо k кольорів, отже |R| = k. Кількість різних намист дорівнює

Z(G, k, …, k) = 
[image: image250.wmf]p
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Приклад. Нехай G – множина усіх підстановок вершин тетраедра, які можуть бути отримані його обертаннями. Тетраедр має 4 вершини.

Існує 12 обертань тетраедра, які можна розбити на 3 категорії:

1. тотожнє e = (1)(2)(3)(4), має характеристику (4, 0, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image251.wmf]4
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2. вісім поворотів на 120 навколо прямих, що сполучають вершину та середину протилежної грані.


Наведений поворот характеризується перестановкою a = (3, 1, 2, 4) = (1, 2, 3)(4), що має характеристику (1, 0, 1, 0). Відповідає доданок x1x3. Усі вісім поворотів мають однакову характеристику, тому загалом внесуть до циклового індексу доданок 8x1x3.

3. три повороти на 180 навколо прямих, що проходять через середини протилежних ребер.


Наведений поворот характеризується перестановкою a = (4, 3, 2, 1) = (1, 4)(2, 3), що має характеристику (0, 2, 0, 0). Відповідає доданок 
[image: image252.wmf]2
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. Усі три повороти мають однакову характеристику, тому загалом внесуть до циклового індексу доданок 3
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Просумувавши доданки, отримаємо цикловий індекс групи

Z = 
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Приклад. Нехай G – множина усіх підстановок ребер тетраедра, які можуть бути отримані його обертаннями. Тетраедр має 6 ребер. Цикловий індекс групи дорівнює

Z = 
[image: image257.wmf]12

1

(
[image: image258.wmf]6

1

x

 + 8
[image: image259.wmf]2

3

x

 +3
[image: image260.wmf]2

2

2

1

x

x

)

Приклад. Нехай G – множина усіх підстановок граней тетраедра, які можуть бути отримані його обертаннями. Тетраедр має 4 грані. Цикловий індекс групи дорівнює

Z = 
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ПОСЛІДОВНОСТІ ТА ПІДПОСЛІДОВНОСТІ

1. Елементарні задачі

1.1. Мінімум. Максимум. Знайти максимальний (мінімальний) елемент заданої послідовності.

1.2. Сума елементів. Знайти суму елементів послідовності.

1.3. Послідовність нулів та одиниць. Послідовність x1, ..., xn складається з нулів та одиниць. Отримати послідовність y1, ..., yn, в якій yi = 0, якщо xi = 1 та yi = 1, якщо xi = 0 (i = 1, …, n).

1.4. Кількість нулів. Послідовність x1, ..., xn складається з нулів та одиниць. Обчислити кількість нулів в ній.

1.5. Обернена послідовність. Для заданої послідовності x1, ..., xn переставити елементи в оберненому порядку, не використовуючи додаткових масивів.

1.6. Двійковий пошук. Задана неспадна послідовність x1, ..., xn. Визначити, чи містить вона деяке наперед задане число k за час O(log n).

2. Елементарні обчислення

2.1. Кількість послідовностей з 0 та 1. Знайти кількість можливих послідовностей довжини n, які складаються лише з нулів та одиниць.

2.2. Кількість послідовностей з усіх цифр. Знайти кількість можливих послідовностей довжини n, членами яких можуть бути лише числа від 0 до 9.

2.3. Перестановки. Знайти кількість можливих послідовностей довжини n, елементами яких є числа від 1 до n, взяті по одному разу.

3. Задачі середньої складності

3.1. Злиття послідовностей. Задано дві неспадні послідовності x1, ..., xn та y1, ..., ym. Утворити послідовність z1, …, zn+m, яка є неспадною, а кожний елемент послідовностей {xi} та {yi} входить в {zi} по одному разу (злити послідовності).

3.2. Спільний елемент. Дано дві зростаючі послідовності чисел x1, ..., xn та y1, ..., ym. Обчислити кількість їх спільних елементів.

3.3. Сума елементів. Задана спадна x1, …, xn та зростаюча y1, …, ym  послідовності чисел. Визначити, чи існують такі елементи xi та yj, що xi + yj = n, де n – деяке наперед задане число. 

3.4. Різні елементи - 1. Задана неспадна послідовність чисел x1, ..., xn. Знайти кількість різних елементів у ній.

3.5. Різні елементи - 2. Задана послідовність чисел x1, ..., xn, 1  xi  k для деякого k  10000. Знайти кількість різних елементів у ній за час O(n).

3.6. Відсутнє число. Задана послідовність натуральних чисел x1, ..., xn, n  104. Знайти найменше натуральне число, яке відсутнє в цій послідовності.

3.7. Відсутня сума. Задана неспадна послідовність натуральних чисел x1, ..., xn. Знайти найменше натуральне число, яке не можна подати у вигляді суми деяких елементів цього масиву (кожний елемент може використовуватися не більш ніж один раз).

4. Задачі підвищеної складності

4.1. Цікава послідовність. Послідовність 011212201220200112... будується наступним чином: спочатку записується 0, а потім повторюється наступна дія: вже написану частину приписують справа замінюючи 0 на 1, 1 на 2, 2 на 0, тобто

0  01  0112  01121220  ...

За заданим натуральним числом n (0  n  109) визначити цифру, яка стоїть на n - ому місті послідовності (на нульовому місті знаходиться 0).

4.2. Підпослідовність. Задано дві послідовності x1, ..., xn та y1, ..., ym цілих чисел. Визначити, чи є друга послідовність підпослідовністю першої. Тобто чи можна викреслити з першої послідовності деякі члени так, щоб отримати другу. Часова оцінка – O(n + m).

4.3. Спільна підпослідовність. Задано дві послідовності x1, ..., xn та y1, ..., ym цілих чисел. Знайти максимальну довжину послідовності, яка є підпослідовністю обох послідовностей. Часова оцінка – O(n * m).

4.4. Максимальна сума [Вальядолід 10684, Тімус 1296]. Задана послідовність x1, ..., xn цілих чисел. Знайти підпослідовність xi, xi+1, ..., xj, яка має максимальну суму.

4.5. Перевірка послідовності [Тімус 1247]. Задана послідовність чисел x1, …, xm та додатне натуральне n, 0  xi  100. Сума елементів послідовності дорівнює m + n. Чи правда, що для всіх 1  i  j  m має місце нерівність

xi + xi+1 + … + xj  (j – i + 1) + n?

4.6. Нулі та одиниці [Вальядолід 10324]. Задана послідовність довжини n з нулів та одиниць, а також два індекси i та j. Встановити, чи є однаковими елементи між i – ою та j – ою позиціями.

4.7. Однакові елементи. Для послідовності чисел x1, ..., xn знайти максимальну довжину послідовності однакових елементів, що стоять поруч.

4.8. Дві послідовності. Задано дві послідовності натуральних чисел x1, …, xn та y1, …, yn. Знайти таку перестановку i1, i2, …, in чисел 1, 2, ... n, для якої сума x1 * yi1 + x2 * yi2 + … + xn * yin мінімальна.

4.9. Максимальна строго зростаюча підпослідовність. Задана послідовність x1, ..., xn цілих чисел. Знайти максимальну довжину її строго зростаючої підпослідовності. Реалізувати алгоритм з часовою оцінкою O(n2), O(n * log n).

4.10. Хвильова послідовність [Вальядолід 10534]. Послідовність цілих чисел називається хвильовою, якщо 

а) її довжина L є непарним числом (L = 2 * n + 1);

б) перші n + 1 число утворюють строго зростаючу послідовність;

в) останнє n + 1 число утворює строго спадну послідовність;

За заданою послідовністю цілих чисел знайти хвильову підпослідовність максимальної довжини.

4.11. Мажоруючий елемент. Мажоруючим у послідовності x1, ..., xn називається елемент, який зустрічається більше ніж n / 2 разів. Встановити, чи має задана послідовність мажоруючий елемент, і якщо так, то знайти його.

4.12. Порядкові статистики. Знайти мінімальний та максимальний елементи заданої послідовності за найменшу кількість операцій.

4.13. k – та порядкова статистика. Для послідовності чисел x1, ..., xn знайти k – ий за величиною елемент за час O(n).

5. Обчислення підвищеної складності
5.1. Зростаючі дерева. Зростаючим деревом порядку n будемо називати бінарне дерево з n вузлами, які розмічені числами від 1 до n (жодні два вузли не мають однакових міток). При цьому мітки будь-якого шляху від кореня до листа утворюють зростаючу послідовність. Обчислити кількість зростаючих дерев порядку n.
ВКАЗІВКИ ДО РОЗВ’ЯЗКІВ

1. Елементарні задачі

1.1. Мінімум. Максимум. Завести змінну max (min), присвоїти їй значення       -MAXLONGINT (MAXLONGINT). Далі пройти по послідовності з першого до останнього елементу, змінюючи значення змінної max (min) на поточний елемент, якщо він більший (менший) за значення max (min).

1.2. Сума елементів. Завести змінну sum, присвоїти їй значення 0. Пройти по всім елементам послідовності, додаючи їх значення до змінної sum.

1.3. Послідовність нулів та одиниць. Пройти по всім елементам послідовності, присвоюючи yi = 1 – xi.

1.4. Кількість нулів. Завести змінну count, в якій буде зберігатися кількість нулів послідовності. Пройти по послідовності, збільшуючи значення count на 1, якщо поточним елементом є 0.

1.5. Обернена послідовність. Для кожного індексу i (1  i  n div 2) поміняти місцями значення xi та xn-i+1 (для обміну використати одну додаткову змінну).

1.6. Двійковий пошук. Спочатку встановити, чи лежить k між числами x1 та xn. (порівняти k з x1 та з xn). Якщо ні – то серед елементів послідовності {xn} числа k не існує. Інакше шукати відповідь будемо двійковим пошуком. Якщо число k лежить строго між xi та xj, то можливі два випадки: при j = i + 1 (число k лежить між сусідніми елементами послідовності) відповіддю буде “числа k не існує”, інакше порівнюємо k з x(i+j) div 2. Якщо k > x(i+j) div 2, то шукаємо k між x(i+j) div 2 та xj, інакше – між xi та x(i+j) div 2 (при k = x(i+j) div 2 шукане k знайдено).

2. Елементарні обчислення

2.1. Кількість послідовностей з 0 та 1. На кожній позиції послідовності може знаходитися два значення: 0 чи 1. Всього позицій – n. За правилом добутку кількість можливих послідовностей довжини n дорівнює 2n.

2.2. Кількість послідовностей з усіх цифр. Якщо на кожній позиції послідовності може знаходитися 10 значень (від 0 до 9), то кількість можливих послідовностей довжини n дорівнює 10n.

2.3. Перестановки. Кількість таких послідовностей дорівнює кількості перестановок послідовності 1, ...,  n. Оскільки у перестановці перший елемент можна обрати n способами, другий n – 1 способами і так далі (останній елемент – одним способом), то за правилом добутку кількість перестановок дорівнює

n * (n – 1) * … * 2 * 1 = n!

3. Задачі середньої складності

3.1. Злиття послідовностей. Нехай вже злито x1, ..., xi-1 та y1, ..., yk-1 у z1, …, zi+k-2. Для подальшого злиття xi, ..., xn та yk, ..., ym поступимо так: якщо xi > yk, то покладемо zi+k-1 = yk і будемо далі зливати xi, ..., xn та yk+1, ..., ym, інакше покладемо zi+k-1 = xi і будемо зливати xi+1, ..., xn та yk, ..., ym. Тобто черговим елементом послідовності {zi} буде найменше значення серед перших елементів послідовностей {xi} та {yi}.

3.2. Спільний елемент. Спільний елемент послідовностей {xi} та {yi} будемо шукати так. Якщо xi = yj, то спільний елемент знайдено. Якщо xi < yj, то спільний елемент необхідно шукати у послідовностях xi+1, …, xn та yj, …, ym. Якщо xi > yj, то спільний елемент необхідно шукати у послідовностях xi, …, xn та yj+1, …, ym. Процес пошуку спільних елементів будемо продовжувати поки одна із послідовностей не стане порожньою.

3.3. Сума елементів. Утворимо зі спадної послідовності x1, …, xn зростаючу c1, …, cn, в якій ci = n – xi. Якщо зростаючі послідовності  y1, …, ym та c1, …, cn мають спільний елемент, то відповідь на задачу буде позитивною.

3.4. Різні елементи - 1. Нехай змінна count  зберігає кількість різних елементів. Обнулимо її. Далі пройдемо по всім елементам послідовності з першого до передостаннього, збільшуючи на одиницю значення count  для всіх тих індексів i, для яких xi < xi+1.

3.5. Різні елементи - 2. У цій задачі послідовність чисел невідсортована, але значення її елементів обмежені. Заведемо бульовий масив m довжини k, присвоїмо всім його елементам значення False. Далі пройдемо по всім елементам послідовності {xi} і покладемо m[xi] = True. Кількість значень True у масиві m дорівнює кількості різних елементів у послідовності {xi}.

3.6. Відсутнє число. Поступимо як і у попередній задачі, тільки довжину бульового масиву m покладемо рівною 10000. Найменшим натуральним числом, відсутнім у послідовності {xi}, буде найменший індекс j масиву m, для якого m[j] = False.

3.7. Відсутня сума. Припустимо, що з елементів x1, ..., xi можна утворити будь-яку суму від 1 до S. Якщо xi+1 > S + 1, то S + 1 буде мінімальним натуральним числом, яке не можна подати сумою елементів послідовності {xi}. Якщо xi+1  S + 1, то за допомогою елементів x1, ..., xi+1 можна представити будь-яку суму від 1 до S + xi+1.

4. Задачі підвищеної складності

4.1. Цікава послідовність. Розглянемо послідовність, яка будується за наведеним в умові правилом за винятком того, що кожний член у частині, яка приписується, збільшується на 1. Отримаємо:

0  01  0112  01121223   0112122312232334 ...

На n – му місці стоїть число, яке дорівнює кількості одиниць у двійковому представленні числа n. Для розв’язку задачі достатньо знайти значення цього числа за модулем 3.

4.2. Підпослідовність. Якщо xn = ym та y1, ..., ym є підпослідовністю x1, ..., xn, то y1, ..., ym-1 є підпослідовністю x1, ..., xn-1. Якщо xn  ym то y1, ..., ym буде підпослідовністю x1, ..., xn лише тоді, коли y1, ..., ym буде  підпослідовністю x1, ..., xn-1.

4.3. Спільна підпослідовність. Позначимо через f(n, m)  максимальну довжину спільної підпослідовності послідовностей x1, ..., xn та y1, ..., ym. Тоді:

якщо xn  ym , то f(n, m) = max (f(n, m – 1), f(n – 1, m));

якщо xn = ym , то f(n, m) = f(n –  1, m – 1) + 1;

4.4. Максимальна сума [Вальядолід 10684, Тімус 1296]. Якщо на підпослідовності xi, xi+1, ..., xj досягається максимальна сума, то для будь - якого k, 1  k < i та l, j < l  n сума елементів xk, ..., xi-1 та xj+1, ..., xl буде від’ємною. 

Нехай шукається максимальна сума на підпослідовності xi, xi+1, ..., xj. Будуємо суми s(l) = 
[image: image264.wmf]å
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, l = 0, 1, …, j – i. Обчислюємо у змінній max максимум серед значень s(0), s(1), …, s(t) поки не знайдемо найменше t, для якого s(t) < 0. Якщо t = j – i (всі елементи підпослідовності проглянуті), то максимальна сума знаходиться у max. Інакше аналогічно шукаємо максимальну суму на підпослідовності xt+1, xt+2, ..., xj з урахуванням попереднього максимального значення max.

4.5. Перевірка послідовності [Тімус 1247]. Утворимо послідовність y1, …, ym та, в якій yi = xi – 1. Тоді нерівність xi + xi+1 + … + xj  (j – i + 1) + n перетвориться в yi + yi+1 + … + yj  n. Задача зводиться до попередньої: сума будь-яких елементів, що стоять поруч, повинна не перевищувати n.

4.6. Нулі та одиниці [Вальядолід 10324]. Заведемо масив m на 1 мільйон цілих чисел типу Longint та заповнимо його наступним чином:

m[1] = 1,

m[i] = m[i – 1], якщо i – ий елемент дорівнює (i – 1) – ому,

m[i] = m[i – 1] + 1, якщо i – ий елемент не дорівнює (i – 1) – ому.

Тоді для довільних індексів i та j (i < j) m[i] = m[j] тоді і тільки тоді, коли всі елементи послідовності від i – го до j – го рівні. Запит (i, j) до послідовності буде виконуватися за константний час.

4.7. Однакові елементи. Заведемо масив m на n елементів. Елемент m[i] буде позначати максимальну довжину послідовності, останнім елементом якої є елемент з індексом i. Тоді m[i + 1] = m[i] + 1, якщо x[i + 1] x[i] та m[i + 1] = 1, якщо x[i + 1] = x[i]. Максимальне значення в масиві m буде відповіддю. 

Можна уникнути використання допоміжного масиву m. Достатньо завести три змінні. Одна з них буде містити поточний елемент, друга – кількість разів, яку він вже зустрівся підряд закінчуючи поточним елементом, а третя буде зберігати максимум серед усіх можливих значень другої змінної. Значення третьої змінної після обробки усіх xi буде відповіддю.

4.8. Дві послідовності. Впорядкуємо послідовність xi по зростанню, а yi – по спаданню та отримаємо послідовності  sxi та syi. Тоді сума sx1 * sy1 + sx2 * sy2 + … + sxn * syn буде мінімальною.

4.9. Максимальна строго зростаюча підпослідовність. Заведемо масив l на n елементів. Елемент l[i] буде позначати максимальну довжину строго зростаючої підпослідовності, останній елемент якої має номер i. Тоді значення l[i] може бути на 1 більшим за одне з тих значень l[j], j = 1, …, i - 1, для яких виконується співвідношення x[j] < x[i]. Тобто елемент з номером i може продовжити зростаючу підпослідовність. Складність такого алгоритму – O(n2).

Введемо масив left на n елементів, елемент left[i] якого буде містити найменший елемент максимальної зростаючої підпослідовності, яка має довжину i. Масив left у процесі обробки завжди буде зростаючим і його довжина дорівнює довжині максимально зростаючої підпослідовності. Припустимо, що при обробці елементу x[i] довжина left дорівнює len. При розв’язку задачі будемо користуватися наступними правилами:

·  Якщо x[i] > left[len]), то покладемо left[len + 1] = x[i], l[i] = len + 1 та збільшимо значення len на одиницю (довжина зростаючої підпослідовності зросла на одиницю за рахунок x[i]). 

·  Якщо x[i] < left[1], то покладаємо left[1] = x[i], l[i] = 1.

·  Інакше шукаємо такий індекс j, для якого left[j] < x[i] < left[j + 1], за час O(log n)) і присвоюємо left[j + 1] = x[i]. Покладемо l[i] = j + 1. 

Складність наведеного алгоритму буде O(n log n).

4.10. Хвильова послідовність [Вальядолід 10534]. Побудуємо максимально зростаючу підпослідовність та максимально спадну (максимально зростаючу з хвоста підпослідовності), утворивши масиви l та r. Далі необхідно знайти такий індекс i, для якого l[i] = r[i] та значення l[i] буде максимальним.

4.11. Мажоруючий елемент. Розв’яжемо задачу за допомогою стеку. Спочатку стек буде порожнім. Далі будемо рухатися по послідовності і для кожного xi виконувати наступні дії:

якщо стек порожній, то покладемо до нього xi
інакше якщо xi дорівнює голові стеку, то покладемо xi у стек

інакше видалити голову стеку.

Можна помітити, що на кожному кроці у стеці будуть знаходитися однакові елементи. Якщо послідовність має мажоруючий елемент, то після обробки всіх її елементів у стеку залишиться якраз він. Але якщо в кінці роботи стек має елемент M, то треба ще перевірити – чи дійсно він є мажоруючим (для цього необхідно ще раз проглянути послідовність та підрахувати кількість елементів M у ньому).

Роботу стеку достатньо моделювати двома змінними – одна зберігає елемент, який знаходиться у стеку, а друга підраховує його кількість.

4.12. Порядкові статистики. Нехай змінна min містить найменший елемент послідовності x1, ..., xi (i < n - 1),  max – найбільший. Для того щоб знайти найменший та найбільший елементи послідовності x1, ..., xi+2, необхідно зробити три порівняння: порівняти між собою xi+1 та xi+2, а потім більший з них порівняти з max, а менший – з min. Тобто для обробки чергових двох елементів достатньо три порівняння. Або для обробки n елементів достатньо 3 * n / 2 порівнянь.

4.13. k – та порядкова статистика. Розіб’ємо послідовність по п’ять елементів. Для кожної п’ятірки знайдемо медіану (середній елемент). Далі серед медіан п’ятірок знайдемо медіану – нехай це буде елемент S. Далі утворимо дві множини А та В, до множини А входять елементи, не більші за S, а у В – більші. Нехай |A| = t. Якщо k  t, то k – ий елемент заданої послідовності необхідно шукати у множині А, інакше – у множині В (де він буде (k – t) – им елементом).

5. Обчислення підвищеної складності
5.1. Зростаючі дерева. Між зростаючими деревами з n вузлами та перестановками елементів 1, ..., n існує взаємно однозначна відповідність. За кожною перестановкою можна побудувати зростаюче дерево наступним чином. Якщо перестановка складається з одного елементу, то покладемо цей елемент коренем дерева. Інакше знайдемо у перестановці найменший елемент, покладемо його коренем дерева, та рекурсивно побудуємо ліве піддерево із елементів, що стоять лівіше від мінімального, а праве піддерево – із елементів, що знаходяться справа від мінімального.
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