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Основнi iдеї кiлькома словами: максимальна сума знаходиться динамiчним програмуванням, кiлькостi
«гарних» шляхiв рахуються через рекурентну формулу вiд трьох параметрiв: номера рядка, номера стов-
пчика та «вiдставань» суми шляху вiд максимально можливої.

1. Знаходження максимально можливої суми
Знаходження (лише) максимально можливої суми— вiдома задача динамiчного програмування.

Прочитаємо вхiднi данi у двовимiрний масив mass (таблицю даних ) i заведемо масив est (таблицю
оцiнок), елементи котрого будуватимемо за правилами:

1. елементи 1-го рядка та 1-го стовпчика— за формулами

est[1, j] =
j∑

k=1

mass[1, k], est[i, 1] =
i∑

k=1

mass[k, 1], (1)

тобто суми всiх елементiв рядка (стовпчика) таблицi даних вiд першого по поточний включно;
2. решту елементiв — за формулою

est[i, j] = max (est[i− 1, j], est[i, j − 1]) + mass[i, j] при i > 2, j > 2, (2)

тобто вибирається бiльший серед верхнього сусiднього та лiвого сусiднього елементiв таблицi оцiнок, i
до нього додається поточний елемент таблицi даних.

Наприклад, на рис. 1 est[2, 2]=8 будується як максимум з est[2, 1]= 2 5 7 2
4 1 2 8
7 5 9 7

2 7 14 16
6 8 16 24

13 18 27 34
Таблиця даних Таблиця оцiнок

Рис. 1. Приклад

=6 та est[1, 2]=7 плюс число само́ї клiтинки mass[2, 2] = 1.
Лема 1. Кожна клiтинка таблицi оцiнок, побудованої згiдно

(1)–(2), зберiгає максимально можливу суму, яку можна набра-
ти, дiйшовши до даної клiтинки.

2. Знаходження кiлькостi «гарних» шляхiв
Очевидно, що: при (i = 1)or (j = 1) кiлькiсть «гарних» шляхiв дорiвнює 1; при est[i−1, j]> est[i, j−1]+ K
усi «гарнi» шляхи до (i, j)-ої клiтинки проходять через (i−1, j)-шу, при est[i−1, j]< est[i, j−1]−K — через
(i, j−1)-шу; у випадку |est[i−1, j] − est[i, j−1]| 6K, серед «гарних» шляхiв є i шляхи через (i−1, j)-у,
i через (i, j−1)-у.

Це наштовхує на думку, нiби кiлькiсть
знач. (mass) 1
оцiнка (est) 1
шлях сума
· 1

знач. (mass) 3
оцiнка (est) 4
шлях сума
R 4

знач. (mass) 8
оцiнка (est) 12
шлях сума
RR 12

знач. (mass) 5
оцiнка (est) 6
шлях сума
D 6

знач. (mass) 4
оцiнка (est) 10
шлях сума
DR 10
RD 8

знач. (mass) 3
оцiнка (est) 15
шлях сума
RRD 15
DRR 13

(при K = 3)
Рис. 2. Приклад перелiку «гарних» шляхiв. Вказанi значення
числа у клiтинцi, оцiнка клiтинки згiдно (1)–(2) та повний пе-
релiк «гарних» шляхiв до кожної клiтинки (при K=3). “D” та
“R” означають перехiд на одну клiтинку вниз та на одну клi-
тинку праворуч вiдповiдно

«гарних» шляхiв рiвна (вiдповiдно) або кiль-
костi для (i−1, j)-ої клiтинки, або (i, j−1)-ої,
або сумi цих кiлькостей. Але насправдi оста-
ння «гiлка» цих мiркувань неправильна.

На рис. 2, прийти у клiтинку (1; 3) можна
одним «гарним» шляхом (RR), у (2; 2) — дво-
ма (DR та RD). А якщо спробувати продов-
жити цi шляхи до клiтинки (2; 3), то RRD
(сума 15) та DRR (сума 13) виявляються
«гарними», а RDR (сума 11) — нi: сумарне
«вiдставання» суми шляху вiд максимально
можливої склало 15−11=4 ( > 3 = K).

З’ясуємо, звiдки взялося це «вiдста-
вання». При побудовi est[2, 2] маємо
est[1, 2]< est[2, 1]; отже, шлях, що при-
ходить до (2; 2) через (1; 2) буде гiршим за
оптимальний на est[2, 1]− est[1, 2]= 2. Таким чином, шлях RD має «вiдставання» 2, а для шляхiв DR
та RR (всi переходи котрих вiдбуваються вiдповiдно до (1) та (2)) «вiдставання» рiвнi 0.

Тепер розглянемо шлях RDR. На частинi “RD” вже було «вiдставання» 2, до котрого додалася ще неопти-
мальнiсть переходу (2; 2)→ (2; 3) (величиною est[1, 3]− est[2, 2]=2). Сумарно 2 + 2= 4 > 3 = K.

Тож введемо поняття «затримки», що стосується кожного одиничного переходу (“R” або “D”):
1. якщо даний перехiд єдиний (R у 1-му рядку або D у 1-му стовпчику), «затримка» рiвна 0;
2. При i > 2, j > 2 для знаходження «затримок» достатньо обчислити:

(a) бiльшу з попереднiх оцiнок max_est := max(est[i−1, j], est[i, j−1]),
(b) нову оцiнку est[i, j] := max_est+ mass[i, j],
(c) «затримки» add_sh_U := max_est−est[i−1, j] та add_sh_L := max_est− est[i, j−1].

1



Iншими словами, якщо даний перехiд оптимальний (са́ме вiн вибирається згiдно (2)), «затримка» рiв-
на 0; якщо даний перехiд неоптимальний (при виборi згiдно (2) його оцiнка строго менша оцiнки iншого
можливого переходу), «затримка» рiвна рiзницi оцiнок.

Цiлком очевидна наступна лема:
Лема 2. «Вiдставання» будь-якого шляху дорiвнює сумi «затримок» усiх його переходiв.

2.1. Алгоритм пiдрахунку кiлькостi «гарних» шляхiв на основi рекурсiї з запам’ятовуваннями

Введемо величину T (i, j, d)—кiлькiсть шляхiв з клiтинки (1; 1) до клiтинки (i; j), «вiдставання» котрих не пе-
ревищує d (при 0 6 d 6 K).

При приходi до клiтинки згори, «вiдставання» шляхiв збiльшуються на add_sh_U, приходi справа — на
add_sh_L. Тому має мiсце спiввiдношення

T (i, j, d) = T (i− 1, j, d− add_sh_U) + T (i, j − 1, d− add_sh_R). (3)

Звичайно, потрiбно задати ще початковi умови:
1. «вiдставання» не може бути вiд’ємним, тому при d < 0 вважаємо T (i, j, d) = 0;
2. у 1-му рядку та 1-му стовпчику шлях єдиний, тому при ((i = 1)or(j = 1))and(d > 0) маємо T (i, j, d) = 1.
Формулу (3) можна реалiзувати просто рекурсивною функцiєю, але такий розв’язок, звичайно, не буде

ефективним.1 А от якщо зробити «мемоiзовану» версiю, тобто запам’ятовувати вiдповiдi вже розв’язаних
пiдзадач—щоб у разi повторного звернення до такої ж пiдзадачi не розв’язувати її заново, а пiдставляти
готову вiдповiдь, отримаємо дуже ефективний за часом алгоритм.

Звичайно, алгоритм, що працює з великим тривимiрним масивом, не можна вважати ефективним за
об’ємом пам’ятi. Але виявляється, що (при вказаних в умовi задачi та пам’ятцi учасника обмеженнях) пам’ятi
все-таки вистачає.

Можна розробити iтеративний алгоритм, значно ефективнiший за пам’яттю i не менш ефективний за
часом роботи. Але вiн iстотно громiздкiший, тому його опис буде поданий лише в бiльш повнiй версiї, що
буде роздана в електронному виглядi.

3. Оцiнки часу роботи та об’єму пам’ятi
Час роботи на рiзних вхiдних даних однакового розмiру може сильно вiдрiзнятися. Тому доведеться сказати,
що для найшвидших алгоритмiв («мемоiзованої» реалiзацiї формули (3) та найкращої iтерацiйної реалiзацiї
кiлькiсть дiй у гiршому випадку оцiнюється як O(M ·N ·K), але для багатьох вхiдних даних оцiнка не набагато
перевищує O(M ·N).

Об’єм пам’ятi мемоiзованої рекурсiї становить O(M ·N ·K); для iтеративних алгоритмiв— θ(N ·(M+K)).

1час роботи буде приблизно пропорцiйний добутку кiлькостi (!!!) «гарних» шляхiв на розмiри поля
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