Задача про рюкзак
Задача про рюкзак уже згадувалася раніше і формулювала в термінах задач лінійного програмування. Оскільки динамічне програмування, так само як і лінійне, є складовою частиною математичного програмування, то можна шукати способи розв’язування цієї задачі обома методами. У цьому розділі розглянемо використання саме методу динамічного програмування для; шукання оптимального розв’язку задачі про рюкзак.
Нагадаємо умову задачі. Для кожного з n предметів вага ai і вартість сi (і = 1, 2, ...„n). Задача полягає у завантаженні рюкзака таким чином, щоб сумарна вартість завантажених предметів була максимальною, а вага рюкзака при цьому не перевищувала заданого значення К.
У центрі уваги буде два фактори: вага предмета і його вартість. Результатом аналізу двох факторів є один з двох варіантів: брати чи не брати даний предмет. Усю цю інформацію вноситимемо в таблицю.
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Продемонструємо на конкретному при​ладі алгоритм визначення найдорожчого і водночас найлегшого набору предметів, сумарна вага яких не перевищить задано-значення К. Розглянемо 4 предмети, для кожного з яких відома вартість і вага (мал. 128). Нехай максимальна вага рюкзака може становити 15 одиниць.
Хоча під час виконання алгоритму для одержання результуючої максимальної за вартістю відповіді не має значення, у якому порядку розглядати предмети, мабуть логічніше почати з найважчого. Тому розглядатимемо інформацію про предмети саме в порядку спадання їх ваги.
Розбиття задачі на етапи полягає в дослідженні окремих предметів p1,p2,p3,p4, тому таблиця буде складатися із стовпів, де подана інформація щодо них: брати чи не брати даний предмет (tі) і яка поточна вага при цьому одержиться (vi). На кожному з цих етапів треба розглядати випадок, коли залишок ваги рюкзака становить і одиниць. Саме ця інформація буде розташована у рядках таблиці (мал. 129).
Почнемо розгляд розв'язування задачі з останнього четвертого етапу. Вважатемемо, що це останнній предмет, який нами роз​глядається, а тому для нього може залишитися  резерв в розмірі 0 до 15. З вхідної інформації (мал. 128) відомо, що цей предмет важить 9 одиниць і його вартість становить 24. Тому в стовпець для предта р1, тільки, починаючи з і=9 до і=15, можна занести інформацію: предмет можна взяти (t1=1) і його вартість становитиме 24 (v1=24)
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Звернімо увагу на таке: поки що заповнений лише перший| стовпець, а решта вільні, хоча на першому етапі ми виконували дії за умови нібито визначеної стратегії щодо інших предметів.
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Зробимо крок назад і перейдемо до третього етапу, на яком) розглянемо предмет р2. Оскільки вага другого предмета менша за вагу першого і можливість його покласти в рюкзак наступить раніше, ніж це сталося для першого предмета, то в другому стовпці до і = 7 усі значення, що стосуються другого предмета. встановлюються 0. Далі до значення і = 8, тобто до значення і,  що відповідає вазі першого предмета, можна сміливо брати предмет (t2 = 1), враховуючи його вартість (v2 = 11) (мал. 130 а).
Починаючи з і = 9, стратегія змінюється, тому варто її розглянути (мал. 130, б). Маємо таку ситуацію: резерв ваги в рюкзаку становить 9 одиниць, другий предмет важить 7 одиниць і коштує 11 одиниць. Якщо ми його візьмемо, то від  резерву залишиться 2 одиниці, а при такому резерві взяти перший предмет неможливо (інформація  попереднього стовпця в 2-му рядку). Таким чином, якщо ми візьмемо другий предмет, то-сумарна вартість буде дорівнювати 11 одиниць (див. 1-й  рядок табл., мал. 130, б). Ми можемо другий предмет не брати і при-цьому не враховувати його -вартість. Тоді резерв у розмірі 9 одиниць залишиться незмінним. Саме тому розглянемо 9-й рядок попереднього стовпця і звідти візьмемо інформацію, що вартість покладеного у рюкзак становитиме 24 одиниці. Сумарна вартість буде 24 одиниці (див. 2-й рядок табл., мал. 130, б). Зрозуміло, що другий варіант кращий, і він заноситься у 9-й рядок 2-го стовпця таблиці (мал. 130, а). Оскільки сумарна вага першого і другого предметів (9+7=16) перевищує допустиму вагу рюкзака 15, то всі решта рядків 2-го стовпця будуть Такими самими, як і 9-й рядок.
На другому етапі розглядаємо предмет р3 і працюємо з 3-м стовпцем таблиці (мал. 131, а). Аналогічно до попереднього етапу заповнимо нулями елементи стовпця до і - 4, оскільки саме стільки важить третій предмет.
Починаючи з і = 4 до і = 6, ми можемо взяти лише третій пред​мет вагою 4, тому вибір невеликий і однозначний: t3 = 1, v3 = 10 (мал. 131, а),
Починаючи з і = 7, можна робити вибір між другим і третім предметами. Виявляється, що, взявши третій предмет, мати​мемо сумарну вартість лише 10 одиниць, оскільки в рюкзаку залишається резерв ваги 3 одиниці і це не дає можливості ще взяти додаткова жодного з предметів pt, p2, р3. Якщо відмови​тися від предмета р3, то резерв ваги 7 одиниць дає можливість взяти другий предмет і одержати сумарну вартість 11 одиниць (мал. 131, б). Саме тому в обчислювальній таблиці (мал. 131,а) від і = 7 до і=10 маємо такі значення: t3 =0, v3=11.
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Наступна критична ситуація, коли і = 11: у цьому разі м на спробувати взяти або другий і третій предмети разом один перший предмет. Розрахунок такого вибору представ ний на малюнку 131, в. Як бачимо, краще не брати третій предмет і мати виграні у 24 одиниці вартості: t3 = 0, v3 = 24.
Така ситуація зберігається до і = 13, оскільки в такому разі, можна спробувати взяти перший і третій предмети. Знову звернемося до розрахунку (мал. 131, г): краще взяти третій предмет маючи при цьому вартість 10, і врахувати стан 11-го рядка у передньому стовпці, де v2=24. Таким чином, сумарний результат вартості покладеного в рюкзак становитиме 34 одиниці.

Крокуючи назад від останнього етапу, ми дійшли до першого етапу, який передбачає розгляд предмета р4. Оскільки на кожному етапі j досліджуються всі можливі варіанти залишу ваги в рюкзаку з розрахунку, що попереду ще (n-j) етапів, то на даному етапі ніякого залишку вже немає (мал. 132, а). Тому для предмета р4 розглянемо лише дві можливі ситуації при вазі 15 одиниць і визначимося, що краще: брати чи не брати цей предмет. На малюнку 132, б представлено зроблені розрахунки, з яких видно, що краще цей предмет взяти і сумарно виграш у 41 одиницю (вартість усього, що покладено в рюкзак).
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Залишилося отримати другу відповідь поставленої перед нами задачі: а які саме предмети треба для цього взяти? Відповідь, як завжди, є у самій таблиці (мал. 132, а). Почнемо з нижнього першого справа елемента таблиці. Значення v4 = 41 дає нам максимальну вартість складених до рюкзака предметів, а t4 = 1 означає, що останній, четвертий предмет треба взяти. Його вага становить 2 одиниці, тому в рюкзаку, зали​шається резерв ваги 13 одиниць. Переходимо до попереднього стовпця у його 13-й рядок і бачимо, що ta = 1, тобто і цей пред​мет беремо. З урахуванням ваги третього предмета 4 одиниці в рюкзаку залишається 9 одиниць резервної ваги. В 9-му ряд​ку 2-го стовпця міститься інформація t2 = 0, а це означає, що другий предмет до рюкзака не кладеться і його резервна вага залишається 9 одиниць. Останній крок: в 9-му рядку 1-го стовп​ця t1 = 1. Весь описаний шлях отримання переліку предметів, які кладуться до рюкзака і дають максимальний виграш у вар​тості цих предметів, визначений у таблиці на малюнку 132,а півжирним курсивом.
Якщо перевірити отриману відповідь, проаналізувавши вхідну інформацію (мал. 128), то можна зробити висновок: су​марна вага предметів р1, р3, р4 дорівнює 15 і дає максимальну сумарну вартість - 41 одиницю.
Завершимо розгляд алгоритму розв’язання задачі про рюкзак, зазначивши, що і для неї розташування предметів не впливає на ефективність розв'язування задачі: при кожному з таких варіантів буде визначено однаковий оптимальний Результат сумарної ваги предметів, однак набір вибраних пред​мети може виявитися різним. Це говорить про неоднознач​ність розв'язку даної задачі, як і більшості задач динамічного програмування.
Запропонуємо фрагмент основної частини алгоритму, реалі​зованої у вигляді тексту програми мовою Pascal з відповідними коментарями. Познайомимося спершу з призначенням змінних використаних у цьому фрагменті. Масиви weight і value містять інформацію про вагу і вартість n досліджуваних предметів. Двовимірний масив сi,j організований як масив елементів типу record з полями take i val. У цьому масиві відбувається обчислення значень таблиці, що дасть відповідь на поставлене в задачі запитання. А саме поле take призначене для поетапного зберігання інформації про те, брати (1) чи ні (0) поточний предмет, а поле val - для інформації про поточну максимальну вартість розглянутих предметів.
Перед початком виконання самого алгоритму варто всім елементам масиву ci,j надати значення 0: 
for і := 0 to k do 
for j := 1 to n do begin
c[i,j].take :=0;
c[iJ].val:=0 
end;
Після цього можна приступити до розрахунку елементі масиву ci,j:
for i:=weight[1] to k do {Визначення оптимальної _нформац_ї для предмета p1}

begin  c[i, 1].take := 1; c[i, 1].val := value[1];
{t1 = 1, v1=value1}

end;

{Обчислення значень елемент_в масиву ci,j починаюча з предмета p2}

for j := 1 to n do begin

for i := weight[j] to k do  {та з номера рядка, що в_дпов_дає ваз_ предмета р2}

{Визначення оптимального вар_анта поточного етапу}

if value[j]+c[weight[j], j - 1].val > c[i, j - 1].val then begin

c[i, j].take := 1;

c[i, j].val := value[j] + c[ weight[j], j - 1].val end

else begin

c[i, j].take :=0; c[i, j].val :=c[i, j- 1].val;

end;

end;

{Виведення оптимальної вартост_ ви значених предмет_в.}

writeln(f2, C[k, n].val);

{Початок визначення предмет_в,}

i := k; j := n;
{починаючи з правого нижнього елемента таблиц_.}

While j > 0 do
{Поки не переглянут_ вс_ предмети,}

begin

write(f2, j,'->', c[i, j].take,'; '); {виведення _нформац_ї про кожний предмет;}

{визначення номера попереднього рядка}

dec(i, weight[j] * c[i, j].take);
{_ перех_д до нього;}

dec(j);
{перех_д до попереднього рядка таблиц_.}

end;

close(f2);

Визначення оцінки ефективності виконання алгоритму задачі про рюкзак не представляє жодних труднощів. Обробляючи кожний елемент таблиці розміром n*m, ми виконував відповідно nm дій. Для кожного такого елемента ще виконувало; ся лише дві дії: визначалася сума вартостей у випадку взяття і не взяття поточного предмета. Оскільки цими двома діями можна знехтувати, то загальна оцінка алгоритму становить O(nm)/

Тестування розробленого алгоритму динамічного програмування для задачі про рюкзак повинне передбачати розгляд, як невеликих за кількістю предметів (n<=10), так і значно більших (наприклад, n<= 100).  
