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ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ

БОР

Бор (префиксное дерево) – это дерево с корнем в некоторой вершине, причём каждое ребро дерева соответствует некоторой букве. Все ребра, исходящие из одной вершины, имеют разные метки. Путь от корня до любой вершины бора соответствует некоторому слову. Поставим в соответствие каждой вершине такое слово.

Пример. Построим бор в виде дерева для множества слов xx, xy, yx, yy.
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Заведем в структуре вершины бора переменную leaf, которая равна 1, если в этой вершине оканчивается какая-либо строка из данного набора.

Задача построения бора по заданному набору строк означает построить такой бор, в котором каждой leaf - вершине соответствует какая-либо строка из набора, и, наоборот, каждой строке из набора соответствует какая-либо leaf - вершина.

Пример. Построим бор в виде дерева для множества слов aaa, aab, ab, b, ba, bba. Красным цветом обозначены leaf - вершины.

[image: image3.emf]a

b

a b

a b

a

b

a


Объявим структуру вершины бора item. Она содержит флаг leaf и ребра в виде массива next, где next[i] – указатель на вершину, в которую ведёт ребро по символу i, или -1, если такого ребра нет. После создания новой вершины все ее next указатели устанавливаются равными -1. Слова, хранимые в боре, состоят из ALPHABET разных букв.

#define ALPHABET 26

struct item 

{

  int next[ALPHABET];

  int leaf;

  item() 

  {

    for(size_t i = 0; i < ALPHABET; i++) next[i] = -1;

    leaf = 0;

  }

};

Сам бор храним в виде большого массива trie, элементами которого являются структуры item.

vector<item> trie;
Функция add_string добавляет строку s в бор. Становимся в корень бора (trie[v], где изначально v равно 0) и смотрим, куда можно перейти по букве s[i] (i сначала равно 0). Если переход уже существует, то идем туда. Иначе создаем новую вершину, добавляем переход в нее и также переходим в нее. По завершению строки s в последней вершине устанавливаем leaf = 1.

void add_string (string &s)

{

  int i, v = 0;

  item temp;

  for (i = 0; i < s.length(); ++i) 

  {

    char c = s[i] - 'a'; // в боре храним слова из прописных латинских букв

    if (trie[v].next[c] == -1) 

    {

      trie[v].next[c] = trie.size();      

      trie.push_back(temp);

    }

    v = trie[v].next[c];

  }

  trie[v].leaf = true;

}

Поиск слова s совершается функцией find. Начиная с корня, сдвигаемся по слову и по бору, переходя каждый раз по соответствующим переходам. Если в какой-то момент требуемого перехода не существует (trie[v].next[c] равно -1), то и слова в боре нет. По завершению обработки слова еще следует проверить, обозначена ли конечная вершина концом слова (значение leaf равно 1).

int find(string &s)

{

  int i, v = 0;

  for (i = 0; i < s.length(); ++i) 

  {

    char c = s[i] - 'a';

    if (trie[v].next[c] == -1) return -1; // слово не найдено

    v = trie[v].next[c];

  }

  return (trie[v].leaf);

}

Пример. Построим бор в виде дерева для множества слов aac, aba, abc, bca, bcc.


[image: image4.emf]a

b

a b

c

a c

c

a c


Рассмотрим пример работы с бором. Занесем в бор пять слов. Изначально массив trie должен состоять из единственного элемента – корня бора.

string s[] = {"abc", "bca", "aba", "bcc","aac"};
trie.clear(); trie.resize(1);

for(i = 0; i < 5; i++) add_string(s[i]);

i = find((string)"bcc");
Рассмотрим состояние массива trie после занесения всех пяти слов. Вершины, являющиеся листами (концами слов), закрашены желтым.
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	вершина - лист
	3
	6
	7
	8
	10

	соответствующее слово
	abc
	Bca
	aba
	bcc
	aac


СЖАТЫЙ БОР

Сжатый бор – это структура данных для хранения набора строк, отличающаяся от бора тем, что если у некоторой вершины исходящая степень равна 1, то эту вершину, ребро, входящее в нее, и ребро, исходящее из нее, можно объединить в одно ребро с более чем одним символом.

Сжатый бор для множества слов abc, bca, aba, bcc, aac имеет вид:
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Рассмотрим бор для множества слов {abab, aba, bc, b, bac, baca}. Красным цветом выделим вершины, соответствующие концам слов.
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Соответствующий ему сжатый бор имеет вид:
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Хранить информацию в ребрах дерева будет неудобно. Перенесем цепочки символов из ребер в вершины:
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Введем терминальный символ, который нигде не встречается в словах. Им будет заканчиваться каждое слово в боре. На рисунках его будем обозначать символом доллара (‘$’), а в коде нулевым символом.
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Исходящая степень узла дерева может быть произвольной, вплоть до размера используемого алфавита. Воспользуемся стандартным приемом представления дерева с произвольным ветвлением «левый ребёнок – правый сосед». В каждой вершине будем хранить односвязный список дочерних узлов. 

То есть каждый узел будет содержать ровно два указателя: link – на старший дочерний узел, next – на свою младшую сестру. Синие стрелки соответствуют указателям link, а красные указателям next. 

В результате такой трансформации мы откажемся от пустого корня. Теперь дерево представляется указателем на голову списка дочерних узлов старого корня. На рисунке справа корень дерева выделен.
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Мы пришли к двоичному дереву, в котором роль указателей на правое и левое поддеревья играют указатели link и next:
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Узел дерева – это :

· строка символов key (ключ), которая ему соответствует;

· длина ключа len (цепочка не обязана заканчиваться терминальным символом поэтому нужно явно знать ее длину);

· два указателя link и next.

Вершина дерева. Создадим также минимальный конструктор, который создает тривиальное дерево, состоящее из одного узла с заданным ключом.

struct node
{

  char* key;

  int len;

  node* link, next;

  node(char* x, int n) : len(n), link(0), next(0) 

  { 

    key = new char[n]; 

    strncpy(key,x,n);


  }

  ~node() { delete[] key; }

};
Реализуем вспомогательную функцию, вычисляющую длину наибольшего общего префикса двух строк x и key, имеющие длины соответственно n и m.

int prefix(char* x, int n, char* key, int m) 

{

  for( int k = 0; k < n; k++ )

    if( k == m || x[k] != key[k] ) return k;

  return n;

}
Поиск. Рассмотрим функцию поиска строки x в дереве t. Длина строки x равна n. Для этого найдем длину k общего префикса строки x и ключа key, находящегося в корне t. Возможны три случая:

· общий префикс пустой. Тогда рекурсивно продолжаем поиск в младшей сестре текущей вершины, то есть переходим по ссылке next;

· общий префикс равен искомой строке x. Поиск считается успешным, узел найден. Здесь мы существенно используем тот факт, что конец строки за счет наличия в нем терминального символа может быть найден только в листе дерева;

· общий префикс совпадает с ключом, но не совпадает с x. Тогда переходим рекурсивно по ссылке link к старшему дочернему узлу, передавая ему для поиска строку x без найденного префикса длины k.

Если общий префикс есть, но не совпадает с ключом, то поиск считается неудачным. Функция поиска в случае успеха возвращает указатель на лист дерева, где закончился поиск. Именно в этом узле должна располагаться вся информация, связанная с искомой строкой.

node* find(node* t, char* x, int n = 0)
{

  if (!n) n = strlen(x)+1; 

  if (!t) return 0;

  int k = prefix(x,n,t->key,t->len);

  if (k == 0) return find(t->next,x,n); // ищем у сестры

  if (k == n) return t;

  if (k == t->len) return find(t->link,x+k,n-k); // ищем у старшей дочери

  return 0; 

}

Рссмотрим процесс поиска слов baca, abac, bad.
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Вставка. Вставка нового ключа, как и в двоичных деревьях поиска, очень похожа на поиск ключа. C небольшими отличиями:

В случае пустого дерева создаем узел (тривиальное дерево) с заданным ключом и возвращаем указатель на этот узел;

Если длина k общего префикса текущего ключа key и текущей строки x больше нуля, но меньше длины ключа (второй случай недачного поиска), то надо разбить текущий узел на два, оставив в родительском узле найденный префикс, и поместив в дочерний узел p оставшуюся часть ключа. Эта операция реализуется функцией split. После разделения нужно продолжить процесс вставки в узле p строки x без найденного префикса.
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void split(node* t, int k)
{

  node* p = new node(t->key+k,t->len-k);

  p->link = t->link;

  t->link = p;

  char *a = new char[k];

  strncpy(a,t->key,k);

  delete[] t->key;

  t->key = a;

  t->len = k;

}
Вставка ключа x длины n в дерево t совершается следующим образом:

node* insert(node* t, char* x, int n = 0)
{

  if (!n) n = strlen(x)+1;

  if (!t) return new node(x,n);

  int k = prefix(x,n,t->key,t->len);

  if (k == 0) t->next = insert(t->next,x,n);

  else if( k < n )

  {

    if( k < t->len ) // режем или нет?

      split(t,k);

    t->link = insert(t->link,x+k,n-k);

  }

  return t;

}

Если заданная строка x уже содержится в дереве, то никакой вставки сделано не будет. С этой точки зрения префиксное дерево ведет себя как обыкновенное множество.

Рассмотрим вставку в левое дерево строки abaca. Стартуем с корня дерева. Находим общий префикс k = prefix(“abaca$”, 6, “aba”, 3) = 3. Длина префикса k равна длине ключа корня. Корень не режем. Проводим вставку строки ca в старшую дочь корня.

k = prefix(“ca$”, 3, “b$”, 2) = 0, вставляем ca в сестру вершины с ключом “b$”.

k = prefix(“ca$”, 3, “$”, 1) = 0, вставляем ca в сестру вершины с ключом “$”.

Сестра вершины с ключом “$” равна NULL. Создаем новую вершину с ключом “ca$”
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Рассмотрим вставку в левое дерево строки abcd. Стартуем с корня дерева. Находим общий префикс k = prefix(“abcd$”, 5, “aba”, 3) = 2. Длина префикса k не равна нулю и не равна длине ключа корня. Режем корень на ключи ab и a. Проводим вставку строки cd в старшую дочь корня ab, то есть в дерево с корнем a.

k = prefix(“cd”, 3, “a”, 1) = 0, вставляем cd в сестру вершины с ключом “a”.

Сестра вершины с ключом “a” равна NULL. Создаем новую вершину с ключом “cd$”
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Удаление. При удалении ключа достаточно удалить всего один листовой узел, соответствующий некоторому суффиксу удаляемого ключа. Находим этот узел. Поскольку он лист, то дочерей у него нет. Возвращаем указатель на младшую сестру.
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После удаления узла в дереве может образоваться цепочка из двух узлов t и p, в которой у первого узла t имеется единственный дочерний узел p. Поскольку мы хотим держать дерево в сжатой форме, то необходимо соединить эти два узла в один, произведя операцию слияния.
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Слияние узлов t и p = t -> link. Образуем новый ключ, переподвешиваем поддерево узла p к узлу t, удаляем узел p.

void join(node* t)
{

  node* p = t->link;

  char* a = new char[t->len+p->len];

  strncpy(a,t->key,t->len);

  strncpy(a+t->len,p->key,p->len);

  delete[] t->key;

  t->key = a;

  t->len += p->len;

  t->link = p->link;

  delete p;

}

Удаление ключа x из дерева t.

node* remove(node* t, char* x, int n = 0) 
{

  if (!n) n = strlen(x)+1;

  if (!t) return 0;

  int k = prefix(x,n,t->key,t->len);

Найдет лист, удаляем его. Возвращаем указатель на младшую сестру.

  if( k == n )

  {

    node* p = t->next;

    delete t;

    return p;

  }

  if (k == 0) t->next = remove(t->next, x, n);

  else if( k == t->len ) 

  {

    t->link = remove(t->link, x+k, n-k);

Если узел t имеет единственую дочь, то проводим слияние.

    if (t->link && !t->link->next) join(t);

  }

  return t;

}

СУФФИКСНЫЙ АВТОМАТ

Пусть по заданному множеству строк S мы построили бор. Строка, соответствующая любой вершине, является префиксом одной или нескольких строк из S. То есть каждую вершину бора можно трактовать как позицию в одной или нескольких строках из S.

Вершины бора будем трактовать как состояния конечного детерминированного автомата. Находясь в каком-либо состоянии, мы под воздействием какой-то входной буквы переходим в другое состояние – в другую позицию в наборе строк. Например, если в боре присутствует только строка abc и мы находимся в состоянии 2 (которому соответствует строка ab), то под воздействием буквы c мы перейдём в состояние 3.

Рёбра бора представляют собой переходы в автомате по соответствующей букве. Однако одними только рёбрами бора нельзя ограничиваться. Если мы пытаемся выполнить переход по какой-либо букве, а соответствующего ребра в боре нет, то мы тем не менее должны перейти в какое-то состояние.

Пусть мы находимся в состоянии p, которому соответствует некоторая строка t, и хотим выполнить переход по символу c. Если в боре из вершины  p есть переход по букве c, то мы просто переходим по этому ребру и попадаем в вершину, которой соответствует строка tc.  Если же такого ребра нет, то мы должны найти состояние, соответствующее наидлиннейшему собственному суффиксу строки t (наидлиннейшему из имеющихся в боре), и попытаться выполнить переход по букве c из него.

Например, пусть бор построен по строкам ab и bc, и мы под воздействием строки ab перешли в некоторое состояние, являющееся листом. Тогда под воздействием буквы c мы вынуждены перейти в состояние, соответствующее строке b, и только оттуда выполнить переход по букве c.
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Суффиксная ссылка для каждой вершины p – это вершина, в которой оканчивается наидлиннейший собственный суффикс строки, соответствующей вершине p. Единственный особый случай – корень бора; для удобства суффиксную ссылку из него проведём в себя же. Теперь мы можем переформулировать утверждение по поводу переходов в автомате так: пока из текущей вершины бора нет перехода по соответствующей букве (или пока мы не придём в корень бора), мы должны переходить по суффиксной ссылке.
Таким образом, мы свели задачу построения автомата к задаче нахождения суффиксных ссылок для всех вершин бора. Строить эти суффиксные ссылки мы будем с помощью построенных в автомате переходов.

Пусть мы хотим узнать суффиксную ссылку для некоторой вершины v.  Для этого следует перейти в предка p текущей вершины (пусть c – буква, по которой из p есть переход в v), затем перейти по его суффиксной ссылке p → q, а затем из неё выполнить переход в автомате по букве c (q → u).
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Таким образом, задача нахождения перехода свелась к задаче нахождения суффиксной ссылки, а задача нахождения суффиксной ссылки – к задаче нахождения суффиксной ссылки и перехода, но уже для более близких к корню вершин. Мы получили рекурсивную зависимость, но не бесконечную, разрешить которую можно за линейное время.

Определим структуру вершины бора. Для каждой вершины будем хранить её предка p, а также символ pch, по которому из предка имеется переход в нашу вершину. Также в каждой вершине будем хранить link – суффиксную ссылку (равную -1, если она ещё не вычислена), и массив go – переходы в автомате по каждому из символов (они равны -1, если еще не вычислены).

#define ALPHABET 128

struct item 

{

  int next[ALPHABET];

  int leaf;

  int p;

  char pch;

  int link;

  int go[ALPHABET];

  item() 

  {

    memset(next,-1,sizeof(next));

    memset(go,-1,sizeof(go));

    leaf = 0; p = link = -1;

  }

};

Бор храним в массиве trie. Суффиксная ссылка представляет собой целое число – индекс вершины в массиве trie. 

vector<item> trie;

Пример. Занесем последовательно в бор слова abc, bc и c. Синими стрелками обозначены суффиксные ссылки. В вершинах бора указаны номера ячеек массива trie. На рисунке с правой стороны красным цветом показаны переходы автомата.Если в автомате имеется переход u → v по символу ch, то trie[u].go[ch] = v.
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Таблица переходов автомата:
	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	a
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	b
	4
	2
	4
	4
	4
	4
	4

	c
	6
	6
	3
	6
	5
	6
	6


Добавление слова s в бор.

void add_string(const string &s)

{

  int i, sz, v = 0;

  item temp;

  for (i = 0; i < s.length(); ++i) 

  {

    char c = s[i];

    if (trie[v].next[c] == -1) 

    {

      sz = trie.size();

      trie[v].next[c] = sz;

      trie.push_back(temp);

      trie[sz].link = -1;

      trie[sz].p = v;

      trie[sz].pch = c;

    }

    v = trie[v].next[c];

  }

  trie[v].leaf = 1;

}

Функция get_link возвращает (строит) суффиксную ссылку для вершины v. Если суффиксная ссылку уже имеется (trie[v].link не равно -1), то она просто возвращается. Иначе рассмотрим два варианта:

1. если мы находимся в корне бора (v  = 0) или находимся в вершине, предком которой является корень бора (trie[v].p = 0), то суффиксная ссылка для такой вершины должна вести в корень бора (устанавливаем trie[v].link = 0).

2. иначе переходим в предка trie[v].p вершины v, переходим из него по суффиксной ссылке в вершину get_link (trie[v].p). После чего переходим из этой вершины по символу trie[v].pch.

int get_link (int v) 

{

  if (trie[v].link == -1)

    if (!v || !trie[v].p)

      trie[v].link = 0;

    else

      trie[v].link = go (get_link (trie[v].p), trie[v].pch);

  return trie[v].link;

}

Функция go возвращает номер вершины, в которую переходит автомат из вершины v под воздействием символа c. Если значение trie[v].go[c] уже вычислено (не равно -1), то возвращаем его. Иначе могут быть два варианта:

1. если из вершины v имеется в боре переход (ребро) по символу c (значение trie[v].next[c] не равно -1), то возвращаем его.

2. иначе строим суффиксную ссылку из вершины  v, совершаем переход по ней в вершину get_link(v), после чего запускаем переход из вершины get_link(v) по символу c.

int go (int v, char c) 

{

  if (trie[v].go[c] == -1)

    if (trie[v].next[c] != -1)

      trie[v].go[c] = trie[v].next[c];

    else

      trie[v].go[c] = (!v) ? 0 : go (get_link (v), c);

   return trie[v].go[c];

}
За счёт запоминания найденных суффиксных ссылок и переходов, суммарное время нахождения всех суффиксных ссылок и переходов будет линейным.

МНОЖЕСТВЕННЫЙ ПОИСК СТРОК. АЛГОРИТМ АХО-КОРАСИКА

Пусть заданы набор строк и текст. Требуется вывести все вхождения всех строк из набора в данный текст за время O(len + ans), где len – длина текста,  ans – размер ответа.

Построим по данному набору строк бор. Будем обрабатывать текст по одной букве, перемещаясь соответствующим образом по дереву, фактически – по состояниям автомата. Изначально мы находимся в корне дерева. Пусть мы на очередном шаге мы находимся в состоянии v, и очередная буква текста c. Тогда следует переходить в состояние go(v, c), тем самым либо увеличивая на 1 длину текущей совпадающей подстроки, либо уменьшая её, проходя по суффиксной ссылке.

Как теперь узнать по текущему состоянию v, имеется ли совпадение с какими-то строками из набора? Во-первых, понятно, что если мы стоим в помеченной вершине (leaf = 1), то имеется совпадение с тем образцом, который в боре оканчивается в вершине v. Однако это далеко не единственный возможный случай достижения совпадения: если двигаясь по суффиксным ссылкам, мы можем достигнуть одной или нескольких помеченных вершин, то совпадение также будет, но уже для образцов, оканчивающихся в этих состояниях. 

Пример. Рассмотрим набор строк {dabce, abc, bc} и текст “dabc”. Суффиксные ссылки, ведущие в корень бора, не показаны.
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Таким образом, если в каждой помеченной вершине хранить номер образца, оканчивающегося в ней (или список номеров, если допускаются повторяющиеся образцы), то мы можем для текущего состояния за O(n) найти номера всех образцов, для которых достигнуто совпадение, просто пройдя по суффиксным ссылкам от текущей вершины до корня. Однако это недостаточно эффективное решение, поскольку в сумме асимптотика получится O(n·len). Однако можно заметить, что движение по суффиксным ссылкам можно прооптимизировать, предварительно посчитав для каждой вершины ближайшую к ней помеченную вершину, достижимую по суффиксным ссылкам (функцию выхода). Эту величину можно считать ленивой динамикой за линейное время. Тогда для текущей вершины мы сможем за O(1) находить следующую в суффиксном пути помеченную вершину, то есть следующее совпадение. Тем самым на каждое совпадение будет тратиться O(1) действий, и в сумме получится асимптотика O(len + ans).

В более простом случае, когда надо найти не сами вхождения, а только их количество, можно вместо функции выхода посчитать ленивой динамикой количество помеченных вершин, достижимых из текущей вершины v по суффиксным ссылкам. Эта величина может быть посчитана за O(n) в сумме, и тогда для текущего состояния v мы сможем за O(1) найти количество вхождений всех образцов в текст, оканчивающихся в текущей позиции. Тем самым, задача нахождения суммарного количества вхождений может быть решена нами за O(len).

Занесем в структуру вершины бора еще один элемент terminal. Изначально (при инициализации) положим его значение равным -1 (неопределено). Значение terminal будет равно 1, если в текущей вершине имеет место совпадение с какой-нибудь строкой из набора. Очевидно, что как только устанавливается trie[v].leaf = 1, то следует установить и trie[v].terminal = 1.

Пример. Функция IsTerminal(v) возвращает 1, если в вершине v заканчивается одна из строк набора. В то же время если значение trie[v].terminal становится равным 0, то мы точно знаем, что в вершине v не заканчивается ни одна из строк набора.

int IsTerminal(int v)

{

  if (v <= 0) return 0;

  if (trie[v].terminal != -1) return trie[v].terminal;

  return trie[v].terminal = IsTerminal(get_link(v));

}

СУФФИКСНЫЙ БОР

Суффиксным бором называется бор, который содержит все суффиксы некоторой строки.

Пример. Рассмотрим слово cacao, выпишем все его суффиксы: {cacao, acao, cao, ao, o}. Построим бор из этих суффиксов, добавляя их в дерево последовательно в произвольном порядке.
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Вершины бора соответствуют всем различным префиксам суффиксов строки. Количество вершин бора равно в точности количеству разных подстрок в слове.

Если длина слова равна n, то время построения бора всех ее суффиксов составит O(n2). Объем использованной памяти составит также O(n2).

Рассмотрим другой метод построения бора. Для слова t1t2t3….tn построим сначала бор для всех суффиксов слова t1, потом для всех суффиксов слова t1t2, потом для t1t2t3 и так далее вплоть до всех суффиксов всего слова t1t2t3….tn. Построим бор таким образом для слова cacao.

1. Строим бор для множества {c}. Имеются два суффикса: пустой и c.
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2. Строим бор для множества {ca}. Добавляем символ a ко всем суффиксам слова c.
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3. Строим бор для множества {cac}. Каждый лист бора является суффиксом слова. Но не каждый суфикс заканчивается листом.
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4. Строим бор для множества {caca}.
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5. Строим бор для множества {cacao}.
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Пусть вершина v бора соответствует некоторому суффиксу svsu…sn слова s. Вершина u соответствует суффиксу su…sn слова s. При этом u = v + 1 (первый суффикс на один символ длиннее второго). Проведем ребро из вершины v в вершину u. Оно называется суффиксной ссылкой.
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Если суффиксная ссылка ведет из вершины v в вершину u, то можно говорить что суффикс, соответствующий u, получается из суффикса, соответствующего v, отрезанием первого символа. Из корня бора суффиксных ссылок не выходит.

Пусть известна вершина, соответствующая самому длинному суффиксу (самому слову). Тогда для получения всех суффиксов достаточно просто пройти по суффиксным ссылкам.

Пример. Построим бор, соответствующий суффиксам слова cacao, вместе с суффиксными ссылками.

1. Строим бор для множества {c}.


[image: image37.emf]c


2. Строим бор для множества {ca}.
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3. Строим бор для множества {cac}.
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4. Строим бор для множества {caca}.
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ПРЕФИКС-ФУНКЦИЯ

Префиксом строки S = s0s1…sn-1 является подстрока u = s0s1…sk-1, 0 ≤ k ≤ n. При k = 0 подстрока u является пустым префиксом S.

Суффиксом строки S = s0s1…sn-1 является подстрока u = sn-ksn-k+1…sn-1, 0 ≤ k ≤ n. При k = 0 подстрока u является пустым суффиксом S.

Префикс (суффикс) называется собственным, если он не совпадает со всей строкой. То есть его длина меньше n.

Гранью (border) строки S называется любой собственный префикс этой строки, равный суффиксу S. Понятие “собственный префикс” исключает грань, совпадающую с самой собой.

Пустая строка ε всегда является гранью любой строки. Пустая строка ε не имеет грани.

Пример. Строка abcbcabc имеет непустую грань abc. Строка aaaa имеет четыре грани: ε, a, aa и aaa.

Наибольшая грань – это наибольший по количеству символов собственный префикс строки, равный ее суффиксу. Обозначим через p[i] длину наибольшей грани подстроки S[0...i]. Значение p[0] положим равным нулю. Массив чисел p[0...n – 1], вычисленный по строке S[0...n – 1], будем называть префикс-функцией.

p[i] = 
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Пример. Префикс-функцией строки abcababc будет массив {0, 0, 0, 1, 2, 1, 2, 3}.

Пример. Префикс-функцией строки aabaaab будет массив {0, 1, 0, 1, 2, 2, 3}.
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Тривиальный алгоритм вычисления префикс-функции имеет сложность O(n3). Для каждой позиции i ищем максимальное k, для которого совпадают подстроки s[0 .. k – 1] и s[i – k + 1 .. i].

vector<int> prefix(string s)

{

  int i, k, n = s.size();

  vector<int> p(n);

  for(i = 1; i < n; i++)

  for(k = 1; k <= i; k++)

    if (s.substr(0,k) == s.substr(i-k+1,k)) p[i] = k;

  return p;

}

Теорема. Пусть r и q – грани строки S, |r| < |q|. Тогда r является гранью q.

Доказательство. Из условия следует, что r является префиксом q. Поскольку r – грань S, то r – суффикс S. Но q является также суффиксом S. Поскольку |r| < |q|, то r является суффиксом q. Мы показали, что r является префиксом и суффиксом q, а значит и гранью q.
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Теорема. Пусть r – грань строки S. Грань r можно расширить символом a тогда и только тогда, когда ra является гранью Sa.
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Лемма. Для каждого i (0 ≤ i < n – 1) имеет место неравенство p[i + 1] ≤ p[i] + 1.

Доказательство. Пусть p[i + 1] > p[i] + 1. Рассмотрим суффикс, заканчивающийся в позиции i + 1, длина которого равна p[i + 1]. Удалим из этого суффикса последний символ. Получим суффикс, оканчивающийся в позиции i и имеющий длину p[i + 1] – 1. Но у нас p[i + 1] – 1 > p[i], что противоречит предположению.

Теорема. При переходе к следующей позиции очередной элемент префикс-функции либо увеличивается на единицу, либо не изменяется, либо уменьшается на какую-либо величину.

Пример. Рассмотрим строку kabstkab, в которой p[7] = 3 (суффикс kab совпадает с префиксом kab). В то же время p[6] = 2, в строке kabstka общими будут суффикс и префикс ka.
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p[7] = p[6] + 1, S[7] = S[p[6]] = S[2] = ‘b’.

Выясним, когда имеет место равенство p[i + 1] = p[i] + 1. Для этого символ S строки в позиции i + 1 должен совпадать с символом в позиции p[i], то есть S[i + 1] = S[p[i]]. Пусть, например, p[i] = k. Это значит, что S[0... k – 1] = S[i – k  + 1...i]. Для того чтобы две подстроки S[0... k – 1] и S[i – k  + 1...i] продолжались одним и тем же символом, необходимо выполнение равенства S[k] = S[i + 1]. Учитывая, что p[i] = k, имеем равенство S[p[i]] = S[i + 1].
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Теорема. p[i + 1] = p[i] + 1 тогда и только тогда, когда S[i + 1] = S[p[i]].
Пусть S[i + 1] ≠ S[p[i]] = S[k]. Тогда следует перейти к такой наибольшей длине j < p[i], что по-прежнему выполняется префикс-свойство в позиции i: S[0... j – 1] = S[i – j + 1...i]. Если мы найдем такую длину j, то достаточно будет сравнить символы S[i + 1] и S[j]. Если они окажутся равными, то p[i + 1] = j + 1. Иначе следует снова найти меньшее (следующее по величине) значение j, для которого выполняется префикс-свойство, и так далее. Если такие j кончатся (дойдем до j = 0), то при S[i + 1] = S[0] следует положить p[i + 1] = 1, иначе p[i + 1] = 0.


[image: image54.emf]S

0

S

1

S

j-1

. . . S

k-1

. . . S

i-k+1

. . . S

i

S

i+1

S

k

S[0...k-1] = S[i-k+1...i], S[0...j-1] = S[i-j+1...i]

. . . S

i-j+1

. . . S

j

S[i+1] ≠S[k] = S[p[i]]

ЕслиS[i+1] = S[j], то p[i+1] = j+1


Остался нерешенным вопрос эффективного нахождения таких длин j. Если S[0... k – 1] = S[i – k  + 1...i] и S[0... j – 1] = S[i – j + 1...i], то S[k – j... k – 1] = S[i – j + 1...i] = S[0... j – 1], откуда p[k – 1] = j.

Пример. Вычислим значение p[10] для следующей строки:
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1. i = 10. Положим сначала j = p[9] = 5, следовательно S[0..4] = S[5..9].

2. Поскольку ‘b’ = S[10] ≠ S[p[9]] = S[5] = ‘a’, то p[10] ≠ p[9] + 1.

3. Ищем наибольшее j < p[9] = 5, для которого сохраняется префикс-свойство в позиции i = 9: S[0... j – 1] и S[10 – j...9]. Искомым j будет p[p[9] – 1] = p[4] = 3: S[0...2] = S[7...9].
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4. Имеем: i = 10, j = 3. Поскольку ‘b’ = S[10] = S[3] = ‘b’, то p[10] = j + 1 = 4.

Обозначим p2[i] = p[p[i] – 1], p3[i] = p[p2[i] – 1], …, pn[i] = p[pn-1[i] – 1].

Пример. Рассмотрим строку S = abaababa. p = (0, 0, 1, 1, 2, 3, 2, 3).

Имеем: p[7] = 3, p2[7] = p[p[7] – 1] = p[2] = 1, p3[7] = p[p2[7] – 1] = p[0] = 0.

Пример. Рассмотрим строку S = abaababa*. В зависимости от символа, который находится в позиции 8, вычислим p[8].
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p[7] = 3, S[3] = a. Если S[8] = a, то S[8] = S[3] и p[8] = p[3] + 1 = 4.
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p2[7] = p[2] = 1, S[1] = b. Если S[8] = b, то S[8] = S[1] и p[8] = p[1] + 1 = 2.
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p3[7] = p[0] = 0, S[0] = a. Если S[8]  {a, b}, то p[8] = 0.
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Автомат по распознаванию шаблона в тексте

Построим автомат для распознавания шаблона s = “ababa” в строке. Ее префикс-функция имеет вид {0, 0, 1, 2, 3}. Состояние 0 является начальным, состояние 5 конечным. Автомат по распознаванию шаблона имеет вид:
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Над состоянием i записано значение префикс-функции p[i – 1]. Пустые стрелки – это ε-переходы (суффиксные ссылки). Из состояния i ε-переход ведет в состояние p[i – 1].

Пусть, например, автомат находится в состоянии 3, а текущим обрабатываем символом является a. Поскольку по a из состояния 3 перехода нет, то идем по стрелке - ε переходу. Попадаем в состояние 1. Теперь воздействуем на состояние 1 все тем же символом a. Перехода из состояния 1 по a нет. Снова идем по ε переходу и попадаем в 0. Продолжаем действовать символом a на текущее, то есть на состояние 0. Переходим по стрелке в 1. Стоп. Таким образом из состояния 3 мы перешли по символу a в состояние 1.

Соответствующий детерменированный автомат имеет вид:


[image: image62.emf]0 2 1

a b

4 3

b

a

5

a

b a

b a

b

a

b


Алгоритм вычисления префикс - функции

1. Положим p[0] = 0. Будем последовательно вычислять значения p[i] от i = 1 до i = n – 1.

2. При подсчете p[i] заведем переменную j – длину текущего рассматриваемого образца. Сначала положим j = p[i – 1].

3. Тестируем образец длины j, сравнивая символы s[j] и s[i]. Если они равны, то полагаем p[i] = j + 1. Иначе уменьшаем значение переменной j, присваивая ей p[j – 1]. Повторяем шаг алгоритма снова.

4. Если мы дошли до длины j = 0 и не нашли совпадения, то полагаем p[i] = 0 и переходим к следующему индексу i + 1.

Функция MaxBorderArray вычисляет и возвращает префикс-функцию строки s за время O(n), где n – длина строки s. Массив p – глобальный.

void MaxBorderArray(char *s)

{

  int i, j, len = strlen(s);

  p[0] = 0;

  for(i = 1; i < len; i++)

  {

    j = p[i - 1];

    while ((j > 0) && (s[i] != s[j])) j = p[j - 1];

    if (s[i] == s[j]) j++;

    p[i] = j;

  }

}

Лемма. Если для слова S через n(S) обозначить самый длинный префикс, являющийся одновременно и его суффиксом, то:

1. Слова n(S), n(n(S)), n(n(n(S))), … являются префиксами слова S.
2. Слова n(S), n(n(S)), n(n(n(S))), … являются суффиксами слова S.

3. Последовательность n(S), n(n(S)), n(n(n(S))), … обрывается на пустом слове.
Пример. Пусть S = ababaababa. Тогда n(S) = ababa, n(n(S)) = aba, n(n(n(S))) = a, n(n(n(n(S)))) = e, где e – пустое слово.

Пример. Пусть S = aaaa. Тогда p = {0, 1, 2, 3},  n(“aaaa”) = aaa, n(“aaa”) = aa, n(“aa”) = a, n(“a”) = e.
Лемма. Любое слово, одновременно являющееся началом и концом S (кроме самого S), входит в последовательность n(S), n(n(S)), n(n(n(S))), … .
Количество различных подстрок в строке

Пусть дана строка s длины n. Необходимо найти количество различных ее непустых подстрок. Например, слово aba имеет 5 таких подстрок: {a, b, ab, ba, aba}.

Решим задачу итеративно. То есть на каждой итерации будем вычислять количество новых подстрок, которые образуются при дописывании к слову очередной буквы.
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Например, на третьей итерации при добавлении буквы a подстрока a не будет новой.

Рассмотрим некоторую подстроку t, количество различных подстрок в которой уже вычислено. Пусть на текущей итерации мы добавляем к ней в конец символ c. Очевидно, что новые подстроки, которые еще не учтены в слове t + c (через + здесь обозначена операция конкатенации), обязательно заканчиваются символом c. При этом могут появляться подстроки, заканчивающиеся символом с, и которые уже ранее встречались. 

Пример. Если к слову abcb дописать букву c, то в новом слове abcbc новыми подстроками будут только abcbc, bcbc, cbc. Подстроки bc и c уже встречались в слове abcb.

Обернем строку abcb + c = abcbc, получим cbcba. Построим для нее префикс - функцию p. Если для некоторой позиции i значение p[i] ненулевое, то имеется подстрока, равная некоторому префиксу. Нам же, в свою очередь, требуется подсчитать в строке общее количество таких префиксов, которые в ней нигде в других местах больше не встречаются . Так, префиксы c и cb встречаются в cbcba. Остальные префиксы (cbc, cbcb, cbcba) в ней не встречаются. 

Обозначим через r реверс строки t + c. Пусть pmax – максимальное значение префикс - функции строки r. Тогда в строке r встречается  (не в начале) ее префикс длины pmax (но не большей длины). Очевидно, что префиксы длины, меньшей pmax, также встречаются в r. Следовательно количество новых подстрок, появляющихся после дописывания символа c к строке t, равно |t + c| – pmax = |r| – pmax. Это число можно вычислить за O(n), где n – длина исходной строки s.

Таким образом, описанный итеративный алгоритм вычисления количества различных подстрок в строке работает за O(n2).

АЛГОРИТМ КНУТА – МОРРИСА – ПРАТТА
Заданы образец P и строка T. Необходимо определить индекс, начиная с которого образец P содержится в строке T. Если рбразец не содержится в тексте, то вернем индекс, который не может быть проинтерпретирован как позиция в тексте – например, -1.

Пусть на данный момент происходит сравнение образца P[0, m – 1] с частью текста T[i, i + m – 1]. Пусть первое несовпадение произошло между символами T[i + j] и P[j] (0 ≤ j < m). Тогда имеют место соотношения T[i, i + j – 1] = P[0, j – 1] и T[i + j] ≠ P[j]. 
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В таком случае образец следует сдвигать по тексту вправо, при чем как окажется – не на одну, а на  несколько позиций, что увеличит скорость работы алгоритма Может так случиться, что некоторый перфикс образца P совпадет с суффиксом P[0, j – 1]. Длина наибольшего префикса, являющегося одновременно суффиксом P[0, j – 1], равна префикс-функции p[j – 1]. Тогда далее следует возобновить сравнения с места T[i + j] и P[p[j – 1]].

Время работы КМП алгоритма составляет O(n + m), где n – длина текста T.

Пример. Рассмотрим поиск образца P = abcxabcde в тексте T = abcxabcxabcde. Префикс - функция образца равна p = (0, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 0, 0).После первого прикладывания первое несовпадение произойдет в седьмом (j = 7) символе (P[7] ≠ T[7]). Поскольку p[6] = 3, то P[0..2] = P[4..6] = T[4...6]. Прикладываем образец P к тексту так, чтобы его начало совпало с суффиксом T[4...6]. Далее продолжаем сравнение символов T[7] и P[p[6]] = P[3].
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Функция kmp возвращает индекс (начиная с 0) первого вхождения образца word в текст text. Если образец не входит в текст, то функция возвращает -1.

int kmp(char *word, char *text)

{

  int i, j;

  int textLen = strlen(text), wordLen = strlen(word);

  MaxBorderArray(word);

  for(i = j = 0; i < textLen; i++)

  {

    while(j && (text[i] != word[j])) j = p[j - 1];

    if (text[i] == word[j]) j++;

    if (j == wordLen) return i - j + 1;

  }

  return -1;

}

Следующая реализация алгоритма КМП находит и выводит все вхождения образца word в текст text.

void kmp(char *word, char *text)

{

  int i, j;

  int textLen = strlen(text), wordLen = strlen(word);

  MaxBorderArray(word);

  for(i = j = 0; i < textLen; i++)

  {

    while(j && (text[i] != word[j])) j = p[j - 1];

    if (text[i] == word[j]) j++;

    if (j == wordLen) printf("%d ",i - j + 1);

  }

}

Пример. Расмотррим процесс поиска образца word = abcxabcde в строке text = ababcxabdabcxabcxabcde.

Префикс-функция образца равна p = (0, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 0, 0). Рассмотрим процесс поиска.
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1. После первого прикладывания несовпадение происходит во второй позиции (‘a’ ≠ ‘c’). Возобновляем сравнения text[2] и word[p[1]] = word[0]. То есть прикладываем образец ко второй позиции текста и начинаем сравнивать с нулевой позиции образца.

2. После второго прикладывания несовпадение происходит в шестой позиции образца и восьмой позиции текста (‘d’ ≠ ‘c’). Возобновляем сравнения text[8] и word[p[5]] = word[2]. То есть прикладываем образец к шестой позиции текста и начинаем сравнивать со второй позиции образца и восьмой позиции текста. Однако буквы снова оказываются различными, переходим к сравнению text[8] и word[p[1]] = word[0]. Поскольку ‘d’ =  text[8] ≠ word[0] = ‘a’, то переменная j остается равной нулю, а переменная i увеличивается на единицу. Переходим к сравнению text[9] и word[0].

3. Несовпадение происходит в седьмой позиции образца и 16-ой позиции текста (‘x’ ≠ ‘d’). Возобновляем сравнения text[16] и word[p[6]] = word[3]. Прикладываем образец к 13-ой позиции текста и начинаем сравнивать с третьей позиции образца и 16-ой позиции текста. Происходит полное совпадение.

Z-ФУНКЦИЯ 

Z-функция от строки S – это массив Z, каждый элемент которого Z[i] равен наидлиннейшему префиксу подстроки, начинающейся с позиции i в строке S, который одновременно является и префиксом всей строки S. Или то же самое что ZS[i] = |lcp(S, S[i…n])|. Через lcp здесь обозначен наибольший общий префикс (longest common prefix). 

Значение Z-функции в позиции 0 обычно считается неопределенным (или, например, равным нулю). Нумерация символов в строке начинается с 0.

Пример. Рассмотрим строку S = “aabaa”. Тогда Z = {0, 1, 0, 2, 1}. Например, Z[3] = 2 так подстрока начинающаяся с позиции 3 (“aa”), совпадает с префиксом длины 2 (“aa”). 
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Пример. Рассмотрим строку S = “abcabcabc”. Тогда Z = {0, 0, 0, 6, 0, 0, 3, 0, 0}. Z[3] = 6 так подстрока начинающаяся с позиции 3 (“abcabcabc”), совпадает с префиксом длины 6 (“abcabcabc”). 
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Теорема. Поиск всех вхождений образца P в текст T можно свести к вычислению Z-функции в строке S = P$T (через $ обозначен символ, не встречающийся на в образце, ни в тексте).

Очевидно, что если ZP$T[i] = |P|, то имеется вхождение образца P в текст T в позиции i.

Тривиальный алгоритм. Рассмотрим тривиальный алгоритм, время работы которого составляет O(n2). Для каждой позиции i перебираем ответ для неё Z[i], начиная с нуля, и до тех пор, пока мы не обнаружим несовпадение или не дойдём до конца строки.

vector<int> z(string s)

{

  int i, n = (int) s.length();

  vector<int> z(n, 0);

  for(i = 1; i < n; ++i)

    while (i + z[i] < n && s[z[i]] == s[i + z[i]]) z[i]++;

  return z;

}
Эффективный алгоритм. Будем вычислять значения Z[i] по очереди – от i = 1 до i = n – 1, при этом максимально используя уже вычисленные значения.

Назовём подстроку, совпадающую с префиксом строки S, отрезком совпадения. Например, значение искомой Z-функции Z[i] – это длиннейший отрезок совпадения, начинающийся в позиции i и заканчивающийся в позиции i + Z[i] – 1 (такой отрезок иногда называют блоком Bi). 
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Если s[0] ≠ s[i], то отрезок Bi считаем вырожденным. Левую и правую границу блока Bi будем обозначать li и ri соответственно.
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Подстрока S[2..6] совдадает с префиксом S[0..4]. При этом ‘x’ = S[7] ≠ S[5] = ‘b’.
Вырожденными будут такие блоки Bi, для которых s[i] ≠ 'a'.
Будем поддерживать координаты [l; r] самого правого отрезка совпадения, то есть из всех обнаруженных отрезков будем хранить тот, который оканчивается правее всего. В некотором смысле, индекс r представляет собой границу, до которой наша строка уже была просканирована алгоритмом, а всё остальное ещё не известно.

Пример. Рассмотрим блоки, которые будут образовываться при вычислении Z-функции.
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Для каждого невырожденного блока Bi имеет весто включение [li … ri]  [l … r].
	i
	Z[i]
	l
	r
	Bi[li...ri]

	0
	0
	0
	0
	вырожденый

	1
	0
	0
	0
	вырожденый

	2
	5
	2
	6
	[2 … 6]

	3
	0
	2
	6
	вырожденый

	4
	3
	2
	6
	[4 … 6]

	5
	0
	2
	6
	вырожденый

	6
	1
	2
	6
	[6 … 6]

	7
	0
	2
	6
	вырожденый

	8
	3
	8
	10
	[8 … 10]

	9
	0
	8
	10
	вырожденый

	10
	1
	10
	10
	[10 … 10]


Пример. Пусть для строки S вычислены все значения от Z[1] до Z[120]. Вычислить Z[121], если известно что l120 = 101, r120 = 131, Z[20] = 9.
Решение. Поскольку S[0..30] = S[101..131], то S[20..30] = S[121..131]. Отсюда следует, что Z[121] = Z[20] = 9, что вычислено без единого сравнения символов. Действительно, поскольку Z[20] = 9, то S[0..8] = S[20..28], причем S[9] ≠ S[29]. Значит из равенства S[20..30] = S[121..131]. следует, что S[29] = S[130] ≠ S[9].
Пусть на данный момент мы вычисляем значение Z[i] (при этом Z[1], …, Z[i – 1] уже вычислены).

· Пусть i > r, то есть текущая позиция лежит за пределами того, что мы уже успели обработать. Тогда Z[i] будем искать тривиальным алгоритмом, то есть будем просто сравнивать значения s[i] и s[0], s[i + 1] и s[1] и так далее. То есть положим Z[i] = 
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. Если  окажется, что Z[i] > 0, то необходимо обновить координаты самого правого отрезка  [l; r], так как i + Z[i] – 1 однозначно окажется больше r. Положим l = i и r = i + Z[i] – 1.
· Пусть i ≤ r, то есть текущая позиция лежит внутри отрезка совпадения [l; r]. Тогда мы можем использовать уже подсчитанные предыдущие значения Z-функции, чтобы проинициализировать значение Z[i] не нулём, а каким-то возможно большим числом. Для этого заметим, что подстроки s[l ... r] и s[0 ... r – l] совпадают. Это означает, что в качестве начального приближения для Z[i] можно взять соответствующее ему значение из отрезка s[0 ... r – l], а именно, значение Z[i – l]. Однако значение Z[i – l] может оказаться слишком большим: таким, что при применении его к позиции i оно "вылезет" за пределы границы r. Этого допустить нельзя, так как про символы правее r мы ничего не знаем, и они могут отличаться от требуемых.

Пример. Рассмотрим строку s = “aaaabaa”. Когда мы дойдем до позиции i = 6, текущим самым правым отрезком будет [5; 6]. Позиции 6 с учетом этого отрезка будет соответствовать позиция 6 – 5 = 1. Однако Z[1] = 3 и этим значением инициализировать Z[6] мы не можем. Максимум мы можем инициализировать Z[6] значением 1, так как это наибольшее значение, которое не выходит за пределы отрезка [l; r] = [5; 6]. 

Поэтому в качестве начального приближения для Z[i] безопасно брать только значение

Z[i] = min(r – i + 1, Z[i – l])

Проинициализировав Z[i] таким значением, дальше действуем тривиальным алгоритмом, потому что после границы r, может обнаружиться продолжение отрезка совпадения, но предугадать это одними лишь предыдущими значениями Z-функции мы не можем.

vector<int> z(string s)

{

  int i, l, r, n = (int) s.length();

  vector<int> z(n, 0);

  for (i = 1, l = 0, r = 0; i < n; i++)

  {

    if (i <= r) z[i] = min (r - i + 1, z[i - l]);

    while (i + z[i] < n && s[z[i]] == s[i + z[i]]) z[i]++;

    if (i + z[i] - 1 > r) l = i, r = i + z[i] - 1;

  }

  return z;

}

Массив Z[] изначально заполняется нулями. Текущий самый правый отрезок совпадения полагается равным [0; 0], то есть заведомо маленький отрезок, в который не попадёт ни одно i. 

Теорема. Время работы приведенного алгоритма равно O(n). Эта следует из того, что каждая итерация цикла while приводит к увеличению правой границы r на единицу.

Доказательство. 

1. Пусть i > r. Тогда цикл while либо не совершит ни одной итерации (s[0] ≠ s[i], при старте цикла z[i] = 0), либо сделает несколько итераций, продвигаясь каждый раз на один символ вправо, начиная с позиции i, а после этого правая граница r обязательно обновится. 
2. Пусть i ≤ r. Инициализируем z0[i] = min(r – i  +1, Z[i – l]). Рассмотрим три варианта:

а) z0[i] < r – i + 1. Тогда ни одной итерации цикл while не сделает.
б) z0[i] = r – i + 1. Цикл while может совершить несколько итераций, однако каждая из них будет приводить к увеличнению нового значения r, так как первым же сравниваемым символом будет s[r + 1], выходящий за пределы отрезка [l; r].
в) z0[i] > r – i + 1. Этот вариант невозможен.

Пример. Приведем пример случая z0[i] = r – i + 1. 

Пусть для строки ababababc уже вычиселны значения Z[1], …, Z[3]. Найдем Z[4].
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(l, r) = (2, 7), поэтому Z[4] инициализируется значением min(7 – 4 + 1, Z[4 – 2]) = min(4, Z[2]) = min(4, 6) = 4. Поскольку минимум достигается на значении z0[i] = r – i + 1, то далее следует посимвольно проверять совпадения начиная с S[4] и S[8] (нам уже известно что S[0..3] = S[4..7]). 
Пример. Приведем пример случая z0[i] < r – i + 1. 

Пусть для строки ababcababcd уже вычиселны значения Z[1], …, Z[6]. Найдем Z[7].
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(l, r) = (5, 9), поэтому Z[7] инициализируется значением min(7 – 5 + 1, Z[7 – 5]) = min(3, Z[2]) = min(3, 2) = 2. Поскольку минимум достигается на значении z0[i] = Z[i – l] (соответственно имеет место неравенство z0[i] < r – i + 1), то лишь 2 символа S[7..8] совпадают с S[0..1]. И при этом мы точно знаем что S[9] ≠ S[2]. В этом случае нет необходимости в дальнейшем  сравнении символов, и можно утверждать что Z[7] = Z[2] = 2.
АЛГОРИТМЫ ХЕШИРОВАНИЯ

Пусть s[0 … n – 1] – некоторая строка длины n. Определим ее хеш следующим образом:

h(s) = s0 + s1 * p + s2 * p2 + … + sn-1 * pn-1,
где p – некоторое число. Как пправило, лучше всего выбирать p простым, примерно равным количеству символов во входном алфавите. Например, если строки состоят только из маленьких латинских букв, то можно положить p = 31. Если буквы могут быть и маленькими и заглавными, то можно взять p = 57.

Значение хеша будем хранить в 64 битовом целочисленном типе long long. При длине строки порядка 20 символов будет иметь место переполнение. Однако на переполнения мы не обращаем внимание, таким образом вычисляя хеш по модулю 264.
Заполним массив p_pow степеней числа p. Ячейка p_pow[i] содержит значение pi (0 ≤ i < MAX). Пусть MAX равно максимальной возможной длине строки.
#define P 31

#define MAX 10
vector<long long> p_pow (MAX);

void FillPowers(void)

{

  int i;

  p_pow[0] = 1;

  for (i = 1; i < p_pow.size(); i++)

    p_pow[i] = p_pow[i-1] * P;

}

Рассмотрим массив строк s и вычислим их хеши в массиве hashes при помощи функции CalculateHashes.

vector <pair<long long, int> > hashes (MAX);
string ss[] = {"abcd", "gfssd", "abce", "fdg", "abc", "bc", 

               "bcd", "abce", "fdg", "bc"};

vector<string> s(ss,ss+MAX);

От кода каждой буквы s[i][j] будем отнимать 'a'. К каждому символу будем также прибавлять единицу, чтобы у строки вида 'aaaaa' хеш был ненулевой.

void CalculateHashes(void)

{

  int i, j;

  long long hash;

  for (i = 0; i < MAX; ++i)

  {

    for (hash = j = 0; j < s[i].length(); j++)

      hash += (s[i][j] - 'a' + 1) * p_pow[j];

    hashes[i] = make_pair (hash, i);

  }

}

Сортировка строк

Пусть имеется n строк, каждая из которых содержит не более m символов. Время выполнения обычной сортировки строк составит O(mnlog2n). С использованием хешей строки можно отсортировать за время O(nm + nlog2n).
Вычислим хеши всех строк набора и отсортируем их обычной функцией сортировки sort.

sort(hashes.begin(), hashes.end());

Используя массив хешей, выведем строки в лексикографическом порядке. При p = 31 и MAX = 10 величина хеша не выйдет за пределы типа long long. Поэтому двух разных строк с одинаковыми хешами не будет.
void PrintStrings(void)

{

  int i;

  for (i = 0; i < MAX; i++)

    printf("%s ",ss[hashes[i].second].c_str());

}
Если длина строк большая и есть вероятность встретить разные строки с одинаковыми хешами, то функция PrintGroups разобъет строки на группы с одинаковыми хешами.

void PrintGroups(void)

{

  int i, group;

  for (i = 0, group = 0; i < MAX; i++)

  {

    if (i == 0 || hashes[i].first != hashes[i-1].first)

      printf("\n%d: ",group++);

    printf(" %d",hashes[i].second);

  }

}

Быстрое вычисление хешей подстрок

Рассмотрим строку s[0 … n – 1] длины n. Определим хеш ее префикса s[0 … i] как

h(s[0 … i]) = s0 + s1 * p + s2 * p2 + … + si * pi
Здесь p – некоторое простое число, а все вычисления производятся по модулю 264 (в этом случае удобнее работать с беззнаковым целочисленным 64-битовым типом unsigned long long).  Хеш подстроки s[i … j] определяется как

h(s[i … j]) = si + si+1 * p + si+2 * p2 +  … + sj * pj-i
Однако h(s[i … j]) * pi = si * pi + si+1 * pi+1 + … + sj * pj = h(s[0 … j]) – h(s[0 … i – 1]). Отсюда следует, что хеш любой подстроки может быть вычислен за O(1), если известны хеши всех префиксов строки s.
Функция CalculatePrefixHashes вычисляет и возвращает хеши всех префиксов строки s.

vector<unsigned long long> CalculatePrefixHashes(char *s)

{

  int i, len = strlen(s);

  vector <unsigned long long> hash(len);

  for (i = 0; i < len; i++)

  {

    hash[i] = (s[i] - 'a' + 1) * p_pow[i];

    if (i) hash[i] += hash[i-1];

  }

  return hash;

}
Пусть хеши всех префиксов строки s уже вычислены и находятся в массиве hashes. Функция comp сравнивает две строки s[i … i + len –  1] и s[j … j + len –  1] длины len и возвращает 0, если они одинаковые и 1 если разные. 
vector <unsigned long long> hashes;
int comp(int i, int j, int len)

{

Если h(s[i … i + len –  1]) – хеш первой подстроки, то

hashI  = h(s[i … i + len – 1]) * pi = h(s[0 … i + len – 1]) – h(s[0 … i – 1])

  unsigned long long hashI = hashes[i + len - 1];

  if (i)  hashI -= hashes[i-1];
Если h(s[j … j + len –  1]) – хеш второй подстроки, то

hashJ  = h(s[j … j + len – 1]) * pj = h(s[0 … j + len – 1]) – h(s[0 … j – 1])

  unsigned long long hashJ = hashes[j + len - 1];

  if (j)  hashJ -= hashes[j-1];

Cравним числа h(s[i … i + len – 1]) * pi и h(s[j … j + len – 1]) * pj. Если i < j, то домножим первый хеш на pj-i, таким образом сравнивая h(s[i … i + len – 1]) * pj и h(s[j … j + len – 1]) * pj. Если эти числа одинаковы, то будем считать с высокой вероятностью что имеет место равенство строк s[i … i + len – 1] и s[j … j + len – 1]. Если i > j, то домножим второй хеш на pi-j.
  if ((i < j) && (hashI * p_pow[j-i] == hashJ) ||

      (i > j) && (hashI == hashJ * p_pow[i-j])) return 0;

  return 1;

}

ДЕКОМПОЗИЦИЯ ЛИНДОНА

Пусть x = x1x2…xn – линейная строка. Обозначим через C(x) строковую петлю, образованную из x сочленением ее самого левого элемента x1 с самым правым xn.

j-ым циклическим сдвигом строки x является строка Rj(x) = xj+1 xj+2…xnx1x2…xj. Из условия следует, что R0(x) = x.

Пример. Пусть x = abcd. Тогда R1(x) = bcda, R2(x) = cdab, R3(x) = dabc.

Сдвиги содержат подстроки, которые не являются подстроками исходной строки. Например, dab является подстрокой R2(x), но не подстрокой x. Для сохранения всех циклических сдвигов строки x на практике обычно сохраняют строку x2.

Подстрокой петли C(x) называется подстрока любого сдвига строки x, или то же самое что подстрока длины не более n строки x2.

Канонической формой строковой петли C(x) на упорядоченном алфавите называется лексикографически наименьший циклический сдвиг Rj(x) строки x. То есть Rj(x) ≤ Ri(x) для всех 
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Пример. Канонической формой петли x = abaabc будет R2(x) = aabcab.

Определение. Пусть строка x представима в виде x = ur, где u = x1x2…xp. Число p незывается периодом, а число r порядком (показателем степени) строковой последовательности x. Префикс x1x2…xp называется образующей подстрокой строки x.

Определение. Строковая последовательность x называется примитивной, если максимально возможное значение порядка r = 1.

Определение. Строковая последовательность x называется периодической, если r ≠ 1.

Определение. Гранью строки x называется любой собственный префикс этой строки, равный суффиксу x.

Определение. Непустая строка w на упорядоченном алфавите называется линдонским словом, если w < Rj(w) для всех 
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Пример. Строка, состоящая из одной буквы, является линдонским словом. Строки ab и aabab являются линдонскими, а aba и baa – нет.

Определение. Строка x называется кратной, если она представима в виде x = ur, где r > 1.

Теорема. Если строка x некратная, то все ее циклические сдвиги различные.

Следствие 1. У некратной строки существует только один сдвиг, являющийся линдонским словом.

Следствие 2. Множество всех линдонских слов на данном упорядоченном алфавите А совпадает со множеством всех канонических форм, которые не являются кратными.

Пример. Рассмотрим множество линдонских слов в алфавите {0, 1}. Для каждой длины слова отсортированы лексикографически.

	длина слова
	линдонские слова
	количество линдонских слов

	0
	ε
	0

	1
	0, 1
	2

	2
	01
	1

	3
	001, 011
	2

	4
	0001, 0011, 0111
	3

	5
	00001, 00011, 00101, 00111, 01011, 01111
	6


Количество линдонских слов длины n на алфавите из k символов задается формулой

Lk(n) = 
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L2(5) = 
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Пример. Расположим все 14 линдонских слов длины не более 5 в лексикографическом порядке: 0, 00001, 0001, 00011, 001, 00101, 0011, 00111, 01, 01011, 011, 0111, 01111, 1.

Теорема. Каждое линдонское слово примитивно.

Доказательство. Следует доказать, что не существует линдонских слов, которые имели бы непустые грани. Предположим противное. Пусть существует такое линдонское слово w, что w = us = tu, где s и t – непустые строки. Очевидно, что |s| = |t|. Из определения линдонского слова следует, что us = w < ut, а также tu = w < su. Получаем два противоречивых неравенства: s < t и t < s.

Теорема. Строковая последовательность w будет линдонским словом тогда и только тогда, когда для любого непустого суффикса v строки w выполняется неравенство w < v.

Доказательство. Достаточность. Если w = uv < v для непустых строк u и v, то uv < vu.

Теорема. Пусть w1 и w2 являются линдонскими словами. Тогда строка w1w2 будет линдонским словом в том, и только в том случае, когда w1 < w2.

Необходимость следует из того, что w1 < w1w2 < w2.

Пример. Слова abc и aab являются линдонскими. Поскольку aab < abc, то aababc будет линдонским, а abcaab нет.

Определение. Пусть x – непустая строковая последовательность на упорядоченном алфавите А. Декомпозиция x = w1w2…wk называется линдонской, если все wi являются линдонскими словами, которые удовлетворяют неравенствам w1 ≥ w2 ≥ w3 ≥ … ≥ wk.

Теорема. Для любой непустой строковой последовательности x на упорядоченном алфавите существует линдонская декомпозиция, причем единственная.

Итерационный алгоритм построения линдонской декомпозиции. Пусть длина строки x равна n. Рассмотрим начальную декомпозицию x = 
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 EMBED Equation.3  [image: image90.wmf]0

1

+

j

w

 будет линдонским словом, то объединим такие факторы, получив новую декомпозицию x = 
[image: image91.wmf]1

1

2

1

1

1

...

n

w

w

w

. Здесь каждый фактор 
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 является линдонским словом и n1 < n. Если опять существуют последовательные факторы, для которых  
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, то объединяем их. Получим линдонскую декомпозицию x = 
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. Продолжаем процесс объединения последовательных факторов пока не получим декомпозицию x = 
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. Эта последняя декомпозиция и будет линдонской.

Пример. Рассмотрим слово x = abcabcaba. Начальной декомпозицией будет (a) (b) (c) (a) (b) (c) (a) (b) (a). Объединяем последовательные факторы, первый из которых строго меньше второго. Получим (ab) (c) (ab) (c) (ab) (a). Еще можно произвести объединение, получив (abc) (abc) (ab) (a). Эта декомпозиция будет линдонской, так как abc ≥ abc ≥ ab ≥ a.

Пример. Рассмотрим слово x = abcabcabd. Получим: 

(a) (b) (c) (a) (b) (c) (a) (b) (d) = (ab) (c) (ab) (c) (ab) (d) = (abc) (abc) (abd) = (abc) (abcabd) =

(abcabcabd)

То есть само слово abcabcabd является линдонским.

Определение. Нормальной формой NF(x) строки x будем называть ее представление в виде x = uru’, где u – образующая подстрока строки x минимальной длины, u’ – собственный префикс подстроки u, а r ≥ 1. Будем говорить, что подстрока u порождает строку x.

Пример. NF(“abcabcab”) = (abc)2ab, NF(“abcabcac”) = abcabcac, NF(“ababab”) = (ab)3, NF(“abcd”) = abcd, NF(“aaaaa”) = (a)5.

Определение. Обозначим через L множество линдонских слов. Обозначим через L* множество всех строк, порожденными линдонскими словами.

Пример. Подстрока abc порождает строки (abc)a, (abc)2ab, (abc)3, (abc)23a.

Пример. Рассмотрим линдонское слово aab. Тогда (aab)ra ( L*, но (aab)ra  L. Также, например, (aab)raa ( L* и (aab)raa  L для всякого r ≥ 1.

Определение. В честь Чена, Фокса и Линдона (Chen, Fox, Lyndon) линдонскую декомпозицию строки x будем обозначать через CFL(x).

Пример. CFL(abc) = abc, CFL(aaa) = (a) (a) (a), CFL(abcabca) = (abc) (abc) (a).

Алгоритм Дюваля
Алгоритм Дюваля  находит для заданной строки s длины n декомпозицию Линдона за время O(n) с использованием O(1) памяти.

На каждом шаге алгоритма Дюваля входная строка s рассматривается как конкатенация трех факторов s1s2s3, где

· подстрока s1 является перфиксом s, для которой CFL(s1) уже вычислено.

· подстрока s2 уже просмотрена алгоритмом, но CFL для нее еще не вычислена. Она представляет собой строку, порожденную некоторым линдонским словом. То есть s2 ( L*.

· подстрока s3 является суффиксом s, которая еще не обрабатывалась алгоритмом.

Будем поддерживать следующие указатели:

· i – указатель на начало строки s2.

· j – указатель на начало строки s3.

· k – указатель на текущий символ в строке s2, с которым производится сравнение.

void Duval(string &s)

{

  int n = (int) s.length();

  int i = 0;

Продолжаем, пока вся строка s не перейдет в s1.

  while (i < n) 

  {

    int j = i + 1, k = i;

Если sk = sj, то можно дописать символ sj к строке s2, сохранив условие s2sj ( L*. Увеличиваем k и j на единицу.

Если sk < sj, то строка s2sj станет линдонским словом. Увеличиваем j на единицу, а k передвигаем обратно на i.

Если sk > sj, то строка s2sj не будет ни линдонским словом, ни порожденной каким-либо линдонским словом. s2 = uru’ имеет вид нормальной формы. Разбиваем ее на линдонские слова u, u, …, u (r раз) плюс остаток u’. Все линдонские слова u выводим (переводим в строку s1), а остаток u’ вместе с символом sj возвращаем в s3. Длина линдонского слова u равна j – k.

    while (j < n && s[k] <= s[j]) 

    {

      if (s[k] < s[j]) k = i;

      else k++;

      j++;

    }

    while (i <= k) 

    {

      printf("%s ",s.substr(i, j-k).c_str());

      i += j - k;

    }

  }

}

Пример. Рассмотрим процесс декомпозиции строки xyabcabcad. Пусть на данный момент уже имеем декомпозицию s1 = xy, s2 = abc, s3 = abcade.
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Нормальная форма s2 = (abc)2a. Имеем: b = sk < sj = d, после добавления sj = d к s2 получим линдонское слово s2 = abcabcad. Указатель k откатывается назад к началу слова s2, становится равным i.
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Наименьший циклический сдвиг
Пусть имеется строка s длины n. Построим для строки s + s декомпозицию Линдона. Найдем линдонское слово wi, которое начинается в позиции, меньшей n (в первом экземпляре строки s), а заканчивается в позиции, большей или равной n (во втором экземпляре строки s). Утверждается, что позиция начала этого слова и будет началом наименьшего циклического сдвига (следует из определения декомпозиции Линдона).

string min_cyclic_shift (string s) 

{

  s += s;

  int n = (int) s.length();

  int i = 0, ans = 0;

  while (i < n/2)

  {

    ans = i;

    int j = i + 1, k = i;

    while (j < n && s[k] <= s[j]) 

    {

      if (s[k] < s[j]) k = i;

      else k++;

      j++;

    }

    while (i <= k)  i += j - k;

  }

  return s.substr (ans, n/2);

}

Пример. CFL(abcabca) = (abc) (abc) (a), наименьший циклический сдвиг aabcabc.

CFL(xyabcabcaba) = (xy) (abc) (abc) (ab) (a), наименьший циклический сдвиг aababcabc.

УСЛОВИЯ ЗАДАЧ

589. A-функция от строчки

Дана строка S, состоящая из n символов. Определим функцию A(i) от первых i символов этой сроки следующим образом: A(i) равно такому максимально возможному k, что равны следующие строки:

S[1] + S[2] + S[3] + … + S[k],

S[i] + S[i – 1] + S[i – 2] + … + S[i – k + 1],

где S[i] – i-ый символ строки S, а знак + означает, что символы записываются в строчку непосредственно друг за другом.

Напишите программу, которая вычислит значения функции A для заданной строчки для всех возможных значений i от 1 до n.

Вход. В первой строке записано одно число n (1 ≤ n ≤ 200000). Во второй строке записана строка длиной n символов, состоящая только из больших и (или) маленьких латинских букв.

Выход. Выведите n чисел – значения функции A(1), A(2), … A(n).

Пример входа

5

aabaa

Пример выхода

1 2 0 1 5

1078. Степень строки

Обозначим через a * b конкатенацию строк a и b. Например, если a = "abc" и b = "def", то a * b = "abcdef". Если считать конкатенацию строк умножением, то можно определить операцию возведения в степень следующим образом:

a0 = “” (пустая строка)

an+1 = a * an
По заданной строке s необходимо найти наибольшее значение n, для которого s = an для некоторой строки a.

Вход. Каждый тест состоит из одной строки s, содержащей печатные (отображаемые) символы. Строка s содержит не менее одного и не более миллиона символов. 

Выход. Для каждой входной строки s вывести в отдельной строке наибольшее значение n, для которого s = an для некоторой строки a. 

Пример входа

abcd

aaaa

ababab

Пример выхода

1

4

3

1307. Наибольшая грань

Гранью (border, verge, brink) br строки S называется любой собственный префикс этой строки, равный суффиксу S.

Строка S = abaababaabaab имеет две грани (не пустые) - ab и abaab. Строка S = abaabaab также имеет две грани – ab и abaab, но вторая грань – перекрывающаяся. Строка длины n из повторяющегося символа, например aaaaaaaa (или a8), имеет n – 1 грань. Для S = a8 это грани: a, aa, aaa, aaaa, aaaaa, aaaaaa, aaaaaaa.

Понятие "собственный префикс" исключает грань, совпадающую с самой строкой.

Длина грани – это количество символов в ней.

Естественным обобщением понятия "грань" является понятие "наибольшей грани" – это наибольший (по количеству символов) собственный префикс строки, равный её суффиксу.

Вход. Дана строка S (|S| ≤ 106).

Выход. Единственное число – длина наибольшей грани.

Пример входа

abaabaab

Пример выхода

5
1308. Наибольшая грань подстроки

Гранью (border, verge, brink) br строки S называется любой собственный префикс этой строки, равный суффиксу S.

Строка S = abaababaabaab имеет две грани (не пустые) - ab и abaab. Строка S = abaabaab также имеет две грани – ab и abaab, но вторая грань – перекрывающаяся. Строка длины n из повторяющегося символа, например aaaaaaaa (или a8), имеет n – 1 грань. Для S = a8 это грани: a, aa, aaa, aaaa, aaaaa, aaaaaa, aaaaaaa.

Понятие "собственный префикс" исключает грань, совпадающую с самой строкой.

Длина грани – это количество символов в ней.

Сделаем обобщение задачи. Пусть необходимо вычислить значения наибольших граней для всех подстрок S[1..i] (i = 1..n) и сохранить их в массиве br[1..n].

Найдите наибольшее значение грани в массиве наибольших граней br для всех подстрок S.

Вход. Дана строка S (|S| ≤ 106).

Выход. В единственной строке вывести ответ поставленной задачи.

Пример входа

abaabaab

Пример выхода

5

1309. Блоки строки

Блоком строки S в позиции i назовём наибольшую подстроку S, которая начинается в позиции i и совпадает с префиксом S. Длину блока в позиции 0 считать равной нулю.

Вычислить длины блоков строки S для всех позиций.

Вход.  Единственная строка S (|S| ≤ 106).

Выход. В одной строке вывести длины блоков строки S для всех позиций, разделённые пробелом.

Пример входа

abaabaab

Пример выхода

0 0 1 5 0 1 2 0

1310. Наибольший блок

 Блоком строки S в позиции i назовём наибольшую подстроку S, которая начинается в позиции i и совпадает с префиксом S. Длину блока в позиции 0 считать равной нулю.

Вычислить длину наибольшего блока заданной строки S.

Вход.  Единственная строка S (|S| ≤ 106).

Выход. Длина наибольшего блока строки S.

Пример входа

abaabaab

Пример выхода

5

1498. КМП

Найти все вхождения строки word в строку text.
Вход. В первой строке записана строка text, во второй - строка word. Длины строк больше 0 и меньше 50000, строки содержат только латинские буквы.

Выход.  Выведите номера символов, начиная с которых строка word входит в строку text, в порядке возрастания. Как это обычно принято у программистов, нумерация символов начинается с нуля.
Пример входа

ababbababa

aba

Пример выхода

0 5 7

1792. Поиск пароля

Возможность отправлять закодированные сообщения во время Второй мировой войны была достаточно важной для союзников. Сообщения всегда отправлялись после их кодирования при помощи известного пароля. Иметь фиксированный пароль было небезопасно, поэтому возникла необходимость часто изменять его. Однако следовало разработать механизм отправления нового пароля. У одного из математиков, работавших в криптографической команде, возникла умная идея - отправить пароль, скрытый в самом сообщении. Интересным моментом было то, что получателю сообщения достаточно было знать только размер пароля, а потом найти его в полученном тексте.

Пароль размера n можно найти поиском в тексте наиболее часто встречаемой подстроки из n символов. После нахождения пароля все подстроки совпадающие с ним, удаляются из текста. Теперь  пароль  можно использовать для расшифровки сообщения.

Однако Ваша задача будет упрощена. Вам достаточно написать программу, которая по заданному размеру пароля и закодированному сообщению найдет пароль в соответствии с описанным выше алгоритмом.

Рассмотрим пример, в котором размер пароля равен трем (n = 3), а текст сообщения имеет вид baababacb. Паролем будет aba, потому что размер этой подстроки 3, она появляется чаще всего во всем тексте (дважды), а остальные шесть различных подстрок появляются только один раз (baa, aab, bab, bac, acb).

Вход. Состоит из нескольких тестов. Каждый тест представляет собой одну строку, в которой находится длина пароля n (0 < n ≤ 10) и закодированное сообщение. Сообщение содержит только прописные буквы латинского алфавита, его длина не более 106 и не меньше n.

Выход. Для каждого теста в отдельной строке следует вывести искомый пароль. Если существует несколько паролей, удовлетворяющих задаче, то вывести лексикографически наименьший.

Пример входа

3 baababacb


Пример выхода

aba
2301. Иголка в стоге сена

Напишите программу, которая находит все совпадения заданного шаблона со входной строкой. Эта задача напоминает поиск иголки в стоге сена. Программа должна найти все местоположения иголки в стоге сена.

Вход. Состоит из нескольких тестов. Каждый тест состоит из трех строк, содержащих:

· длину иголки,

· саму иголку,

· стог сена.

Длина иголки не более 10000 символов. Стог сена не будем ограничивать в размерах – ваша программа должна читать его по мере обработки.

Тесты следуют один за другим, каждый занимает ровно три строки без разделителей.

Выход. Для каждого теста следует вывести все позиции вхождения иголки в стог сена. Если найдено совпадение, то результат должен содержать положение первого символа совпадения. Символы в стоге сена нумеруются с нуля.

Для каждого теста позиции совпадения следует отсортировать в порядке возрастания и вывести каждую из них в отдельной строке. Для двух различных тестов позиции совпадения должны быть разделены пустой строкой.

Пример входа

2

na

banananobano

6

foobar

foo

9

foobarfoo

barfoobarfoobarfoobarfoobarfoo

Пример выхода

2

4

3

9

15

21

Пояснение: Обратите внимание на двойную пустую строку в выходном файле, так как не было найдено совпадение для второго теста

2303. Список телефонных номеров

По заданному списку телефонных номеров определить, является ли он совместимым в том смысле, что ни один номер не является префиксом другого. Пусть, например, телефонный каталог содержит следующие номера:

· Экстренная служба 911

· Алиса 97 625 999

· Боб 91 12 54 26

В этом случае не представляется возможным позвонить Бобу, потому что после набора трех цифр телефона Боба Вы сразу же попадете в Экстренную службу. Приведенный список является несовместимым.

Вход. Первая строка содержит количество тестов t (1 ≤ t ≤ 40). Каждый тест начинается строкой, содержащей количество телефонных номеров n (1 ≤ n ≤ 1000000). Каждая из следующих n строк содержит один телефонный номер. Телефонный номер содержит не более десяти цифр.

Выход. Для каждого теста вывести "YES", если список телефонных номеров является совместным, и "NO" иначе.

Пример входа

2 

3 

911 

97625999 

91125426 

5 

113 

12340 

123440 

12345 

98346

Пример выхода

NO 

YES

АНАЛИЗ ЗАДАЧ
589. A-функция от строчки

Совершим конкатенацию входной строки с ее обращенной (перевернутой). Пусть длина входной строки равна len. Тогда длина полученной строки равна 2* len. Вычислим z-функцию полученной строки. Остается вывести значения Z[2*len – 1], Z[2*len – 2], …, Z[len].

Пример. После конкатенации входной строки длины len = 5 с ее же обращенной, получим aabaaaabaa. Z-функция строки имеет вид (0, 1, 0, 2, 2, 5, 1, 0, 2, 1). Следовательно ответом будет последовательность  Z[9], Z[8], …, Z[5] или 1, 2, 0, 1, 5.

1078. Степень строки

Рассмотрим слово S длиной len, являющееся повторением слова A n раз. То есть S = An. Пусть длина слова A равна k, причем оно само не является повторением никакого слова. 

Построим префикс-функцию p слова S. Поскольку индексы строки начинаются с нуля, то подстрока S[k ...2k – 1] является копией S[0 ...k – 1] и соответственно p[k] = 1, p[k + 1] = 2, …, p[2k – 1] = k. Третий повтор слова A находится в позициях S[2k ...3k – 1] и при этом p[2k] = k + 1, p[2k + 1] = k + 2, …, p[3k – 1] = 2k. Последняя ячейка префикс - функции p[nk – 1]  равна (n – 1)k.

Вычислим разницу: len – p[len – 1] = nk – (n – 1)k = k, что равно длине слова A. Тогда степень n слова S равна len / k. При этом если len не делится на k, то S не является повторением никакого слова и следует положить n = 1.

Пример. Рассмотрим строку S = (abc)4. Построим ее префикс-функцию:


[image: image103.emf]a b c c a a b b

0 0 0 1 2 3 4 5

префикс-

функция

S c

6

a b c

7 8 9


Количество повторов слова abc в S равно n = 4, а длина повторяющегося слова равна k = 3. Последняя ячейка префикс - функции p[nk – 1] = p[11]  равна (n – 1)k = 9. Разница len – p[len – 1] равна 12 – 9 = 3, что равно длине слова abc.

1307. Наибольшая грань

Построим для строки S в массиве p префикс-функцию. Если длина строки S равна n, то для решения задачи достаточно вывести значение p[n – 1].

1308. Наибольшая грань подстроки

Построим для строки S в массиве p префикс-функцию. Для решения задачи достаточно найти максимальное значение среди всех p[i] (0 ≤ i < n).

1309. Блоки строки

Построим для строки S в массиве v z-функцию. Выведем ее значения для всех позиций i (0 ≤ i < n).

1310. Наибольший блок

Построим для строки S в массиве v z-функцию. Найдем и выведем длину ее наибольшего блока.

1498. КМП

В задаче необходимо реализовать алгоритм Кнута-Морриса-Пратта поиска в тексте подстроки.

1792. Поиск пароля

Закодируем буквы латинского алфавита: 'a' = 1, 'b' = 2, …, 'z' = 26. Хешем строки s1s2…sn назовем число s1 * 27n-1 + s2 * 27n-2 +…+ sn-1 * 27 + sn. Рассмотрим строку s1s2…sn sn+1. Пусть хеш подстроки s1s2…sn равен hash. Тогда хеш подстроки s2…sn sn+1 равен (hash mod 27n-1) * 27 + sn+1. Таким образом мы можем за О(1) пересчитывать хеш следующей подстроки.

Вычислим хеши всех подстрок длины n и отсортируем их. Лексикографически меньшая подстрока имеет меньший хеш. Находим чаще всего встречаемый хеш (если их несколько – то берем наименьший). Выводим строку, которая ему соответствует.

Пример. Вычислим хеши всех подстрок длины 3 для строки baababacb:

	подстрока
	хеш

	baa
	2 * 272 + 1 * 27 + 1 = 1486

	aab
	1 * 272 + 1 * 27 + 2 = 758

	aba
	1 * 272 + 2 * 27 + 1 = 784

	bab
	2 * 272 + 1 * 27 + 2 = 1487

	aba
	1 * 272 + 2 * 27 + 1 = 784

	bac
	2 * 272 + 1 * 27 + 3 = 1488

	acb
	1 * 272 + 3 * 27 + 2 = 812


Отсортированное множество хешей имеет вид {758, 784, 784, 812, 1486, 1487, 1488}.

Чаще всего встречаемый хеш – 784, ему соответствует строка “aba”.

2301. Иголка в стоге сена

Для решения задачи необходимо реализовать алгоритм Кнута-Морриса-Пратта поиска шаблона в тексте.

2303. Список телефонных номеров

Для решения задачи следует реализовать структуру данных – бор. Заносим номера телефонов в бор. Если в вершине бора заканчивается слово, то устанавливаем в ней leaf = 1.

При занесении очередного слова s в бор проверяем, является ли оно префиксом какого-нибудь слова или существует какое-нибудь слово, являющееся префиксом s. Отдельно проверяем, не совпадают ли два телефонных номера в списке.

Если описанные случаи не имеют места, то входной набор телефонных номеров является совместимым.

РЕАЛИЗАЦИЯ ЗАДАЧ

589. A-функция от строчки

Входную строку будем хранить в массиве s.

char s[400010], ss[200010];

Функция z вычисляет и возвращает z-функцию.

vector<int> z(char *s)

Основная часть программы. Читаем входную строку, вычисляем ее длину len. Копируем строку s в ss. Обращаем ее. Совершаем конкатенацию входной строки с ее обращенной.

scanf("%d\n",&n); gets(s); len = strlen(s);

strcpy(ss,s); 

reverse(ss,ss+len); 

strcat(s,ss);

Вычисляем z-функцию построенной строки.

vector<int> res = z(s);

Выводим ответ – значения Z[2*len – 1], Z[2*len – 2], …, Z[len].
i = res.size() - 1; printf("%d",res[i]);

for(--i; i >= len; i--)

  printf(" %d",res[i]);

printf("\n");

1078. Степень строки

В векторе p строим префикс-функцию строки s.
vector<int> p;

char s[1000001];

Функция MaxBorderArray строит префикс-функцию строки s.

vector<int> MaxBorderArray(char *s)

Основная часть программы. Читаем входную строку s, вычисляем ее длину len. Вычисляем в массиве p префикс-функцию. 

while (gets(s) && strcmp(s,".")) 

{

  len = strlen(s);

  p = MaxBorderArray(s);

Вычисляем разницу между длиной слова и длиной самого длинного префикса строки s, совпадающей с ее суффиксом.

  k = len - p[len-1];

Если длина слова len не делится на полученную разницу k, то входная строка s не является степенью никакой строки. Иначе степень строки s равна len / k.

  if (len % k) n = 1; else n = len / k;

  printf("%d\n",n); 

}

1307. Наибольшая грань

Входная строка s содержит не более MAX = 1000010 символов. Префикс-функцию строим в массиве p.

#define MAX 1000010

char s[MAX];

int p[MAX];
Строим префикс-функцию для строки s длины n при помощи функции MaxBorderArray. Выводим длину наибольшей грани строки, которая находится в p[n – 1].

gets(s); n = strlen(s);

MaxBorderArray();

printf("%d\n",p[n-1]);

1308. Наибольшая грань подстроки

Входная строка s содержит не более MAX = 1000010 символов. Префикс-функцию строки s сохраняем в векторе p.

#define MAX 1000010

char s[MAX];

vector<int> p;

Строим префикс-функцию для строки s длины n при помощи функции MaxBorderArray. Вычисляем длину наибольшей грани среди всех граней подстрок S в переменной res.

gets(s); n = strlen(s);

p = MaxBorderArray(s);

for(i = 1; i < n; i++)

  if (res < p[i]) res = p[i];

printf("%d\n",res);

1309. Блоки строки

Входная строка s содержит не более 1000000 символов. z-функцию строки s сохраняем в векторе v.

vector<int> v;

char s[1000010];

Функция z строит и возвращает z-функцию для строки s.

vector<int> z(char *s)

Читаем входную строку s, вычисляем ее длину len. Строим z-функцию при помощи функции z. Выводим значения z-функции для всех позиций входной строки.

gets(s); len = strlen(s);

v = z(s);

printf("%d",v[0]);

for(i = 1; i < len; i++) printf(" %d",v[i]);

printf("\n");
1310. Наибольший блок

Входная строка s содержит не более 1000000 символов. z-функцию строки s сохраняем в векторе v.

vector<int> v;

char s[1000010];

Функция z строит и возвращает z-функцию для строки s.

vector<int> z(char *s)

Читаем входную строку s, вычисляем ее длину len. Строим z-функцию при помощи функции z. Находим длину res наибольшего блока строки s и выводим ее.

gets(s); len = strlen(s);

v = z(s); res = 0;

for(i = 1; i < len; i++)

  if (res < v[i]) res = v[i];

printf("%d\n",res);

1498. КМП

Первую строку text будем считать текстом, а вторую word - шаблоном. Хранить их будем соответственно в символьных массивах text и word. Массив p содержит значения префикс-функции шаблона, который заполняется функцией MaxBorderArray. В массиве pos будем хранить номера позиций, с которых строка word входит в строку text, в порядке возрастания.

#define MAX 50010

char text[MAX];

char word[MAX];

int p[MAX], pos[MAX];

Функция MaxBorderArray вычисляет в массиве p префикс - функцию строки s.

void MaxBorderArray(char *s)

Функция kmp реализует алгоритм Кнута-Морриса-Пратта. Все индексы начала вхождения строки word в текст text сохраняются в массиве pos.
void kmp(char *word, char *text)

{

  int i, j;

  int textLen = strlen(text), wordLen = strlen(word);

  MaxBorderArray(word);

  for(i = j = 0; i < textLen; i++)

  {

    while(j && (text[i] != word[j])) j = p[j - 1];

    if (text[i] == word[j]) j++;
Если индекс j дошел до последнего символа слова word (стал равным wordLen), то слово word найдено в тексте. При этом найденное слово начинается в позиции i – j + 1 (индексация начинается с нуля).

    if (j == wordLen) pos[ptr++] = i - j + 1;

  }

}

Основная часть программы. Читаем входные строки и запускаем алгоритм Кнута-Морриса-Пратта.

gets(text);

gets(word);

kmp(word,text);

Выводим найденные позиции совпадения.

for(i = 0; i < ptr; i++)

{

  if (i) printf(" ");

  printf("%d",pos[i]);

}

printf("\n");

1792. Поиск пароля

Занесем хеши всех подстрок длины n в массив H. Входную строку читаем в массив s.

vector<unsigned long long> H;

char s[1000010];

Читаем входные данные. Вычисляем длину len строки s.

while(scanf("%d ",&n) == 1)

{

  gets(s); len = strlen(s);

  H.clear();

Вычисляем хеш hash префикса строки s длины n. Заносим его в массив H. Установим p = 27n-1.
  for (p = 1, hash = i = 0; i < n; i++, p *= 27)

    hash = hash  * 27 + (s[i] - 'a' + 1);

  p /= 27; H.push_back(hash);

Вычисляем хеши всех подстрок длины n. Заносим их в массив H. 

  for(i = 0; i < len - n; i++)

  {

    hash %= p;

    hash = hash * 27 + s[i + n] - 'a' + 1;

    H.push_back(hash);

  }

Сортируем хеши.

  sort(H.begin(), H.end());

Ищем хеш hash, который чаще всего встречается в массиве H.

  for(d = i = 0; i < H.size(); i = j)

  {

    for(j = i; j < H.size() && H[j] == H[i]; j++);

    if (j  - i > d) d = j - i, hash = H[i];

  }

Выводим строку, соответствующую хешу hash.

  while(hash)

    printf("%c",hash/p + 'a' - 1), hash %= p, p /= 27;

  printf("\n");

}

2301. Иголка в стоге сена

Иголку будем хранить в символьном массиве word. Префикс - функцию для нее построим в массиве p.

#define MAX 10010

char word[MAX];

int p[MAX];

Функция MaxBorderArray вычисляет в массиве p префикс - функцию строки s.

void MaxBorderArray(char *s)

Функция kmp реализует алгоритм Кнута-Морриса-Пратта и выводит все начальные позиции совпадений. Шаблон (иголка) находится в массиве word. Текст имеет длину около 10 миллионов символов, считывается посимвольно.

void kmp(void)

{

  int i, j;

  char ch;

  scanf("%c",&ch);

  for(i = j = 0; ch != '\n'; i++)

  {

    while(j && (ch != word[j])) j = p[j - 1];

    if (ch == word[j]) j++;

Если найдено совпадение – выводим положение его первого символа.

    if (j == len)

      printf("%d\n",i - j + 1);

Читаем следующий символ стога (текста).

    scanf("%c",&ch);

  }

}

Основная часть программы. Функция MaxBorderArray вычисляет префикс-функцию, которая используется в КМП.
scanf("%d\n",&len);

while(1)

{

  gets(word); MaxBorderArray(word);

  kmp();

  if(scanf("%d\n",&len) != 1) break;

  printf("\n");

}

2303. Список телефонных номеров

Структура вершины бора имеет следующий вид. Алфавитом бора являются цифры от 0 до 9. Структура item содержит конструктор, который при создании вершины заносит -1 во все ее указатели. 

struct item

{

  int next[10];

  int leaf;

  item() 

  {

    for(size_t i = 0; i < 10; i++) next[i] = -1;

    leaf = 0;

  }

};

Бор хранится в массиве trie.
vector<item> trie;

Вставка номера телефона, который задается в строке s, в бор. Переменная flag устанавливается в 1, если обнаруживается несоответствие номеров.

void Insert(char *s)

{

  int i, v = 0;

  item temp;

  if (flag) return;

Проходим по всем символам слова s, вставляя его в бор.

  for (i = 0; i < strlen(s); ++i) 

  {

Если текущее слово s еще не обработано до конца, а мы уже находимся в вершине trie[v], являющейся концом некоторого другого слова t, то t является префиксом s. Набор телефонных номеров является несовместным, устанавливаем flag равным 1.

    if (trie[v].leaf) {flag = 1; return;}

    char c = s[i]-'0';

Если из теущей вершины trie[v] нет перехода по символу c, то создаем новую вершину бора.

    if (trie[v].next[c] == -1) 

    {

      trie[v].next[c] = trie.size();      

      trie.push_back(temp);

    }

Совершаем переход по символу c.

    v = trie[v].next[c];

  }

Обработка слова s закончена. Если из текущей вершины trie[v] можно попасть еще куда-нибудь (существует i, для которого trie[v].next[i] ≠ -1), то существует слово t, для которого s будет префиксом. Устанавливаем flag = 1.

  for(i = 0; i < 10; i++)

    if (trie[v].next[i] != -1) flag = 1;

Если обработка слова s закончена в вершине, которая уже является концом некоторого телефонного номера t, то номера s и t совпадают. 

  if (trie[v].leaf) flag = 1;

Отмечаем факт завершения обработки слова s в вершине trie[v].

  trie[v].leaf = true;

}

Основная часть программы. Читаем входные данные. 

scanf("%d",&t);

while(t--)

{

  scanf("%d\n",&n);

Чистим бор. Устанавливаем его длину равной единице: это единственная вершина – корень бора. Изначально все телефонные номера считаются совместимыми, присваиваем переменной flag значение 0.
  trie.clear(); trie.resize(1);

  flag = 0;

Читаем телефонные номера. Заносим их в бор. Даже если на каком-то этапе обнаружена несовместимость номеров – все равно следует дочитать номера до конца, так как входные данные содержат несколько тестов.

  for(i = 0; i < n; i++)

  {

    gets(number);

    Insert(number);

  }  

В зависимости от значения flag выводим ответ.

  if (flag) printf("NO\n"); else printf("YES\n");

}

Реализация при помощи класса

Объявим класс Node – вершина бора. Значение leaf = 1, если текущая вершина является концом какого-нибудь слова. Значение out = 1, если из текущей вершины имеются исходящие ребра (слово, заканчивающееся в текущей вершине, является префиксом некоторого другого слова).

class Node

{

public:

  int next[10];

  int out, leaf;

  Node() 

  {

    for(size_t i = 0; i < 10; i++) next[i] = -1;

    out = leaf = 0;

  }

};

Объявим класс Trie. Элементы бора храним в векторе trie.
class Trie

{

public:

  vector<Node> trie;

  Trie()

  {

    trie.clear();

    trie.resize(1);

  }

Вставка слова s в бор.

  void Insert(char *s)

  {

    int v = 0;

    for (int i = 0; i < strlen(s); ++i) 

    {

      char c = s[i]-'0';

      if (trie[v].next[c] == -1) 

      {

        trie[v].next[c] = trie.size();      

        trie[v].out++;

        trie.push_back(Node());

      }

      v = trie[v].next[c];

   }

   trie[v].leaf ++;

 }

Проверим, является ли набор слов в боре совместимым. То есть никакая вершина не должна быть окончанием более одного слова (trie[i].leaf ≤ 1). А также следует проверить, что никакое слово, оканчивающееся в вершине i, не является  префиксом никакого другого слова.

  int CheckTrie(void)

  {

    for(int i = 0; i < trie.size(); i++)

      if ((trie[i].leaf > 1) || ((trie[i].leaf == 1) && (trie[i].out))) 

        return 1;

    return 0;

  }

};

Создадим указатель на бор.

Trie *t;

Основная часть программы. Читаем входные данные. 

scanf("%d",&tests);

while(tests--)

{

  scanf("%d\n",&n);

Для каждого следующего теста создаем новый бор.

  t = new Trie();

Читаем входные номера телефонов, заносим их в бор.

  for(int i = 0; i < n; i++)

  {

    gets(number);

    t->Insert(number);

  }  

Проверяем набор телефонных номеров на совместимость.

  if (t->CheckTrie()) printf("NO\n"); else printf("YES\n");

}
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В конце 60-х годов под влиянием ЭВМ кибернетика окончательно сформировалась как наука физико-математического профиля с собственным предметом исследований – так называемыми кибернетическими системами.

Научный базис кибернетики пополнился теорией цифровых автоматов, основами программирования, теорией искусственного интеллекта, теорией проектирования ЭВМ, компьютерными технологиями разнообразных информационных процессов, которые обеспечили становление новой науки, получившей название "Computer Science" (компьютерная наука) в США и "информатика" в Европе.

Термин "информатика" касался науки о получении, передаче, сохранение и обработку информации. В свою очередь, ее разделяли на теоретическую и прикладную. Теоретическая информатика включала математическое моделирование информационных процессов. Прикладная информатика охватывала вопросы построения и проектирования ЭВМ, сетей, мультимедиа, компьютерные технологии информационных процессов и другие. Сегодня термин "информатика" постепенно заменяется более содержательным термином "информационные технологии", обозначающий, с одной стороны, разработку, проектирование и производство компьютеров, периферии и элементной базы для них, сетевого оборудования, алгоритмического и системного программного обеспечения, а с другой стороны – их применение в системах различного назначения.

Систематический подход к организации и развитию компьютерной инфраструктуры актуализировал необходимость подготовки кадров. Именно поэтому в Киевском университете в мае 1969 года был открыт факультет кибернетики – первый факультет соответствующего профиля в бывшем СССР, который вобрал в себя специальности компьютерного профиля.

Сегодня факультет кибернетики является крупнейшим в Киевском университете. Факультет состоит из 9 кафедр и 9 научно-исследовательских лабораторий, где работают 130 штатных преподавателей и научных (39 профессоров, докторов наук, 64 доцентов, кандидатов наук). На факультете обучается более тысячи студентов, а также около ста аспирантов и докторантов.

Цикл фундаментальных и профессионально ориентированных дисциплин, которые читаются студентам факультета кибернетики, состоит из нескольких блоков:

• математика: математический анализ, алгебра и геометрия, дискретная математика, теория вероятностей и математическая статистика, теория случайных процессов, дифференциальные уравнения; функциональный анализ, методы оптимизации, численные методы, теория алгоритмов и математическая логика, математическое моделирование, теория управления; численные методы и уравнения математической физики, теория функций комплексного переменного, модели и методы принятия решений, теория систем.

• информатика и компьютерные системы: программирование, теория программирования, практикум на ЭВМ, архитектура ЭВМ, базы данных и информационные системы, системное программирование, компьютерные сети, основы проектирования баз знаний, анализ данных, прикладные пакеты статистической обработки, компьютерная графика, интеллектуальные системы, теория вычислений, АСУ, защита информации.

• дисциплины социально-экономической направленности: математическая экономика, основы экологии; моделирование экономических, экологических и социальных процессов, эконометрика, теория экономического анализа, основы менеджмента, менеджерские системы, мировая экономика и международные экономические отношения, финансы, деньги и кредит, экономика предприятия, учет и аудит, микроэкономика, макроэкономика, маркетинг, страховое дело.
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приглашает абитуриентов на обучение по следующим направлениям (бакалаврат, 4 года):

	· прикладная математика 

· информатика
	· системный анализ 
· программная инженерия


и специальностям (магистратура, 2 года):

	· прикладная математика 

· информатика

· системный анализ
	· программное           

          обеспечение систем

· социальная информатика


прикладная математика – применение современных математических методов и средств решения научно-технических задач (кафедры вычислительной математики, моделирования сложных систем, исследование операций);

информатика – разработка архитектуры и программного обеспечения новейших компьютерных систем и комплексов, защита данных, искусственный интеллект, базы данных и знаний, применения информационных технологий в экономике и бизнесе (кафедры математической информатики, теоретической кибернетики, теории и технологии программирования);

системный анализ – использование современных информационных технологий и математического аппарата для анализа сложных систем в условиях неформального описания, неполноты информации, иерархичности и т.д. (кафедры прикладной статистики, системного анализа и теории принятия решений);

программная инженерия и программное обеспечение систем – конструирование информационно-аналитических программных систем, прежде всего для компьютерных сетей, задач мультимедиа и искусственного интеллекта, WEB-технологии, защита информации, языки программирования, распределенные системы (кафедра информационных систем).

Наши выпускники работают и проходят стажировку в ведущих компаниях мира:

Facebook, Google, Samsung, Microsoft, IBM, Yandex, EPAM Systems, Materialise

Изучи мир информационных технологий 

и получи высокооплачиваемую работу

вместе с факультетом кибернетики !!!
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