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Передмова
Усе більш масовим у світі стає Міжнародний конкурс з інфор-

матики та комп’ютерного мислення  «Бебрас» (у перекладі з литов-
ської – «Бобер»). Міжнародний оргкомітет вибрав таку офіційну 
назву, визнаючи заслуги інформатиків Литви у створенні та попу-
ляризації конкурсу в усьому світі. 

У конкурсі «Бебрас–2017» узяли участь понад 2 мільйони 
160  тисяч учнів із 44-х країн світу. В Україні конкурс пройшов удеся-
те. Детальніше – у статті «Конкурс «Бебрас–2017» у світі та Україні».

Уже чотири роки у м. Львові проводиться Осіння школа програ-
мування для переможців конкурсу «Бебрас». Остання школа від-
булась 13–19 жовтня 2017 року.

Цього разу в ній узяли участь 27 учнів із 9 областей України 
(Дніпропетровської, Закарпатської, Івано-Франківської, м. Києва, 
Кіровоградської, Львівської, Полтавської, Сумської, Чернігівської).

Упродовж 7 днів Школи учасники навчалися й удосконалювали 
свої знання з програмування. Заняття проводили досвідчені викла-
дачі, автори відомих книг із програмування та задач Всеукраїн-
ських олімпіад і турнірів:
Сергій Жуковський, доцент Житомирського державного універси-
тету;
Ілля Порубльов, старший викладач Черкаського національного уні-
верситету;
Ірина Скляр, викладач Київського природничо-наукового ліцею.

Заняття проводились паралельно у двох групах:
1-ша група – переможці обласних і Всеукраїнських олімпіад.
Теми занять:
1-й день – Ілля Порубльов. Обчислювальна геометрія.
2-й день – Ілля Порубльов. Злиття та два вказівники.
3-й день – Сергій Жуковський. Дерево Фенвіка та дерево відрізків.

2-га група – учні, які роблять перші кроки в олімпіадному про-
грамуванні.

Теми занять:
1-й день – Ірина Скляр. Теорія чисел.
2-й день – Сергій Жуковський. Бінарні операції.
3-й день – Ірина Скляр. Динамічне програмування.
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В останній день була проведена олімпіада.
Її переможцями стали:

11-й клас
1. Нікіта Пупов (СЗШФМП № 12, м. Чернігів).
2. Лев Потьомкін (ПНЛ № 145, м. Київ).
3. Станіслав Домбровський (СШ № 5, м. Івано-Франківськ).

10-й клас
1. Борис Нижник (ПНЛ № 145, м. Київ).
2. Андрій Затилюк (УФМЛ, м. Київ).
3. Дмитро Столинець (СЗШФМП № 12, м. Чернігів).

9-й клас
1. Дар’я Нємкевич (СЗШФМП № 12, м. Чернігів).
2. Владислав Москаленко (Олександрійський ЛІТ, Кірово-

градська обл.).
3. Андрій Семенистий (Шосткинський НВК, Сумська обл.).

Вісім учнів цьогорічної Школи стали учасниками 4-го туру Все-
української олімпіади з інформатики 2018 року, п’ятеро з них – 
Борис Нижник, Лев Потьомкін, Нікіта Пупов, Дар’я Нємкевич і 
Владислав Москаленко стали призерами.

У статтях авторів цієї книжки подано теоретичний матеріал і 
задачі, які опрацьовувались слухачами Школи. Ці матеріали будуть 
корисними вчителям інформатики й учням під час вивчення основ 
програмування та підготовки до олімпіад.
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Сергій Жуковський. Дерево Фенвіка та дерево відрізків

Сергій Жуковський, кандидат педагогічних наук, доцент 
кафедри прикладної математики та інформатики Житомирського 
державного університету імені Івана Франка.

Дерево Фенвіка. Дерево відрізків
Обчислення суми елементів масиву на певному інтервалі є по-

пулярною задачею. Досить часто потрібно проводити статистичну 
обробку баз даних за певні періоди. Наприклад, знаходити критичні 
значення на інтервалах (максимальні, мінімальні значення курсу 
валют, цін на певні продукти, сумарні прибутки товарів за певні пе-
ріоди, тощо). Такі запити часто задають користувачі різних сайтів.

Розглянемо одну задачу такого типу. Є статичний (незмінний) 
масив чисел, і багато запитів на підрахунок суми елементів цього 
масиву на деяких інтервалах від L до R.

Повний перебір усіх елементів масиву доречно робити тільки 
один раз, коли розмір масиву і кількість запитів у межах до 106,  
алгоритм повного перебору всіх елементів для кожного запиту пра-
цюватиме повільно, кількість операцій становитиме 1012 операцій.

Нехай задано такий масив:
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
2 3 1 5 4 5 3 2 1 2 3 4 3 2 4 3 4 3 4 1

Для прискорення виконання цієї задачі створимо масив частко-
вих сум:
і-тий елемент цього масиву – сума всіх елементів заданого масиву 
від першого до і-того включно. Це можна реалізувати за n операцій.

for(i=0;i<=n;i++)
 b[i]=b[i-1]+a[i];
В утвореній таблиці кожен запит можна виконати за одну опе-

рацію.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
2 5 6 11 15 20 23 25 26 28 31 35 38 40 44 47 51 54 58 59

S = b[R] – b[L – 1].
Ускладнимо задачу.
Додамо запити на зміну елементів масиву. Будемо замінювати 

елементи масиву з номером t на значення v. Якщо запити зміни 
елементів та обчислення суми на інтервалі проходитимуть упере-
мішку, то використовуючи цей метод, доведеться постійно робити 
перерахунок масиву часткових сум.
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Сергій Жуковський. Дерево Фенвіка та дерево відрізків

Для швидкої реалізації перерахунку сум можна використати дві 
структури даних: дерево Фенвіка та дерево відрізків.

Дерево Фенвіка
Для реалізації цього методу Фенвік запропонував дві побітові 

функції. 
X | (X + 1) – побітове АБО
та X & (X + 1) – 1 
Наприклад, розглянемо функцію FD(X) = X | (X + 1). Застосує-

мо її для деяких чисел FD(1) = 3; FD(3) = 7; FD(7) = 15; (ці числа 
можна представити у вигляді 2n – 1).

FD(4) = 5; FD(5) = 7; FD(6) = 7; FD(8) = 9; FD(9) = 11; 
FD(10) = 11; FD(11) = 15;

Для кращого розуміння обчислень наводимо таблицю двійково-
го представлення десяткових чисел:

0 00000
1 00001
2 00010
3 00011
4 00100
5 00101
6 00110
7 00111
8 01000
9 01001
10 01010
11 01011
12 01100
13 01101
14 01110
15 01111
16 10000
17 10001
18 10010
19 10011
20 10100

Можна помітити, що значення функції – це число, у якому  
останній нуль аргумента в двійковому записі замінюється на 1.  
Якщо виконати цю функцію над будь-яким числом, то за декілька 
операцій утворимо число, яке можна представити у вигляді 2n – 1.
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Сергій Жуковський. Дерево Фенвіка та дерево відрізків

Будуємо дерево Фенвіка (новий масив) таким чином. Спочатку 
цей масив порожній. Далі послідовно кожний елемент А[i] почат-
кового масиву додаємо до елементів дерева Фенвіка з номерами i, 
FD(i), FD(FD(i)) і т. д. Тобто, номер кожної наступної комірки ре-
курсивно визначається функцією FD.

Наприклад, на першій ітерації в усі комірки з номерами, які 
можна представити у вигляді 2n – 1, додаємо перше число.

На другій ітерації елемент А[1] = 3 додаємо у комірки з номера-
ми 1, 3, 7, 15. На третій ітерації елемент А[2] = 1 додаємо у комірки 
з номерами 2, 3, 7, 15.

Після заповнення масиву таким чином у кожній комірці з номе-
ром 2n – 1 знаходитиметься сума всіх елементів масиву від початку 
до даного елемента включно:
№ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
A 2 3 1 5 4 5 3 2 1 2 3 4 3 2 4 3
1 2 2 2 2 2
2 5 5 5 5
3 1 6 6 6
4 11 11 11
5 4 4 15 15
6 9 20 20
7 3 23 23
8 25 25
9 1 1 1 26
10 3 3 28
11 3 6 31
12 10 35
13 3 3 38
14 5 40
15 4 44
16 47
t 2 5 1 11 4 9 3 25 1 3 3 10 3 5 4 47

void modif(int i, int d)
{
 while (i<n)  
 {
  t[i]+=d;
  i=i|(i+1);
 }
}
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Сергій Жуковський. Дерево Фенвіка та дерево відрізків

Наступне завдання – швидко знайти суму елементів від будь-
якого елемента до найближчого меншого елемента з номером 2n – 1.

Розглянемо другу функцію Фенвіка. FU(x) = X & (X + 1) – 1.
Функція FU(x) від будь-якого x, яке можна представити у ви-

гляді 2n – 1, дорівнює –1.
FU(12) = 11; FU(11) = 7; FU(10) = 9; FU(9) = 7; FU(8) = 7; 

FU(6) = 5; FU(5) = 3; FU(2) = 1.
Коли просумуємо всі числа масиву t від даного індексу, прой-

шовши по елементах функції FU(x), то отримаємо суму всіх елемен-
тів масиву А від початку до даного елемента.

int suma(int r)
{
 int result =0;
 while(r>=0)
 {
  result+=t[r];
  r=(r&(r+1))-1;
 }
 return result;
}

Для пошуку суми елементів масиву на проміжку від L до R по-
трібно знайти різницю sum(R) – sum(L – 1).

Складність роботи алгоритму побудови дерева Фенвіка 
O(N * log(N)).

Складність заміни елемента масиву (модифікації дерева Фенвіка) 
O(log(N)).

Складність пошуку суми елементів масиву з використанням де-
рева Фенвіка 2*O(log(N)).

Розбір задач
Побудова дерева Фенвіка
https://www.e-olymp.com/uk/problems/8247
Задано масив A з n натуральних чисел. Побудуйте дерево Фенвіка 

і виведіть масив після кожної ітерації додавання елемента до дерева.
Вхідні дані
У першому рядку знаходиться розмір масиву n (1 ≤ n ≤ 100). 

У наступному рядку знаходяться n натуральних чисел – елементи 
масиву A (1 ≤ Ai ≤ 109).
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Сергій Жуковський. Дерево Фенвіка та дерево відрізків

Вихідні дані
Виведіть n рядків, у кожному з яких виведіть n чисел – масив 

після чергової ітерації додавання елемента до дерева Фенвіка.

Вхідні дані Вихідні дані
6
5 4 4 2 3 1

5 5 0 5 0 0 
5 9 0 9 0 0 
5 9 4 13 0 0 
5 9 4 15 0 0 
5 9 4 15 3 3 
5 9 4 15 3 4

Використаємо  функцію modif для побудови дерева Фенвіка.  
Під час зчитування кожного елемента масиву викликатимемо функ-
цію modif, і після кожного виклику функції modif виводитимемо 
масив, у якому зберігається дерево Фенвіка.

#include<bits/stdc++.h>
#define ll longlong
using namespace std;
ll a[105];
ll t[105]={0};
ll n=20;
void modif(ll i,ll d)
{
 while (i<n)
 {
  t[i]+=d;
  i=i|(i+1);
 }
}
void out(ll *mas,ll n)
{
 for(ll i=0;i<n;i++)
 cout<<mas[i]<<» «;
 cout<<endl;
}

int main()
{
 ll q,i;
 cin>>n;
 for(i=0;i<n;i++)
 cin>>a[i]; 
 for(ll i=0;i<n;i++)
 {
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Сергій Жуковський. Дерево Фенвіка та дерево відрізків

  modif(i,a[i]);
  out(t,n);
 }
return0;
}

Дмитрик і масив
https://www.e-olymp.com/uk/problems/2941
Мама подарувала Дмитрику масив довжиною n. Масив цей 

не простий, а особливий. Дмитрик може вибрати два числа i та d 
(1 ≤ i ≤ n, 1000 ≤ d ≤ 1000) й елемент з індексом i магічно стає рівним d. 
Дмитрик бавиться зі своїм масивом, а мама час від часу ставить йому 
запитання — яка сума всіх чисел масиву з індексами від f до t? Дми-
трик легко справився з цими запитаннями, а чи зможете ви?

Вхідні дані
У першому рядку знаходиться два цілих числа n та q 

(1 ≤ n ≤ 5 * 105, 1 ≤ q ≤ 105) – кількість елементів у масиві й сумарна 
кількість операцій та запитів відповідно. У наступному рядку зада-
но n чисел a1, a2, ..., an  (–1000 ≤ ai ≤ 1000) – початковий стан масиву. 
У наступних q рядках задані операції та запити. Перший символ у 
рядку може бути = або ?. Якщо рядок починається із символа «=», 
то це операція присвоювання. Далі йдуть значення i та d. Якщо 
рядок починається із символа «?», то це запит. Далі йдуть числа f 
і t (1 ≤ f, t ≤ n).

Вихідні дані
Для кожного запиту виведіть суму чисел у масиві з індексами 

від f до t, по одному результату в рядку.

Вхідні дані Вихідні дані
3 3
1 2 3
? 1 3
= 3 2
? 1 3

6
5

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;
int a[500004];
int t[500005]={0};
int n=20;
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Сергій Жуковський. Дерево Фенвіка та дерево відрізків

int suma(int r)
{
 int result =0;
 while(r>=0)
 {
  result+=t[r];
  r=(r&(r+1))-1;
 }
 return result ;
}
void modif(int i,int d)
{
 while (i<n)
 {
  t[i]+=d;
  i=i|(i+1);
 }
}
void set_f(intind, intval)
{
 int d = val-a[ind];
 a[ind] = val;
 modif(ind,d);
}

int main()
{
 int q,i;
 cin>>n>>q;
 for(i=0;i<n;i++)
 cin>>a[i]; 
 for(int i=0;i<n;i++)
 modif(i,a[i]);
 int u,v;
 char c;
 for(i=0;i<q;i++)
 {
  cin>>c>>u>>v;
  if(c==’?’)
  cout<<(suma(v-1)-suma(u-2))<<endl;  
  else
  {
    set_f(u-1,v);
  }
 }
 return 0;
}
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Сергій Жуковський. Дерево Фенвіка та дерево відрізків

Дерево відрізків
Дерево відрізків – це структура даних, що містить дані про ма-

сив і дає можливість швидко (за log) змінювати елемент масиву та 
швидко (за log) знаходити суму, максимальний, мінімальний еле-
менти масиву.

Для реалізації дерева відрізків використовується масив розмі-
ром 4*N, де N – розмір масиву, над яким виконуються операції.

Принцип побудови дерева відрізків такий. В першу комірку де-
рева помістимо суму всього масиву з інтервалу від 1 до N, в другу і 
третю відповідно суму першої половини масиву (від 1 до N/2) дру-
гої половини (від N/2 + 1 до N) і т. д. 

Побудова дерева відрізків відбувається рекурсивно.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 3 1 5 4 5 3 2 1 2

void build(int v,int TL,int TR)
{
 if(TL==TR) T[v]=a[TL];
 else
 {
  int m=(TL+TR)/2;
  build(2*v,TL,m);
  build(2*v+1,m+1,TR);
  T[v]=T[2*v]+T[2*v+1];
 }
}
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Масив а – вхідний масив, над яким виконуються операції зміни 
масиву та пошук відповідно суми, мінімуму та максимуму. 

Масив T – дерево відрізків.
V – вершина дерева відрізків, якій відповідає відрізок [TL, TR].
Із кожної вершини відрізок поділяється на дві половини. 

int m=(TL+TR)/2;

І рекурсивно заходимо у вершини з номерами 2*v та 2*v+1;

build(2*v,TL,m);
build(2*v+1,m+1,TR);

Коли довжина відрізка дорівнює 1, тоді додаємо у відповідну 
вершину дерева значення елемента масиву. 

Після того як опрацюємо ліву та праву гілки з даної вершини, 
у дану вершину занесемо суму (максимум, мінімум) лівої та правої 
гілок відповідно.

Побудова дерева відбувається за О(N) операцій.
Зміна елемента масиву потребує оновлення дерева. Для цього 

потрібно спуститися до листка дерева, змінити цю вершину (лис-
ток) і в зворотному порядку оновити дерево.

Функція оновлення дерева відрізків:

void update(int v,int TL,int TR, intnum, intval)
{
 if(TL==TR) T[v]= val;
 else
 {
  int m = (TL+TR)/2;
  if (num <= m) update(2*v,TL,m,num,val);
  elseupdate(2*v+1,m+1,TR,num,val);
  T[v] = T[2*v] + T[2*v+1];
 }
 
}

num – номер елемента масиву, який потрібно змінити;
val – нове значення елемента масиву.

Для пошуку суми (максимуму, мінімуму) використовують 
функцію:
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int sum(int v,int TL,int TR,int l,int r)
{
 if(l>r) return0;   //(1)
 if(TL==l&&TR==r) return T[v];
 else
 {
  int m=(TL+TR)/2;
  returnsum(2*v,TL,m,l,min(m,r)) + 
sum( 2 * v + 1, m + 1 , TR, max( m+1, l), r);   //(2)
 }
}

Для пошуку мінімуму (1) фунція повертає ∞, для максимуму 
–∞, а в (2) відповідно мінімум і максимум відповідних елементів.

Задачі 
Розв’язок задачі «Дмитрик і масив» із застосуванням дерева 

відрізків.

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;
int a[500006], T[2000005];
void build(int v,int TL,int TR)
{
 if(TL==TR) T[v]=a[TL];
 else
 {
  int m=(TL+TR)/2;
  build(2*v,TL,m);
  build(2*v+1,m+1,TR);
  T[v]=T[2*v]+T[2*v+1];
 }
}

int sum(int v,int TL,int TR,int l,int r)
{
 if(l>r) return 0;
 if(TL==l&&TR==r) return T[v];
 else
 {
  int m=(TL+TR)/2;
  return sum(2*v,TL,m,l,min(m,r)) + sum( 2 * v + 1, m + 1 ,  

   TR, max( m+1, l), r);
 }
}
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void update(int v,int TL,int TR, intnum, intval)
{
 if(TL==TR) T[v]= val;
 else
 {
  int m = (TL+TR)/2;
  if ( num<= m) update(2*v,TL,m,num,val);
  else update(2*v+1,m+1,TR,num,val);
  T[v] = T[2*v] + T[2*v+1];
 }
 
}

int main()
{
 freopen(«input.txt»,»r»,stdin);
 freopen(«output.txt»,»w»,stdout);
 int n,i,k;
 cin>>n>>k;
 for(i=1;i<=n;i++)
 cin>>a[i];
 build(1,1,n);
 for(i=0;i<k;i++)
 {
  char t;
  int u,v;
  cin>>t>>u>>v;
  if(t==’=’) update(1,1,n,u,v);
  elsecout<<sum(1,1,n,u,v)<<endl;
 } 
 return 0;
}

Пригоди Незнайка та його друзів
Усі ми пам’ятаємо історію про те, як Незнайко зі своїми друзями 

подорожували на повітряній кулі. Але не всі чоловічки помістились 
у кулі, тому що у неї була обмежена вантажопідйомність.

У цій задачі вам необхідно визначити, скільки чоловічків поле-
тіло подорожувати. Відомо, що посадка у кулю не є оптимальною, 
а саме: чоловічки сідають у кулю у тій черзі, у якій вони стоять, як 
тільки комусь із них не вистачає місця, він і усі чоловічки, що за-
лишились у черзі, повертаються і йдуть додому.

Вхідні дані
У першому рядку міститься кількість чоловічків n (1 ≤ n ≤ 106) 

у Квітковому місті. У другому рядку вага кожного з чоловічків 
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у тому порядку, у якому вони сідатимуть у кулю. Усі ваги – на-
туральні числа і не перевищують 109. Далі йде кількість запитів 
m (1 ≤ m ≤ 105). Кожен запит являє собою один рядок. Якщо 
перше число у рядку дорівнює одиниці, то далі йде ще одне число 
v (1 ≤ v ≤ 109) – вантажопідйомність повітряної кулі. Якщо ж ря-
док починається з двійки, то далі йде два числа x (1 ≤ x ≤ n) та y 
(1 ≤ y ≤ 109) – це означає, що вага чоловічка, який стоїть на позиції 
x, тепер дорівнює y.

Вихідні дані
Для кожного запиту, що починається з одинички, виведіть в 

окремому рядку кількість чоловічків, які помістились у кулю.

Вхідні дані Вихідні дані
5
1 2 3 4 5
5
1 7
1 3
2 1 5
1 7
1 3

3
2
2

Розв’язання
Побудуємо дерево відрізків для вхідного масиву. Для зміни ма-

сиву використаємо оновлення масиву, а для пошуку кількості чо-
ловічків, які помістяться в кулю, опускатимемося по дереву в най-
лівішу вершину кожного рядка, у якій сума більша за допустиму. 
Вершина, у якій зупинимося, це номер першого учасника, який не 
поміститься в кулю.

#include<bits/stdc++.h>
#include<vector>
using namespace std;
long long a[1000001], o, t[4000004]={0};

void build (long long v, long long tl, long long tr)
     {
if (tl==tr) t[v]=a[tl];
else {
int m=(tl+tr)/2;
build (2*v, tl, m);
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build (2*v+1, m+1, tr);
          t[v]=t[2*v]+t[v*2+1];
          }
     }

void up(long long v, long long tl, long long tr, long long new_, long long pos)
     {
if (tl==tr) t[v]=new_;
else  {
int m=(tr+tl)/2;
if (pos<=m)
up(2*v, tl, m, new_, pos);
else up(2*v+1, m+1, tr, new_, pos);
            t[v]=t[2*v]+t[2*v+1];
         }
     }

long long sum (long long v, long long tl, long long tr, long long M)
     {

if(tl==tr)  return tl;
int m=(tl+tr)/2;
if (t[2*v]>M) return sum(v*2,tl, m, M);
else return sum(2*v+1, m+1, tr,M-t[2*v]);

     }

int main()

{  long long k, q, x, y, n, i;

cin>>n;
for (i=1; i<=n; ++i)
cin>>a[i];
        n++;
        a[n]=2000000000;
build(1, 1, n);
cin>>q;
for (i=0; i<q; ++i)
    {
cin>>k;
if (k==1) { cin>>x; cout<<sum(1, 1, n, x)-1<<»\n»;}
if (k==2) {cin>>x>>y; up(1, 1, n, y, x);}
    }
return 0;

}
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Максимальна сума
Задано послідовність цілих чисел a1, a2, ..., an (0 ≤ ai ≤ 108 , 

2 ≤ n ≤ 105). До неї застосовуються операції двох типів:
Update:
Операція позначається символом «U», за яким слідують два 

цілі числа i та x.
U i x, 1 ≤ i ≤ n та 0 ≤ x ≤ 108

Ця операція встановлює значення ai рівним x.
Query:
Операція позначається символом «Q», за яким слідують два 

цілі числа i та j.
Q x y, 1 ≤ x < y ≤ n
Необхідно знайти такі i та j, що x ≤ i, j ≤ y та i ≠ j, для яких 

сума ai + aj максимальна. Вивести значення суми ai + aj.
Вхідні дані
Перший рядок містить довжину послідовності n. Наступний ря-

док містить n цілих чисел ai. Наступний рядок містить кількість за-
питів q (q ≤ 105). Далі q рядків описують операції, що виконуються 
на послідовності.

Вихідні дані
Для кожної Query операції вивести значення максимальної суми.

Вхідні дані Вихідні дані
5
1 2 3 4 5
6
Q 2 4
Q 2 5
U 1 6
Q 1 5
U 1 7
Q 1 5

7
9
11
12

Розв’язання
Для побудови дерева в кожній вершині зберігатимемо два мак-

симуми. У листку – це буде елемент масиву та –∞. Для кожного 
наступного елемента шукатимемо два максимуми серед чотирьох 
значень.
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#include<bits/stdc++.h>
#define MAXN 100005

using namespace std;
struct MM
{
 int m1,m2;
};
MM t[4*MAXN];

void build(int a[], int v, int tl, int tr)
{
 if(tl==tr) {t[v].m1=a[tl]; t[v].m2 = -1;}
 else{
  int tm=(tl+tr)/2;
  build(a,2*v,tl,tm);
  build(a,2*v+1,tm+1,tr);
  int x[4]={ t[2*v].m1, t[2*v].m2, t[2*v+1].m1, t[2*v+1].m2};
  sort(x,x+4);
  t[v].m1=x[3];
  t[v].m2=x[2]; 
 }
}

MM sum_build(int v,int tl,int tr,int l,int r)
{
 if(l>r) {
   MM temp; temp.m1=temp.m2=-1;
 return temp;
 }
 if(l==tl&&r==tr) 
 {
 return t[v];
    }
 int tm=(tl+tr)/2;
 MM L = sum_build(2*v ,tl, tm,l, min(r,tm));
 MM R = sum_build(2*v+1,tm+1,tr , max (l,tm+1), r );
 int temp[]={L.m1,L.m2,R.m1,R.m2};
 sort(temp,temp+4);
 MM res;
 res.m1=temp[3];res.m2=temp[2];
 return res;
}

void update(int v,int tl,int tr,int pos,int new_val)
{
 if(tl==tr) 
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 {
 t[v].m1=new_val;
 t[v].m2=-1;
 }
 else
 {
 int tm = (tl+tr)/2;
 if(pos<=tm)
 update(2*v,tl,tm,pos,new_val);
 else
 update(2*v+1,tm+1,tr,pos,new_val);
 int temp[]={t[2*v].m1,t[2*v].m2,t[2*v+1].m1,t[2*v+1].m2};
 sort(temp,temp+4);    
    t[v].m1=temp[3]; 
    t[v].m2 =temp[2];
 }
}

int main()
{
 
 int n=10,l,r,q,i;
 char c;
int a[MAXN]={1,2,4,3,5,4,3,2,3,4};
scanf(«%d»,&n);
for(i=0;i<n;i++)
scanf(«%d»,&a[i]);
build(a,1,0,n-1);
scanf(«%d»,&q);
for(i=0;i<q;i++)
 {
 scanf(« %c %d %d»,&c,&l,&r);
 if(c==’Q’) 
 {
  MM res=sum_build(1,0,n-1,l-1,r-1);
  cout<<res.m1+res.m2<<endl;
 }
 else
 {
 update(1,0,n-1,l-1,r);
 }
 }
return 0;
}
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(𝑥𝑥; 𝑦𝑦)

(𝐴𝐴𝑥𝑥;𝐴𝐴𝑦𝑦) (𝑥𝑥𝐴𝐴; 𝑦𝑦𝐴𝐴)

𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝐴𝐴

𝐵𝐵

|𝐴𝐴𝑦𝑦 −𝐵𝐵𝑦𝑦|

|𝐴𝐴𝑥𝑥 −𝐵𝐵𝑥𝑥|

(𝐴𝐴𝑥𝑥;𝐴𝐴𝑦𝑦) (𝐵𝐵𝑥𝑥;𝐵𝐵𝑦𝑦) 𝑑𝑑(𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵)
|𝐴𝐴𝐵𝐵|

𝑑𝑑(𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵) =
√︁

(𝐴𝐴𝑥𝑥 −𝐵𝐵𝑥𝑥)2 + (𝐴𝐴𝑦𝑦 −𝐵𝐵𝑦𝑦)2.

(𝑑𝑑(𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵))2 = |𝐴𝐴𝑥𝑥 −𝐵𝐵𝑥𝑥|2⏟  ⏞  
=(𝐴𝐴𝑥𝑥−𝐵𝐵𝑥𝑥)2

+ |𝐴𝐴𝑦𝑦 −𝐵𝐵𝑦𝑦|2⏟  ⏞  
=(𝐴𝐴𝑦𝑦−𝐵𝐵𝑦𝑦)2

�⃗�𝑎

|𝑎𝑎| 𝑙𝑙𝑎𝑎
𝛼𝛼

Обчислювальна геометрія
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𝑂𝑂𝑂𝑂
±2𝜋𝜋 ±4𝜋𝜋

(𝑎𝑎𝑥𝑥; 𝑎𝑎𝑦𝑦)

𝑎𝑎𝑥𝑥 = 3 𝑎𝑎𝑦𝑦 =−1
√
10

arctg −1
3 ≈−0,32

(𝑎𝑎𝑥𝑥; 𝑎𝑎𝑦𝑦)

|𝑎𝑎| 𝛼𝛼
(𝑎𝑎𝑥𝑥, 𝑎𝑎𝑦𝑦)

𝑎𝑎𝑥𝑥 = |𝑎𝑎| · cos𝛼𝛼; 𝑎𝑎𝑦𝑦 = |𝑎𝑎| · sin𝛼𝛼𝛼

|𝑎𝑎| =
√︁
𝑎𝑎2𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑦𝑦; 𝛼𝛼 = (𝑎𝑎𝑦𝑦, 𝑎𝑎𝑥𝑥)𝛼

𝑦𝑦 𝑥𝑥
−𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�𝜋𝜋

(3, 3)= 𝜋𝜋
4

(−5,−5)=− 3𝜋𝜋
4

3
3
= −5

−5
=1 𝑥𝑥=0

𝑃𝑃 𝑄𝑄

�⃗�𝑎

𝑄𝑄

𝑃𝑃

𝑃𝑃𝑥𝑥 =−2 𝑃𝑃𝑦𝑦 =2
𝑄𝑄𝑥𝑥 =4 𝑄𝑄𝑦𝑦 =−1
𝑎𝑎𝑥𝑥 =6 𝑎𝑎𝑦𝑦 =−3

(𝑃𝑃𝑥𝑥;𝑃𝑃𝑦𝑦) (𝑄𝑄𝑥𝑥;𝑄𝑄𝑦𝑦)−−→
𝑃𝑃𝑄𝑄 𝑃𝑃 𝑄𝑄−−→

𝑃𝑃𝑄𝑄 𝑄𝑄𝑥𝑥 − 𝑃𝑃𝑥𝑥;𝑄𝑄𝑦𝑦 − 𝑃𝑃𝑦𝑦)

�⃗�𝑎 𝑃𝑃
(𝑃𝑃𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑥𝑥;𝑃𝑃𝑦𝑦 + 𝑎𝑎𝑦𝑦)

(𝑎𝑎𝑥𝑥; 𝑎𝑎𝑦𝑦) �⃗�𝑎 (𝑃𝑃𝑥𝑥;𝑃𝑃𝑦𝑦)
𝑃𝑃
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�⃗�𝑎 �⃗�𝑏 �⃗�𝑎 �⃗�𝑏

�⃗�𝑎+ �⃗�𝑏 �⃗�𝑎

�⃗�𝑏 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑥𝑥; 𝑎𝑎𝑦𝑦 + 𝑏𝑏𝑦𝑦)

𝑘𝑘 �⃗�𝑎 𝑘𝑘 · �⃗�𝑎
𝑘𝑘 · 𝑎𝑎𝑥𝑥; 𝑘𝑘 · 𝑎𝑎𝑦𝑦)

|𝑘𝑘| · 𝑙𝑙𝑎𝑎 𝑘𝑘 𝑘 0 𝑘𝑘 · �⃗�𝑎
�⃗�𝑎 𝑘𝑘 𝑘 0
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�⃗�𝑎 �⃗�𝑏 �⃗�𝑎 · �⃗�𝑏

|𝑎𝑎| · |𝑏𝑏| · cos(𝛽𝛽 − 𝛼𝛼) |𝑎𝑎| |𝑏𝑏| 𝛼𝛼 𝛽𝛽

𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑏𝑏𝑦𝑦

cos(𝛽𝛽−𝛼𝛼)
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𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑏𝑏𝑦𝑦 =
= (|𝑎𝑎| cos𝛼𝛼)(|𝑏𝑏| cos𝛽𝛽) + (|𝑎𝑎| sin𝛼𝛼)(|𝑏𝑏| sin𝛽𝛽) =

= |𝑎𝑎| · |𝑏𝑏| ·
(︀
cos𝛼𝛼 cos𝛽𝛽 + sin𝛼𝛼 sin𝛽𝛽

)︀
=

= |𝑎𝑎| · |𝑏𝑏| ·
(︀
cos𝛽𝛽 cos𝛼𝛼+ sin𝛽𝛽 sin𝛼𝛼

)︀
=

= |𝑎𝑎| · |𝑏𝑏| · cos(𝛽𝛽 − 𝛼𝛼).

�⃗�𝑎

�⃗�𝑏

𝛽𝛽 𝛼𝛼

𝛽𝛽 − 𝛼𝛼𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑏𝑏𝑦𝑦 = |𝑎𝑎| · |𝑏𝑏| · cos(𝛽𝛽−𝛼𝛼)

𝛽𝛽−𝛼𝛼 �⃗�𝑎 �⃗�𝑏

𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑦𝑦 − 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑏𝑏𝑥𝑥

�⃗�𝑎 × �⃗�𝑏
6 · 7 6 × 7
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�⃗�𝑎 · �⃗�𝑏 �⃗�𝑎 × �⃗�𝑏

𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑦𝑦 − 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑏𝑏𝑥𝑥 =
= (|𝑎𝑎| cos𝛼𝛼)(|𝑏𝑏| sin𝛽𝛽)− (|𝑎𝑎| sin𝛼𝛼)(|𝑏𝑏| cos𝛽𝛽) =

= |𝑎𝑎| · |𝑏𝑏| ·
(︀
cos𝛼𝛼 sin𝛽𝛽 − sin𝛼𝛼 cos𝛽𝛽

)︀
=

= |𝑎𝑎| · |𝑏𝑏| ·
(︀
sin𝛽𝛽 cos𝛼𝛼− sin𝛼𝛼 cos𝛽𝛽

)︀
=

= |𝑎𝑎| · |𝑏𝑏| · sin(𝛽𝛽 − 𝛼𝛼)

0 < 𝜙𝜙 < 𝜙𝜙
(−𝜙𝜙)< 𝜙𝜙 < 0 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑦𝑦 − 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑏𝑏𝑥𝑥

�⃗�𝑎 �⃗�𝑏

�⃗�𝑎 �⃗�𝑏

𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑦𝑦 − 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑏𝑏𝑥𝑥 △𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴

−−→
𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴 − 𝐴𝐴
−→
𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴 − 𝐴𝐴



27

Ілля Порубльов. Обчислювальна геометрія

𝑆𝑆△𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒
−−→
𝐴𝐴𝐴𝐴 ×−→

𝐴𝐴𝐴𝐴

2

⃒⃒
⃒⃒
⃒ .

√︀
𝑝𝑝(𝑝𝑝− 𝑎𝑎)(𝑝𝑝− 𝑏𝑏)(𝑝𝑝− 𝑐𝑐)

𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐷𝐷

𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐷𝐷

−−→
𝐴𝐴𝐴𝐴

−→
𝐴𝐴𝐴𝐴

−−→
𝐴𝐴𝐷𝐷−−→

𝐴𝐴𝐴𝐴
−→
𝐴𝐴𝐴𝐴

−−→
𝐴𝐴𝐷𝐷−−→

𝐴𝐴𝐴𝐴 ×−→
𝐴𝐴𝐴𝐴 ̸= 0

−−→
𝐴𝐴𝐴𝐴 ×−−→

𝐴𝐴𝐷𝐷 ̸= 0 𝐴𝐴

𝐷𝐷 𝐴𝐴𝐴𝐴
−−→
𝐴𝐴𝐴𝐴 × −→

𝐴𝐴𝐴𝐴
−−→
𝐴𝐴𝐴𝐴 × −−→

𝐴𝐴𝐷𝐷

𝐴𝐴

𝐴𝐴
𝐴𝐴

𝐷𝐷
𝐴𝐴

𝐴𝐴

𝐴𝐴

𝐷𝐷
𝐴𝐴

𝐴𝐴

𝐴𝐴

𝐷𝐷

−→
𝐴𝐴𝐴𝐴 ×−→

𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴 0
−→
𝐴𝐴𝐴𝐴 ×−−→

𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴 0
−→
𝐴𝐴𝐴𝐴 ×−→

𝐴𝐴𝐴𝐴
−→
𝐴𝐴𝐴𝐴 ×−−→

𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑎𝑎 · 𝑏𝑏 𝐴 0
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𝐶𝐶 𝐷𝐷
𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐶𝐶𝐷𝐷

(︂(︁−−→
𝐴𝐴𝐴𝐴 ×

−→
𝐴𝐴𝐶𝐶

)︁
·
(︁−−→
𝐴𝐴𝐴𝐴 ×

−−→
𝐴𝐴𝐷𝐷

)︁
< 0

)︂ (︂(︁−−→
𝐶𝐶𝐷𝐷 ×

−→
𝐶𝐶𝐴𝐴

)︁
·
(︁−−→
𝐶𝐶𝐷𝐷 ×

−−→
𝐶𝐶𝐴𝐴

)︁
< 0

)︂

𝐶𝐶 𝐷𝐷 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐶𝐶𝐷𝐷

𝐴𝐴 𝐴𝐴
𝐶𝐶 𝐷𝐷

𝐶𝐶

ℎ

𝐴𝐴

𝐴𝐴

𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴 △𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶

⃒⃒
⃒
−−→
𝐴𝐴𝐴𝐴×

−→
𝐴𝐴𝐴𝐴

2

⃒⃒
⃒

1
2 · 𝑑𝑑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴) · ℎ 𝑑𝑑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴)= |𝐴𝐴𝐴𝐴| 𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐴𝐴𝐴𝐴 ℎ

⃒⃒
⃒⃒
⃒
−−→
𝐴𝐴𝐴𝐴 ×−→

𝐴𝐴𝐶𝐶

2

⃒⃒
⃒⃒
⃒ =

1

2
· 𝑑𝑑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴) · ℎ;

𝑑𝑑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴)

ℎ =

⃒⃒
⃒−−→𝐴𝐴𝐴𝐴 ×−→

𝐴𝐴𝐶𝐶
⃒⃒
⃒

𝑑𝑑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴)
.



29

Ілля Порубльов. Обчислювальна геометрія

𝑁𝑁

𝐴𝐴0 𝐴𝐴1

𝐴𝐴2

𝐴𝐴3

𝐴𝐴4

𝐴𝐴5

𝐴𝐴0𝐴𝐴1𝐴𝐴2 𝐴𝐴0𝐴𝐴2𝐴𝐴3 𝐴𝐴0𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝐴𝐴𝑛𝑛−1

△𝐴𝐴0𝐴𝐴2𝐴𝐴3 −
△𝐴𝐴0𝐴𝐴3𝐴𝐴4 +

△𝐴𝐴0𝐴𝐴1𝐴𝐴2 △𝐴𝐴0𝐴𝐴3𝐴𝐴4

△𝐴𝐴0𝐴𝐴2𝐴𝐴3

𝑁𝑁 − 2
𝐴𝐴0𝐴𝐴1𝐴𝐴2 𝐴𝐴0𝐴𝐴2𝐴𝐴3 𝐴𝐴0𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝐴𝐴𝑛𝑛−1
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𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑥𝑥
𝑦𝑦
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𝐴𝐴

𝐵𝐵
−−→
𝐵𝐵𝐵𝐵

𝐵𝐵

𝐷𝐷
−−→
𝐵𝐵𝐷𝐷 =

−−→
𝐵𝐵𝐴𝐴

𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐵𝐵 −−→
𝐵𝐵𝐴𝐴 =

−−→
𝐵𝐵𝐷𝐷

𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵𝐵𝐷𝐷

𝐷𝐷

𝐵𝐵+
−−→
𝐵𝐵𝐵𝐵 +

−−→
𝐵𝐵𝐷𝐷 = 𝐵𝐵+

−−→
𝐵𝐵𝐵𝐵 +

−−→
𝐵𝐵𝐴𝐴= 𝐵𝐵+(𝐵𝐵−𝐵𝐵)+ (𝐴𝐴−𝐵𝐵)

𝐷𝐷 = 𝐵𝐵 + (𝐵𝐵 −𝐵𝐵) + (𝐴𝐴−𝐵𝐵).

−−→
𝐴𝐴𝐵𝐵 · −→𝐴𝐴𝐵𝐵 = 0 𝐴𝐴−→

𝐵𝐵𝐴𝐴 · −−→𝐵𝐵𝐵𝐵 = 0 𝐵𝐵
𝐵𝐵 ·

−−→
𝐴𝐴𝐵𝐵·−→𝐴𝐴𝐵𝐵 =0 𝐷𝐷 = 𝐴𝐴+(𝐵𝐵−𝐴𝐴)+ (𝐵𝐵−𝐴𝐴)
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𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐷𝐷

10 000 000

𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴
𝑂𝑂

𝑆𝑆△𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 𝑆𝑆△𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 𝑆𝑆△𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 𝑆𝑆△𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂

𝑂𝑂 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝐴𝐴

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑂𝑂



33

Ілля Порубльов. Обчислювальна геометрія

𝑋𝑋1 𝑌𝑌 1 𝑅𝑅1
𝑋𝑋2 𝑌𝑌 2 𝑅𝑅2

𝑅𝑅1
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𝑅𝑅2 𝑑𝑑 =
√︀

(𝑋𝑋1−𝑋𝑋2)2 + (𝑌𝑌 1− 𝑌𝑌 2)2

𝑅𝑅1 � 𝑅𝑅2

∞

(𝑑𝑑 = 0) and (𝑅𝑅1 = 𝑅𝑅2) ∞
𝑑𝑑 𝑑 𝑅𝑅1−𝑅𝑅2

𝑑𝑑 = 𝑅𝑅1−𝑅𝑅2

𝑅𝑅1−𝑅𝑅2 𝑑 𝑑𝑑 𝑑 𝑅𝑅1 +𝑅𝑅2

𝑑𝑑 = 𝑅𝑅1 +𝑅𝑅2

𝑑𝑑 𝑑 𝑅𝑅1 +𝑅𝑅2
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𝑋𝑋1 𝑌𝑌 1 𝑅𝑅1
𝑋𝑋2 𝑌𝑌 2 𝑅𝑅2

𝐾𝐾

𝐾𝐾

𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑥𝑥 𝑦𝑦

10−6

𝐾𝐾
𝑗𝑗

𝑘𝑘 𝑗𝑗 ̸= 𝑘𝑘 𝐴𝐴𝑗𝑗 𝐵𝐵𝑗𝑗 𝐴𝐴𝑘𝑘 𝐵𝐵𝑘𝑘

((𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐴𝐴𝑗𝑗 , 𝐴𝐴𝑘𝑘𝐵𝐵𝑘𝑘) � 0,1) (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐵𝐵𝑗𝑗 , 𝐴𝐴𝑘𝑘𝐵𝐵𝑘𝑘) � 0,1))

((𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐴𝐴𝑘𝑘, 𝐴𝐴𝑗𝑗𝐵𝐵𝑗𝑗) � 0,1) (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐵𝐵𝑘𝑘, 𝐴𝐴𝑗𝑗𝐵𝐵𝑗𝑗) � 0,1))
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

0,1

𝑂𝑂1 𝑅𝑅1

𝜋𝜋
2

𝑅𝑅1

𝑂𝑂1𝑂𝑂2
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𝑂𝑂2

𝑂𝑂1

𝐾𝐾

𝐴𝐴2

𝐴𝐴1

𝐵𝐵2

𝐵𝐵1

𝐶𝐶2

𝐶𝐶1

𝐷𝐷2

𝐷𝐷1

𝐴𝐴1 𝐴𝐴2 𝐴𝐴1𝐴𝐴2 ∠𝑂𝑂1𝐴𝐴1𝐴𝐴2

∠𝑂𝑂2𝐴𝐴2𝐴𝐴1 𝐾𝐾
𝑂𝑂2 𝑂𝑂1𝐴𝐴1 𝑂𝑂2𝐾𝐾𝐴𝐴1𝐴𝐴2

△𝑂𝑂2𝑂𝑂1𝐾𝐾
𝑂𝑂1𝐾𝐾 |𝑂𝑂1𝑂𝑂2| 𝑅𝑅1 −𝑅𝑅2

𝑅𝑅1 � 𝑅𝑅2

𝛼𝛼 ∠𝑂𝑂1𝑂𝑂2𝐾𝐾

𝛼𝛼 = arcsin
𝑅𝑅1 −𝑅𝑅2

|𝑂𝑂1𝑂𝑂2|
.

−−−→
𝑂𝑂2𝑂𝑂1 𝜙𝜙

𝑂𝑂2𝐴𝐴2 𝑂𝑂1𝐴𝐴1

𝜙𝜙−𝛼𝛼− 𝜋𝜋
2 𝑂𝑂2𝐵𝐵2 𝑂𝑂1𝐵𝐵1 𝜙𝜙+𝛼𝛼+ 𝜋𝜋

2

𝐴𝐴1 𝐴𝐴2 𝐵𝐵1 𝐵𝐵2

𝐶𝐶1 𝐶𝐶2 𝐷𝐷1 𝐷𝐷2

𝑅𝑅1 +𝑅𝑅2
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1
60

𝑑𝑑

𝑠𝑠

2𝑑𝑑 × 2𝑑𝑑

𝑘𝑘 2𝑑𝑑

𝑘𝑘

𝑘𝑘 𝑑𝑑
𝑠𝑠

1 � 𝑘𝑘 � 50 0,75𝑘𝑘 � 𝑑𝑑 � 100𝑘𝑘 𝑑𝑑
𝑘𝑘

0 � 𝑠𝑠 𝑠 60

𝑙𝑙
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10−6

0,75� 𝑑𝑑
𝑘𝑘 � 100 2× 100 = 200

𝑑𝑑
𝑘𝑘

(0; 0)
𝑂𝑂𝑂𝑂 𝑂𝑂𝑂𝑂

𝑡𝑡
15− 𝑡𝑡
30 𝜋𝜋

2𝜋𝜋
−2𝜋𝜋
60 =− 𝑡𝑡

30𝜋𝜋
+𝜋𝜋

2 =+ 15
30𝜋𝜋

𝑡𝑡
(0; 0) (𝑑𝑑· cos 15− 𝑡𝑡

30 𝜋𝜋; 𝑑𝑑· sin 15− 𝑡𝑡
30 𝜋𝜋)

𝑡𝑡 𝑠𝑠 + 𝜏𝜏
𝑠𝑠 𝑠𝑠
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𝜏𝜏
⌊ 2𝑑𝑑

𝑘𝑘 ⌋

𝑦𝑦

𝑦𝑦ℎ(𝜏𝜏) = 𝑑𝑑 · sin
(︁15 − (𝑠𝑠 + 𝜏𝜏)

30
𝜋𝜋
)︁
;

𝑦𝑦ℎmin(𝜏𝜏) = min(0, 𝑦𝑦ℎ(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(10)

);

𝑦𝑦ℎmax(𝜏𝜏) = max(0, 𝑦𝑦ℎ(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(10)

);

𝑦𝑦𝑓𝑓 min(𝜏𝜏) = 𝑑𝑑− 𝜏𝜏 · 𝑘𝑘;
𝑦𝑦𝑓𝑓 min(𝜏𝜏) = 𝑑𝑑− (𝜏𝜏 + 1) · 𝑘𝑘𝑘

𝑦𝑦
𝑦𝑦ℎmin(𝜏𝜏)⏟  ⏞  

(11)

𝑦𝑦𝑓𝑓 min(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(13)

𝑦𝑦 𝑦𝑦ℎmax(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(12)

𝑦𝑦𝑓𝑓 max(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(14)

𝑦𝑦maxmin(𝜏𝜏) = max
(︀
𝑦𝑦ℎmin(𝜏𝜏)⏟  ⏞  

(11)

, 𝑦𝑦𝑓𝑓 min(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(13)

)︀
;

𝑦𝑦minmax(𝜏𝜏) = min
(︀
𝑦𝑦ℎmax(𝜏𝜏)⏟  ⏞  

(12)

, 𝑦𝑦𝑓𝑓 max(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(14)

)︀
𝑘

𝑦𝑦maxmin(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(15)

> 𝑦𝑦minmax(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(16)

𝜏𝜏

𝑦𝑦maxmin(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(15)

< 𝑦𝑦minmax(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(16)

𝑑𝑑 𝑦𝑦ℎmin(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(11)

𝑦𝑦ℎmax(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(12)
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𝑦𝑦maxmin(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(15)

𝑦𝑦minmax(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(16)

𝑦𝑦minmax(𝜏𝜏)−𝑦𝑦maxmin(𝜏𝜏)
𝑦𝑦ℎmax(𝜏𝜏)− 𝑦𝑦ℎmin(𝜏𝜏)

· 𝑑𝑑

𝑦𝑦maxmin(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(15)

= 𝑦𝑦minmax(𝜏𝜏)⏟  ⏞  
(16)

𝑑𝑑

𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑦𝑦 𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑦𝑦 𝐴𝐴𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑦𝑦

𝐴𝐴 𝐴𝐴

𝑃𝑃
𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑃𝑃𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑦𝑦 𝐴𝐴𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑦𝑦

10−6
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𝐶𝐶 𝐴𝐴𝐴𝐴 △𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶
𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐶𝐶

ℎ

𝐴𝐴
𝐴𝐴

𝐶𝐶

ℎ

𝐴𝐴

𝐴𝐴

𝐶𝐶

ℎ

𝐴𝐴

𝐴𝐴

𝐶𝐶

∠𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐶𝐶 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐶𝐶𝐴𝐴

∠𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐶𝐶 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐶𝐶𝐴𝐴

∠𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴 ∠𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐶𝐶 𝐴𝐴𝐴𝐴

∠𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴 ⇔−−→
𝐴𝐴𝐴𝐴 · −→𝐴𝐴𝐶𝐶 𝐴 0 ∠𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴 ⇔−−→

𝐴𝐴𝐴𝐴 · −−→𝐴𝐴𝐶𝐶 𝐴 0

∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 ⇔|𝐶𝐶𝐶𝐶|2 > |𝐶𝐶𝐶𝐶|2+ |𝐶𝐶𝐶𝐶|2

∠𝐴𝐴𝐶𝐶𝐴𝐴
∠𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴

∠𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴 ∠𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴
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𝑁𝑁

𝑁𝑁 1 � 𝑁𝑁 � 50000 𝑁𝑁

𝑁𝑁 − 1 𝑁𝑁 𝑁𝑁

10−6
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𝐴𝐴1 (𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1)
𝐴𝐴2 (𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2)

𝐴𝐴3 (𝑥𝑥3, 𝑦𝑦3)
𝐴𝐴𝑛𝑛 (𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑦𝑦𝑛𝑛)

𝐾𝐾 2 �
�𝐾𝐾 � 12 𝐾𝐾

𝑛𝑛 2 � 𝑛𝑛 � 98765
𝑛𝑛 108

𝑥𝑥1 𝑦𝑦1 𝑥𝑥2 𝑦𝑦2 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑦𝑦𝑛𝑛

𝐾𝐾
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𝑛𝑛=2

(𝑥𝑥𝑗𝑗 ; 𝑦𝑦𝑗𝑗) (𝑥𝑥𝑘𝑘; 𝑦𝑦𝑘𝑘) 𝑘𝑘 ̸= 𝑗𝑗

𝑛𝑛 𝑛𝑛

−−−→
𝐴𝐴1𝐴𝐴2

−−−→
𝐴𝐴2𝐴𝐴3

−−−−−→
𝐴𝐴𝑛𝑛−1𝐴𝐴𝑛𝑛−−−→

𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴1
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𝐴𝐴𝑖𝑖−1

𝐴𝐴𝑖𝑖

𝐴𝐴𝑖𝑖+1
−−−→
𝐴𝐴1𝐴𝐴2−−−→

𝐴𝐴2𝐴𝐴3
−−−−−→
𝐴𝐴𝑛𝑛−1𝐴𝐴𝑛𝑛

−−−→
𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴1

−−−−→
𝐴𝐴𝑖𝑖−1𝐴𝐴𝑖𝑖 −−−−→

𝐴𝐴𝑖𝑖𝐴𝐴𝑖𝑖+1

(3; 1)

−−−→
𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴1 ×

×−−−→
𝐴𝐴1𝐴𝐴2

−−−→
𝐴𝐴1𝐴𝐴2 ×

−−−→
𝐴𝐴2𝐴𝐴3

−−−−→
𝐴𝐴𝑖𝑖−1𝐴𝐴𝑖𝑖 ×

−−−−→
𝐴𝐴𝑖𝑖𝐴𝐴𝑖𝑖+1

−−−−−−−→
𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝐴𝐴𝑛𝑛−1 ×

−−−−−→
𝐴𝐴𝑛𝑛−1𝐴𝐴𝑛𝑛−−−−−→

𝐴𝐴𝑛𝑛−1𝐴𝐴𝑛𝑛 ×
−−−→
𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴1

𝐴𝐴1

𝐴𝐴2

𝐴𝐴3𝐴𝐴4

𝐴𝐴1

𝐴𝐴2

𝐴𝐴3
𝐴𝐴4

𝐴𝐴1 𝐴𝐴2

𝐴𝐴3𝐴𝐴4

𝐴𝐴5 𝐴𝐴6

𝐴𝐴7𝐴𝐴8

𝐴𝐴2𝐴𝐴3 𝐴𝐴3𝐴𝐴4 𝐴𝐴4𝐴𝐴1

𝐴𝐴1.𝑥𝑥 𝐴𝐴2.𝑥𝑥 𝐴𝐴𝑛𝑛.𝑥𝑥 𝐴𝐴1.𝑦𝑦 𝐴𝐴2.𝑦𝑦 𝐴𝐴𝑛𝑛.𝑦𝑦

� 3
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2𝜋𝜋
2𝜋𝜋

|𝛼𝛼𝑖𝑖| = arccos

−−−−→
𝐴𝐴𝑖𝑖−1𝐴𝐴𝑖𝑖 ·

−−−−→
𝐴𝐴𝑖𝑖𝐴𝐴𝑖𝑖+1

|𝐴𝐴𝑖𝑖−1𝐴𝐴𝑖𝑖| · |𝐴𝐴𝑖𝑖𝐴𝐴𝑖𝑖+1| 𝑖𝑖=1 𝑖𝑖=𝑁𝑁

2𝜋𝜋 |𝛼𝛼𝑖𝑖|

arccos(𝑥𝑥)=

⎧⎪⎨
⎪⎩

arctg
√
1−𝑥𝑥2

𝑥𝑥 , 0 < 𝑥𝑥 � 1

𝜋𝜋 + arctg
√
1−𝑥𝑥2

𝑥𝑥 , −1 � 𝑥𝑥 < 0
𝜋𝜋
2 , 𝑥𝑥 = 0

= 2𝜋𝜋

1,999𝜋𝜋 � � 2,001𝜋𝜋
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Злиття та два вказівники
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=
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< > =

{2, 3, 4, 6, 7} {1, 6, 8, 9, 12}

2 > 1

2 < 6

3 < 6
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4 < 6

6=6

7 < 8

𝑖𝑖 ̸= 𝑘𝑘
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⎫
⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

Θ(𝑛𝑛ˆ2)
⎫
⎬
⎭ Θ(𝑛𝑛)

}︂
Θ(1)

𝐴𝐴[𝑖𝑖] + 𝐴𝐴[𝑗𝑗]>𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁

= 𝑖𝑖⋆

= 𝑗𝑗⋆ = 𝑗𝑗⋆+1 𝑗𝑗⋆+1
= 𝑖𝑖⋆+1 = 𝑗𝑗⋆

𝑂𝑂(𝑛𝑛2)
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𝑂𝑂(𝑛𝑛)

Θ(𝑛𝑛)

∪
𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝐴𝐴 𝐵𝐵

∩
𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝐴𝐴 𝐵𝐵



54

Ілля Порубльов. Злиття та два вказівники

∖
𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝑁𝑁 1 � 𝑁𝑁 � 123456

𝐴𝐴
𝑁𝑁

𝐴𝐴
0 � 𝑎𝑎1 < 𝑎𝑎2 < . . . < 𝑎𝑎𝑁𝑁 � 109

𝐵𝐵
𝐴𝐴

𝐴𝐴 𝐵𝐵

∩ ∖
∪
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𝐴𝐴 ∪𝐵𝐵

𝐴𝐴 ∩𝐵𝐵

𝐴𝐴 ∖𝐵𝐵

𝑁𝑁 ×𝑀𝑀

𝑁𝑁

𝑁𝑁 𝑀𝑀 𝑁𝑁
𝑀𝑀
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3�𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 � 20
3 � 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 � 20 −109 +109

1000 � 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 � 1234
1000 � 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 � 1234 −109 +109

𝑡𝑡1 𝑡𝑡2
𝑁𝑁1 𝑁𝑁2

𝑁𝑁1
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𝑁𝑁1 𝑁𝑁2
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𝑁𝑁 2�𝑁𝑁 � 106

106
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2�𝑁𝑁 � 100
4000<𝑁𝑁 � 104 5 · 104 <𝑁𝑁 � 105

7 · 105 �𝑁𝑁 � 106
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𝑛𝑛

𝑎𝑎[𝑖𝑖] + 𝑎𝑎[𝑘𝑘]

𝑎𝑎[𝑖𝑖] + 𝑎𝑎[𝑘𝑘] 𝑎𝑎[𝑘𝑘] + 𝑎𝑎[𝑖𝑖] 𝑖𝑖 ̸= 𝑘𝑘

𝑛𝑛 1�𝑛𝑛�
� 123456 𝑛𝑛

𝑎𝑎[𝑖𝑖] + 𝑎𝑎[𝑘𝑘]
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𝑁𝑁
𝑊𝑊

�𝑊𝑊

𝑁𝑁 𝑊𝑊

0 � 𝑁𝑁 � 100000 0 � 𝑊𝑊 � 109

𝐿𝐿 𝑅𝑅 𝐿𝐿 𝐿 𝑅𝑅

𝑁𝑁
𝐿𝐿 𝑅𝑅

109

−1
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𝑅𝑅−𝐿𝐿 𝐿 𝐿𝐿

−1

𝑁𝑁

𝐿𝐿 𝑅𝑅

𝐿𝐿
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𝑊𝑊

𝑊𝑊 � 𝑊𝑊

𝑅𝑅−𝐿𝐿 𝐿𝑊𝑊

𝐴𝐴 𝐵𝐵

(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1 +𝑥𝑥2 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2
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(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) 𝐴𝐴 (𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2)
𝐵𝐵

𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐶𝐶 𝐴𝐴

𝐵𝐵 𝐶𝐶
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐶𝐶

𝐴𝐴 𝐵𝐵

(0, 0)
𝑦𝑦

𝐴𝐴
𝐵𝐵 𝑁𝑁 3 � 𝑁𝑁 � 1000

𝑁𝑁 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖

(0; 0) (0;𝑥𝑥𝑛𝑛)
𝑥𝑥𝑛𝑛 > 0 106
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𝑁𝑁 3 � 𝑁𝑁 � 1000
𝑁𝑁 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑥𝑥
𝑦𝑦

106
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𝑦𝑦

𝐴𝐴1

𝐴𝐴2

𝐴𝐴3+ 𝐵𝐵1

𝐵𝐵2

𝐵𝐵3 = 𝐶𝐶1

𝐶𝐶2

𝐶𝐶3

𝐶𝐶4
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Ірина Скляр. Теорія чисел у програмуванні

Ірина Скляр, заслужений вчитель України, завідувач кафедри 
інформатики Київського природничо-наукового ліцею № 145.

Теорія чисел у програмуванні
Короткі відомості з теорії чисел

Теорія чисел – розділ математики, у якому вивчаються власти-
вості чисел. Основний об’єкт вивчення цієї теми – натуральні числа. 
Основною їх властивістю є подільність, яка і розглядатиметься у 
поданому матеріалі.

Одні з перших задач, із якими знайомляться в теорії чисел, ви-
магають уміння розкладати натуральне число на множники. Основ-
ними «цеглинками» такого розкладання є так звані прості числа.

Означення. Натуральне число називається простим, якщо 
воно має тільки два дільники – одиницю та саме число. Натуральне 
число, що має більше двох дільників, називається складеним.

Представлення числа N у вигляді N p p pa a
n
an= ⋅ ⋅ ⋅1 2

1 2 ... , де pi – 
прості числа, називається розкладанням числа N на прості множни-
ки, або канонічним розкладанням.

Основна теорема арифметики. Кожне натуральне число 
однозначно представляється у вигляді добутку простих чисел із 
точністю до перестановки множників.

Виходячи з цієї теореми, число 1 не є простим, оскільки тоді 
розкладань буде безліч. Наприклад, число 6 можна розкласти та-
ким чином:

6 = 2*3 = 1*2*3 = 1*2*1*3 і т. д.
Якщо ж вважати, що число 1 не є простим, розкладання буде 

єдиним:
6 = 2*3.
Для більшості задач, що будуть запропоновані у поданому мате-

ріалі, потрібно визначити, чи є число простим.
Існує кілька методів визначення, чи є задане число простим. 

Розглянемо спочатку найпростіший повноперебірний. Він полягає 
у тому, що перебираються усі можливі дільники заданого числа. 
Якщо в процесі перебору буде знайдено хоч одне число, що є діль-
ником заданого, число, що перевіряється, – не є простим.

Для учнів найскладнішим у цьому алгоритмі є визначення усіх 
можливих дільників. Якщо найменший дільник ще є очевидним – це 
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двійка (на одиницю перевіряти подільність немає сенсу), то пошук 
найбільшого вже викликає труднощі. Учні, як правило, пропонують 
число N–1 (найбільше з чисел, на яке не ділиться N). Однак після 
нескладного аналізу вони все ж таки озвучують більш прийнят-
ний варіант – N/2. Дійсно, кількість зайвих переборів зменшується 
удвічі. Однак, і цього недостатньо – задача буде розв’язуватися за 
неприйнятно довгий час із числами порядку 109 або більше.

Щоб суттєво зменшити кількість переборів, потрібно згадати 
властивість складених чисел: якщо число має дільники, відмінні від 
одиниці, то принаймні один із них буде знаходитися в діапазоні до 
квадратного кореня з числа. Наприклад, число 90 має дільниками 2, 
3, 5 і 6, які є меншими, ніж 90 (це далеко не всі дільники), а число 
25 – має єдиний дільник 5, який дорівнює 25.

Такий очевидний алгоритм легко реалізується в такий спосіб:

function isPrime(N:longint):boolean;
var i:longint;
chk:boolean;
begin
if N < 2 thenchk := false
else chk := true;
  for i:=2 to round(sqr(n)) do
     if N mod i = 0 then chk := false;
isPrime := chk;
end;

Якщо перевірити потрібно одне єдине число, наведений алго-
ритм, безумовно, можна використати. Але якщо чисел буде багато, 
знову може виявитися, що час розв’язання задачі занадто великий. 
Потрібно знайти інший варіант алгоритму, який суттєво зменшить 
кількість перевірок. Так, наприклад, для числа 1000000 можна за-
вершувати перевірку вже після ділення на 2 (воно ділиться націло), 
а запропонований алгоритм виконуватиме ще 999 зайвих перевірок 
на подільність.

Щоб не робити зайві перевірки, пропонується замінити повно-
перебірний цикл for на цикл while, який завершуватиме роботу 
після першого знайденого числа, на яке ділиться задане (як і рані-
ше, числа, що перевищують корінь квадратний із заданого числа, 
не розглядаються). Крім того, окремими командами розгалуження 
опрацьовуються прості числа 2 та 3, щоб потім усі парні числа від-
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разу виключити з перевірки, а усі непарні перевіряти на подільність 
тільки на непарні числа. Функція, що реалізує описаний алгоритм, 
має такий вигляд:

Function isPrime(N:longint):boolean;
var i:longint;
chk:boolean;
begin
if N < 2 then chk := false
else if  N < 4 then chk := true
else if  N mod 2 = 0 then chk := false
else begin
              i := 3;
while (i <= sqrt(N))and(N mod i<>0) do
                 i := i + 2;
if N mod i = 0 then chk := false
else chk := true;
end;
isPrime := chk;
end;

Для учнів, що розв’язують задачі мовою програмування С++, 
можна запропонувати таку функцію перевірки числа на простоту:

bool prime(long longn)
{
    if (n<2)return false;
    if (n<4) return true;
    if (n%2==0) return false;
for (inti=3; i<=sqrt(n);i+=2)
if (n%i == 0)return false;
    return true;
}

Безумовною перевагою цієї мови програмування є те, що після 
виконання оператора return функція завершує свою роботу. Звідси 
випливає, що слідкувати за зайвими перевірками не потрібно: у разі 
знаходження числа, на яке ділиться задане, виконується завершен-
ня роботи функції з поверненням значення false. У протилежному 
випадку функція повертає значення true.

Нарешті, можна, використовуючи алгоритм «решета Ератосфе-
на», сформувати масив Primes, який міститиме:

Primes i
O: I >i ?@>AB5G8A;>
O: I >i A: ;04=5G8A;>

[ ] = 


1
0
, �
, �
 якщо і – просте число
 якщо і – складне число



71

Ірина Скляр. Теорія чисел у програмуванні

Нагадаємо зазначений алгоритм. Запишемо всі натуральні чис-
ла, починаючи з 2 до N. Спочатку з цього ряду видаляються всі 
числа, що більші за 2 та кратні двом, потім усі числа, більші за 3 та 
кратні трьом, і так далі. 

Вибір чисел, які будуть основою для викреслення, виконува-
тиметься зліва направо. На кожному кроці береться наступне не-
викреслене число і викреслюються числа, що йому кратні. Макси-
мальне число, яке ще потрібно використовувати для викреслення, 
не повинно перевищувати квадратного кореня з найбільш можливо-
го числа ряду.

Функція, що генерує масив, у якому одиницями (або значенням 
true) позначені елементи, індекси яких є простими числами, має 
вигляд:

type Tprimes=array[1..100000000] of  Boolean;
procedure generation_primes(varPrimes:Tprimes;n:longint);
vari,j:longint;
begin
  for i:=2 to n do Primes[i]:=true;
  Primes[1]:=false;
  i:=2;
  while (i<=sqrt(n)) do
  begin
    while not Primes[i] do inc(i);
    for j:=2 to n div i do
      Primes[i*j]:=false;
inc(i);
  end;
end;

Наведений алгоритм буде найшвидшим для перевірки великої 
кількості чисел, що надходять на обробку. Однак він має суттєвий 
недолік: числа, що перевіряються, не можуть перевищувати за зна-
ченням 108. Можна замінити масив логічних значень бітовим полем, 
у якому кожен біт відповідає за своє число. Але це збільшить діа-
пазон чисел, що перевіряються, тільки у 8 разів і також не завжди 
може задовольнити умову задачі.

Можна також створити константний масив простих чисел. Але 
такий підхід при значному підвищенні швидкодії ще більше змен-
шить діапазон чисел, що перевіряються. Для запропонованих далі 
задач такий підхід не потрібен і тому пропонуємо вам спробувати 
зробити це самостійно.
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Крім перевірки числа на простоту, часто зустрічаються зада-
чі на визначення найбільшого спільного дільника двох чисел. Зі 
шкільного курсу відомо, що найбільшим спільним дільником для 
чисел a та b є таке найбільше ціле число, на яке ділиться a та b без 
залишку. При цьому обидва числа одночасно не можуть дорівню-
вати 0. У випадку рівності обох чисел нулю домовимося вважати їх 
НСД, рівним нулю.

Позначимо найбільший спільний дільник як НСД(a,b). Виходя-
чи з визначення, справджуються такі рівності:

НСД(а,b) = НСД(b,а);
НСД(–а,b) = НСД(а,b);
НСД(а,0) = |a|;
НСД(0,0) = 0.
Із поняттям найбільшого спільного дільника дуже тісно пов’язане 

поняття найменшого спільного кратного. Найменшим спільним 
кратним двох цілих чисел називається таке найменше додатне ціле 
число, яке ділиться націло на перше та друге число (кратне обом 
цим числам).

Відомий із курсу математики алгоритм пошуку найбільшого 
спільного дільника спирається на основну теорему арифметики. 
Дійсно, запишемо для обох чисел їх канонічний розклад:

a p p p

b p p p

a a
n
a

b b
n
b

n

n

= ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅
1 2

1 2

1 2

1 2

... ;

... .
З нього слідує, що

��! a b p p pa b a b
n

a bn n( , ) ...min( , ) min( , ) min( , )= ⋅ ⋅ ⋅1 2
1 1 2 2НСД .

Наприклад, розглянемо числа 48 і 72. Канонічне розкладання 
цих чисел має вигляд:

48 = 24 · 3;
72 = 23 · 32.

Знаходимо найбільший спільний дільник цих чисел:
��! ( , ) min( , ) min( , )48 72 2 3 2 3 243 4 1 2 3 1= ⋅ = ⋅ =НСД .

Цей відомий із курсу математики алгоритм дуже складно про-
грамується. Набагато простіше запрограмувати інший алгоритм – 
так званий алгоритм Евкліда. Він полягає у тому, що потрібно від 
більшого числа віднімати менше, доки числа не стануть рівними. 
Наприклад, для чисел 48 та 72 результат виконання алгоритму ви-
глядатиме таким чином:
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a b
48 72
48 72 – 48 = 24
48 – 24 = 24 24

24 24
Програмується цей алгоритм дуже просто:

while (a<>b) do
begin
   if a>b
   then a:=a-b
   else b:=b-a;
end;

Але швидкодія цього алгоритму є незадовільною, особливо коли 
числа сильно відрізняються за значенням одне від одного, напри-
клад, 2 та 10000890. Щоб значно пришвидшити алгоритм, проведе-
мо його аналіз. Для цього спробуємо знайти НСД для чисел 6 і 1024. 
У цьому випадку нам доведеться багаторазово віднімати від числа 
1024 число 6, оскільки результат все одно буде більшим, ніж 6. Піс-
ля виконання віднімання 170 разів число 1024, нарешті, заміниться 
на 4 і стане меншим, ніж 6. Далі число 6 заміниться на 2 (6 – 4), а 
потім 4 – на 2 (4 – 2).

Очевидно, що виконуване багаторазове віднімання можна замі-
нити цілочисельним діленням. І, оскільки нас цікавить тільки оста-
точний результат віднімання, замінюватимемо більше число не на 
різницю, а на залишок від ділення цього числа на друге. Кількість 
виконуваних операцій при цьому значно зменшиться. Зверніть увагу, 
що зміниться умова завершення роботи алгоритму: тепер завершення 
буде у випадку, коли принаймні одне з чисел стане дорівнювати 0. 
Для чисел 1024 та 6 виконання алгоритму виглядатиме так:

a B
1024 6
1024 mod 6 = 4 6
4 6 mod 4 = 2
4 mod 2 = 0 2

2 2
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Як бачите, кількість кроків виконання алгоритму стала дорів-
нювати 3 замість 172 при використанні попереднього підходу.

Функція, яка знаходить найбільший спільний дільник за моди-
фікованим алгоритмом Евкліда, виглядає так:

function NSD(a,b:int64):int64;
begin
a:=abs(a);
  b:=abs(b);
while (a<>0)and(b<>0) do
begin
 if a>b
then a:=a mod b
else b:=b mod a;
end;
NSD:=a+b;
end;

Зверніть увагу: на початку функції знаходяться модулі чисел, 
ураховуючи, що найбільший спільний дільник – це додатне чис-
ло. Результатом алгоритму є сума двох чисел, оскільки одне з них 
обов’язково перетвориться на 0. Крім того, це не суперечить тому, 
що для двох нулів найбільший спільний дільник дорівнює 0.

Якщо потрібно знайти найбільший спільний дільник послідов-
ності з N чисел, то спочатку за НСД береться перше число, а потім 
знаходиться НСД нового числа і вже отриманого НСД. Реалізація 
описаного алгоритму матиме вигляд:

function NSD(a,b:int64):int64;
begin
    a:=abs(a);  b:=abs(b);
while(a<>0) and (b<>0)do
if (a>b)
then a:=a mod b
else b:=b mod a;
    NSD:=a+b;
end;
varN,i:longint; NSD_one,num:int64;
fin,fout:text;
begin
assign(fin,’input.txt’);reset(fin);
assign(fout,’output.txt’);rewrite(fout);
read(fin,N);
read(fin,NSD_one);
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for i:=2 to N do
begin
read(fin,num);
NSD_one:=NSD(NSD_one,num);
end;
writeln(fout,NSD_one);
close(fin);
close(fout);
end.

Мовою С++ розв’язок виглядатиме таким чином:

#include <bits/stdc++.h>
int NSD(long long a, longlong b)
{
    a=abs(a);  b=abs(b);
while(a!=0 && b!=0)
if (a>b) a%=b;
else b%=a;
return a+b;
}
using namespace std;
int main()
{
int N;
long long a,nsd;
freopen(«input.txt»,»r»,stdin);
freopen(«output.txt»,»w»,stdout);
cin>> N;
cin>>nsd;
for (int i=1; i<N; i++)
    {
cin>> a;
nsd=NSD(nsd,a);
    }
cout<<nsd<<endl;
return 0;
}

Найменше спільне кратне математично визначається аналогічно 
найбільшому спільному дільнику:

HCK a b p p pa b a b
n

a bn n( , ) ...max( , ) max( , ) max( , )= ⋅ ⋅ ⋅1 2
1 1 2 2

Для тих самих чисел 48 і 72 канонічне розкладання має вигляд:
48 = 24 · 3
72 = 23 · 32
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А найменше спільне кратне:
HCK ( , ) max( , ) max( , )48 72 2 3 2 3 1443 4 1 2 4 2= ⋅ = ⋅ = .

Для програмування знаходження найменшого спільного кратно-
го також складно використовувати наведений алгоритм. Але можна 
скористатися теоремою зв’язку між НСД та НСК:

a b NSD a b NSK a b⋅ = ⋅( , ) ( , ).
Із цієї теореми випливає наступне співвідношення:

NSK a b a b
NSD a b

( , )
( , )

=
⋅ .

Щоб не вийти за межі типу, пропонуємо поміняти порядок ви-
конання дій: спочатку виконати ділення, а потім уже множення. 
Функція, що реалізує заданий алгоритм:

function NSK(a,b:int64):int64;
begin
NSK:=a div NSD(a,b) * b;
end;

Розбір задач
Задача «Прості числа».
Умова: Дано послідовність натуральних чисел. Напишіть про-

граму, що визначає кількість простих чисел цієї послідовності.
Вхідні дані: З файла зчитується послідовність цілих чисел, 

кожне з яких знаходиться в окремому рядку. Послідовність завер-
шується числом 0, після якого зчитування потрібно припинити. Усі 
числа у вхідному файлі не перевищують 2 · 109.

Вихідні дані: Єдине число – кількість простих чисел у заданій 
послідовності.

Ідея розв’язання задачі. Оскільки зчитування даних здійс-
нюється з файла, потрібні файлові змінні, що дозволяють організу-
вати обмін даними із зовнішнім носієм. Крім того, потрібні змінні 
для зчитування числа та підрахунку кількості простих чисел у по-
слідовності.

За умовою задачі зчитування повинно виконуватися до першого 
нуля, тому пропонуємо скористатися циклом із післяумовою, що за-
вершує свою роботу після введення з вхідного потоку нуля.
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Var num:longint;
counter:longint;
fin,fout:text;
begin
assign(fin,’input.txt’); reset(fin);
assign(fout,’output.txt’); rewrite(fout);
counter := 0;
repeat
read(fin,num);
if isPrime(num) then
inc(counter);
until(num = 0);
writeln(fout,counter);
close(fin);
close(fout);
end.

Аналогічно розв’язується задача пошуку перших N простих 
чисел. Для цього цикл основної програми повинен бути органі-
зований таким чином, щоб він завершував свою роботу в разі 
досягнення лічильником простих чисел значення N. Покажемо, 
як виглядатиме основна програма при використанні циклу з пе-
редумовою.

Var N,counter,num:longint;
fin,fout:text;
begin
assign(fin,’input.txt’); reset(fin);
assign(fout,’output.txt’); rewrite(fout);
  read(fin,N);
counter := 0;
num:=1;   //перше натуральне число
while counter<N do
  begin
ifisPrime(num) 
then begin
inc(counter);//знайдене чергове просте число
write(fout,num,’ ‘);
    end;
inc(num);    //перехід до наступного натурального числа
end;
close(fin);
close(fout);
end.
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Дуже схоже розв’язуються задачі пошуку простих чисел, що не 
перевищують введеного значення N, або у діапазоні від А до В. Різ-
ниця тільки в тому, що організовувати підрахунок кількості знай-
дених чисел не потрібно, а потрібно кожне знайдене просте число 
виводити у вихідний потік.

У першому випадку організовується повноперебірний цикл for 
від 1 до N:

for i:=1 to N do
   if isPrime(i) then write(fout,i);

А у другому – від числа А до числа В. Якщо за умовою задачі 
не зрозуміло, яке з чисел А або В більше, перед запуском циклу по-
трібно за необхідності (якщо А>B) поміняти їх місцями.

if A>B
then begin
  temp:=A; A:=B; B:=temp;
end;
for i:=A to B do
   if isPrime(i) then write(fout,i);

Також можна знаходити прості числа з додатковими властивос-
тями. Наприклад, прості числа, у яких всі цифри непарні (11, 19, 
113, але не 2, 29, 103), або з сумою цифр, що дорівнює деякому за-
даному числу k. Для цього необхідно тільки написати ще додаткові 
функції.

Функція, що перевіряє всі цифри числа на непарність, може 
бути такою:

function oddity(N:longint):boolean;
begin
  while (N mod 2 <> 0) do N:=N div 10;
  if N=0 then oddity:=true
  else oddity:=false;
end;

Міркування, за якими вона написана, такі: поки остання цифра 
числа непарна (число при діленні націло на 2 дає ненульовий зали-
шок), відкидаємо цю цифру. Якщо число врешті-решт перетворило-
ся на 0, усі його цифри були непарні й функція повертає значення 
true, інакше – функція повертає значення false.
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Друга функція пишеться за таким алгоритмом: поки число 
не перетворилося на 0, накопичуємо суму цифр (до суми додаємо 
останню цифру числа) та відкидаємо цю цифру.

function Sum_num(N:longint):byte;
varSum:byte;
begin
  Sum:=0;
  while (N <> 0) do
  begin
Sum:=Sum + Nmod 10;  // Накопичення суми цифр
N:=Ndiv 10;   // Відкидання останньої цифри числа
end;
Sum_num:=Sum;
end;

Покажемо, як виглядає основна програма для задачі пошуку 
всіх простих шестицифрових чисел, сума цифр яких дорівнює за-
даному числу.

vark:byte;
i:longint;
fin,fout:text;
begin
assign(fin,’input.txt’); reset(fin);
assign(fout,’output.txt’); rewrite(fout);
  read(fin,k);
for i:=100000 to 999999 do
 if isPrime(i)and(Sum_num(i)=k)
then write(fout,i);
close(fin);
close(fout);
end.

Найближче просте число також шукається з використанням 
функції isPrime. Зверніть увагу на те, що нам не відомо, чи най-
ближче просте число менше від заданого, чи більше від заданого. 
А тому пропонуємо такий алгоритм. Візьмемо наступне next=N+1 
та попереднє prev=N-1 числа. Далі збільшуємо next та зменшує-
мо prev на одиницю, доки вони не стануть простими числами. 
Відповіддю буде те, яке «ближче» до заданого. Зверніть увагу, 
що при рівності «відстаней» перевага віддається меншому зна-
ченню.
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Основна програма пошуку виглядає так:

Var N,prev,next:longint;
fin,fout:text;
begin
assign(fin,’input.txt’); reset(fin);
assign(fout,’output.txt’); rewrite(fout);
  read(fin,N);
  next:=N+1;
prev:=N-1;
while not isPrime(next) do inc(next);
 while not isPrime(prev)dodec(prev);
  if  N-prev<=next-N
  then writeln(fout,prev)
  else writeln(fout,next);
close(fin);
close(fout);
end.

Нарешті, задача пошуку чисел-близнюків. Нагадуємо, що близ-
нюками називається пара простих чисел, що відрізняється на 2, 
наприклад, 3 та 5, 5 та 7, 11 та 13 і т. д. Оскільки пошук чисел-
близнюків потрібно здійснювати на заданому діапазоні, організову-
ємо повноперебірний цикл так само, як уже було вказано раніше. 
Зверніть тільки увагу на те, що праву границю пошуку потрібно 
зменшити на 2, оскільки може виявитися ситуація, коли одне число 
пари входить у вказаний діапазон, а інше – ні.

Указаний цикл повинен бути оформлений таким чином:

if A>B
then begin
  temp:=A; A:=B; B:=temp;
end;
for i:=A to B-2 do
   if isPrime(i) and isPrime(i+2) 
then writeln(fout,i,’ ‘,i+2);

Нарешті, задача «Факторизація». Нагадаємо, що факторизацією 
називається представлення натурального числа у вигляді добутку 
простих чисел.

Оскільки множники у розкладанні повинні слідувати в поряд-
ку неспадання, пропонується такий алгоритм розв’язання задачі. 
Доки число не перетворилося на одиницю, перебираємо підряд усі 
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натуральні числа, починаючи з двох, і ділимо на кожне з них, доки 
ділення виконується без остачі. 

Наприклад, візьмемо число 50. Спочатку ділитимемо це число 
на 2, доки воно ділиться націло:

50 : 2 = 25.
Далі спробуємо 25 поділити на 3 – не ділиться та на 4 – не ді-

литься. Наступне натуральне число 5, на яке 25 поділиться двічі:
25 : 5 = 5 : 5 = 1.
Після отримання одиниці процес ділення припиняємо. Отже, ре-

зультат факторизації:
50 = 2 * 5 * 5.
Цей алгоритм є дуже простим, але нераціональним для великих 

простих чисел, наприклад, 93283501. У цьому випадку буде поступо-
во здійснюватися перебір усіх чисел від 2 до самого числа 93283501, 
але при цьому жодного ділення не відбудеться, оскільки задане чис-
ло само по собі просте. Щоб значно скоротити перебір, знову зга-
даємо, що складене число має принаймні один дільник до кореня з 
числа і добавимо цю перевірку в заголовку циклу.

Програма, яка реалізує розкладання числа на прості множники, 
має вигляд:

Var N,divider:longint;
fin,fout:text;
begin
assign(fin,’input.txt’); reset(fin);
assign(fout,’output.txt’); rewrite(fout);
read(fin,N);
divider:=2;
while (N<>1)and(divider<=sqrt(N)) do
begin
while N mod divider = 0 do
begin
write(fout,divider);
         N:=N div divider;
if N>1 thenwrite(fout,’*’);
end;
inc(divider);
end;
if N>1 thenwrite(fout,N);
writeln(fout);
close(fin);
close(fout);
end.
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Мовою С++ розв’язання задачі має такий вигляд:

#include<bits/stdc++.h>
usingnamespacestd;
intmain()
{
int N;
freopen(«input.txt»,»r»,stdin);
freopen(«output.txt»,»w»,stdout);
cin>> N;
int i=2;
while (N!=1 && i<=sqrt(N))
    {
if (N%i==0)
       {
cout<<i;
           N=N/i;
if (N!=1) cout<<»*»;
       }
else i++;
    }
if (N!=1) cout<<N;
cout<<endl;
return 0;
}

А тепер запропонуємо нестандартну задачу.
Задача «Хвостові нулі у числі N!».
Умова задачі. Задано натуральне число N. Напишіть програ-

му, що визначає, якою кількістю нулів завершується десятковий за-
пис числа N! Наприклад, число 10! = 3628800 завершується двома 
нулями.

Вхідні дані. У вхідному файлі записано єдине число N 
(2 ≤ N ≤ 231 – 1).

Вихідні дані. У вихідний файл потрібно вивести єдине число – 
кількість хвостових нулів у числі N!

Ідея розв’язання. Перший варіант розв’язання, який пропо-
нують учні, це так званий «лобовий»: обчислюється значення N!, а 
потім рахується кількість нулів наприкінці отриманого числа. При 
всій своїй привабливості цей розв’язок в жодному разі не можна 
вважати правильним.
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Для учнів-початківців пропонуємо спочатку реалізувати програ-
му, яка обчислює перші 25 чисел – факторіали відповідних чисел:

var i:longint; factorial:int64;
fout:text;
begin
assign(fout,’output.txt’);rewrite(fout);
factorial:=1;
for i:=1 to25do
begin
factorial:=factorial*i;
writeln(fout,i,’!=’,factorial);
end;
close(fout);
end.

Після запуску цієї програми у вихідному файлі з’явиться така 
послідовність чисел:

1! = 1
2! = 2
3! = 6
4! = 24
5! = 120
6! = 720
7! = 5040
8! = 40320
9! = 362880
10! = 3628800
11! = 39916800
12! = 479001600
13! = 6227020800
14! = 87178291200
15! = 1307674368000
16! = 20922789888000
17! = 355687428096000
18! = 6402373705728000
19! = 121645100408832000
20! = 2432902008176640000
21! = –4249290049419214848
22! = –1250660718674968576
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23! = 8128291617894825984
24! = –7835185981329244160
25! = 7034535277573963776
Уважно подивившись на цю послідовність, ви побачите, що 

після 20!, яке дорівнює великому додатному числу, було отрима-
но 21! – від’ємне число. Але це неможливо! Факторіал не може 
бути від’ємним числом, оскільки це добуток натуральних чисел. 
Насправді це результат так званого виходу за межі типу. Отже, 
обчислюючи факторіал, буде отримано правильний результат 
тільки для N ≤ 20. Вхідні ж дані передбачають набагато більші 
значення.

Розглянемо правильну математичну модель задачі. Очевидно, 
що при множенні послідовності натуральних чисел у результаті 
отримується 0 у кінці числа, якщо множаться числа 5 і 2, а також 
числа, в розкладанні яких є двійки та п’ятірки. Оскільки чисел 
із двійками у розкладанні набагато більше, потрібно враховувати 
тільки числа, що мають у розкладанні п’ятірки. Причому потрібно 
враховувати всі п’ятірки у розкладанні. 

Отже, алгоритм, що розв’язує вказану задачу, повинен фактич-
но рахувати кількість чисел, що кратні 5, 25, 125, 625 і т. д., що не 
перевищують заданого числа N. Програма, що реалізує описаний 
алгоритм, має такий вигляд:

var N,answer:longint;pow5:int64;
fin,fout:text;
begin
assign(fin,’input.txt’);reset(fin);
assign(fout,’output.txt’);rewrite(fout);
read(fin,N);
    pow5:=5;
answer:=0;
while (pow5<=N) do
begin
answer:=answer+N div pow5;
        pow5:=pow5*5;
end;
writeln(fout,answer);
close(fin);
close(fout);
end.
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Перевірку підрахунку кількості чисел у наведеній реалізації зроб-
лено за допомогою обчислення степеня п’ятірки pow5, який не по-
винен перевищувати заданого числа N (pow5 ≤ N). А в тілі циклу 
кількість чисел, що кратні відповідному степеню п’ятірки, обчислю-
ється очевидною формулою: answer:=answer+N div pow5.

Мовою С++ розв’язок має такий вигляд:

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
int main(){
int N;
freopen(«input.txt»,»r»,stdin);
freopen(«output.txt»,»w»,stdout);
cin>> N;
    long long i=5,answer=0;
    while (i<=N)
    {
        answer+=N/i;
        i*=5;
    }
cout<<answer<<endl;
    return 0;
}
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Конкурс «Бебрас–2017» у світі та Україні

12–14 листопада 2017 року в Україні вже вдесяте проведено 
Міжнародний конкурс з інформатики та комп’ютерного мислення 
«Бобер–2017» для учнів 2–11-х класів. Цього року в конкурсі взяли 
участь понад 2 мільйони 160 тисяч учнів із 44-х країн світу.

За кількістю учасників конкурсу Україна посіла четверте місце 
у світі:
№ з/п Країна К-ть учасників

1 Франція 598869
2 Німеччина 341241
3 Велика Британія 143134
4 Україна 117463

5 Білорусь 111554
6 Тайвань 111162
7 Чехія 74518
8 Словаччина 74216
9 Китай 46053
10 США 44891
11 Сербія 42539
12 Литва 41708
13 Італія 41064
14 Туреччина 35164
15 Австрія 31034
16 Словенія 29993
17 Македонія 24820
18 Польща 24168
19 Росія 22549
20 ПАР 22056
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21 Угорщина 21411
22 Нідерланди 18447
23 Швейцарія 16395
24 Канада 15730
25 Хорватія 15247
26 Румунія 15148
27 Латвія 13027
28 Пакистан 11170
29 Швеція 9696
30 Південна Корея 7203
31 В’єтнам 6737
32 Фінляндія 6564
33 Ірландія 5717
34 Японія 5509
35 Боснія і Герцеговина 4164
36 Естонія 3919
37 Індонезія 3714
38 Іран 2615
39 Бельгія 2345
40 Ісландія 2045
41 Болгарія 414
42 Монголія 251
43 Португалія 160
44 Йорданія 155

Слід відзначити, що викладання інформатики в Україні почи-
наючи з другого класу, дало змогу досягти вагомих результатів у 
конкурсі «Бобер».
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За кількістю учасників серед учнів 2–3 класів Україна впевнено 
посідає перше місце:

№ з/п Країна К-ть учасників
1 Україна 33868

2 Словаччина 17980
3 Чехія 17163
4 Білорусь 14296
5 Італія 11654
6 Франція 8848
7 Словенія 7929
8 США 7529
9 Велика Британія 7509
10 Німеччина 6561
11 Росія 6112
12 Сербія 5145
13 Польща 3741
14 Пакистан 2788
15 Литва 2542
16 Нідерланди 2490
17 Македонія 2403
18 ПАР 2256
19 Швейцарія 2075
20 В’єтнам 1864
21 Швеція 1569
22 Китай 1278
23 Ірландія 1186
24 Австрія 1179
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25 Угорщина 879
26 Хорватія 789
27 Фінляндія 732
28 Ісландія 386
29 Іран 324
30 Південна Корея 184
31 Боснія і Герцеговина 63
32 Йорданія 24

Ще за одним показником Україна значно випереджає інші кра-
їни світу:

Кількість шкіл, які взяли участь у конкурсі:

№ з/п Країна К-ть шкіл
1 Україна 4741

2 Франція 3342
3 Польща 2778
4 Білорусь 2143
5 Німеччина 1898
6 Росія 1095
7 Словаччина 992
8 Велика Британія 664
9 Чехія 657
10 Туреччина 635
11 Литва 567
12 США 499
13 Румунія 457
14 Хорватія 430
15 Сербія 420
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16 Канада 412
17 Нідерланди 339
18 Пакистан 321
19 Швейцарія 253
20 Китай 224
21 Македонія 223
22 Швеція 175
23 Угорщина 164
24 Ірландія 116
25 Фінляндія 109
26 Болгарія 96
27 Боснія і Герцеговина 84
28 Естонія 72
29 Бельгія 40
30 Японія 36
31 Ісландія 23
32 Монголія 9

У банк задач, рекомендованих для конкурсу Міжнародним орг-
комітетом, були включені задачі таких українських авторів:

Олександра Кібко та Євгенія Савіна (студенти із Запоріжжя, 
учасники конкурсу «Бобер» у 2009–2014 роках), Сергій Жуков-
ський (Житомирський ОІППО), Тетяна Затилюк (Андрушівська 
ЗОШ Житомирської області), Марина Криштопа (Бугаївська ЗОШ 
Полтавської області), Галина Климович (Зарічненський РМК Рів-
ненської області), Лілія Костів і Ростислав Шпакович (Львівський 
фізико-математичний ліцей).

Крім того, для українського конкурсу  були підготовлені задачі 
такими авторами:

Світлана Васильченко (Запорізька єврейська гімназія «ОРТ-
Алєф»), Людмила Старченко (Харківська академія неперервної 
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освіти), Андрій Мірошниченко (Дніпровська академія неперервної 
освіти).

В Україні конкурс проходив у 4741 координаційному центрі, 
школі чи об’єднанні шкіл. У ньому взяло участь 117 463 учні. 

Загальна кількість учасників за віковими групами:
Клас 2-й 3-й 4-й 5-й 6-й
Кількість 14917 18951 17827 13372 11907
Клас 7-й 8-й 9-й 10-й 11-й
Кількість 9989 10559 10239 5055 4647

Кількість учасників по регіонах України:
Область Кількість

Вінницька 2466
Волинська 2910
Дніпропетровська 11902
Донецька 5811
Житомирська 2707
Закарпатська 2497
Запорізька 9685
Iвано-Франкiвська 2244
м. Київ 2738
Київська 3191
Кіровоградська 4623
Луганська 1380
Львівська 12576
Миколаївська 2760
Одеська 5988
Полтавська 5974
Рівненська 3150
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Сумська 6095
Тернопільська 2803
Харківська 9277
Херсонська 5465
Хмельницька 2583
Черкаська 2924
Чернівецька 3397
Чернігівська 2351

Висловлюємо вдячність обласним координаторам за організацію 
та забезпечення успішного проведення конкурсу в своїх регіонах:
Слушний Олег Миколайович Вінницька область
Семенюк Ірина Василівна Волинська область
Мірошниченко Андрій Анатолійович Дніпропетровська об-

ласть
Пилипчук Олена Анатоліївна Донецька область
Жуковський Сергій Станіславович Житомирська область
Шаркадій Інна Володимирівна Закарпатська область
Васильченко Світлана Володимирівна Запорізька область
Микицей Сергій Михайлович Івано-Франківська об-

ласть
Мірошниченко Наталія Михайлівна м. Київ
Федорчук Валерій Анатолійович Київська область
Чала Марина Станіславівна Кіровоградська область
Лобода Володимир Вікторович Луганська область
Зелез Мирон Михайлович Львівська область
Гапиченко Галина Євгенівна Миколаївська область
Мітельман Ігор Михайлович Одеська область
Шостя Світлана Петрівна Полтавська область
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Буняк Володимир Олександрович Рівненська область
Павленко Ірина Миколаївна Сумська область
Кривокульський Любомир Євстахович Тернопільська область
Старченко Людмила Миколаївна Харківська область
Сисоєнко Наталя Анатоліївна Херсонська область
Дрижал Олександр Михайлович Хмельницька область
Шемшур Вадим Михайлович Черкаська область
Скрипська Ганна Володимирівна Чернівецька область
Євтушенко Наталія Василівна Чернігівська область

Наступний конкурс відбудеться 11–13 листопада 2018 року (ін-
формаційний лист Інституту модернізації змісту освіти МОН Укра-
їни № 22.1/10-1080 від 13.04.2018). 

Детальніше про конкурс на сайті http://bober.net.ua.
Запрошуємо вчителів та учнів приєднуватись до цікавого масо-

вого міжнародного заходу з інформатики.
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