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Iдея розв’язку задачi A
Запропонував i пiдготував: Валлас О.

Спочатку зазначимо, що для рейтингу з точнiстю k знакiв пiсля десяткової коми опти-
мальна вiдповiдь завжди ≤ 10k. Розглянемо це на прикладi. Нехай ми маємо рейтинг
3.xxx, де xxx – 3 будь-якi цифри. Припустимо, що таксист отримав 103 = 1000 оцiнок 3.
Тодi його рейтинг буде дорiвнювати 3·1000

1000
= 3.000, тобто рiвно 3. Тепер спробуємо замiнити

одну оцiнку 3 на 4. Тодi його рейтинг дорiвнюватиме 3·999+4·1
999+1

= 3001
1000

. Тобто замiнивши одну
трiйку на четвiрку ми збiльшили рейтинг на 1

1000
. Таким чином якщо поступово змiнювати

усi 3 на 4 ми зможемо отримати будь-який рейтинг вiд 3.000 до 4.000 з трьома знаками
пiсля коми, а отже i заданий рейтинг 3.xxx.

Пiдазадача 1:
Виходячи з вищезазначеного вiдповiдь ≤ 10. Тодi її можна отримати просто перебрав-

ши усi можливi комбiнацiї оцiнок 5-ма вкладеними циклами.
Складнiсть: O(105k), де k – кiлькiсть знакiв пiсля десяткової коми.
Пiдзадача 2:
Доведемо, що оптимальну вiдповiдь завжди можна отримати тiльки за допомогою

оцiнок двох сусiднiх типiв a та (a+1), або одного типу (якщо рейтинг цiлий). Припустимо,
що iснує оптимальна вiдповiдь, у якiй присутнi НЕ сусiднi оцiнки x та y, x < y. У випадку,
якщо y − x = 3, ми можемо замiнити їх на та x + 1 та y − 1. Якщо y − x = 2 або
y − x = 4, можна замiнити їх на двi оцiнки по x + 1 або x + 2 вiдповiдно. Цi дiї жодним
чином не впливають нi на суму, нi на кiлькiсть оцiнок, а тому не впливають i на середнє
арифметичне. Таким чином, будь-який набiр оцiнок можна звести до набору оцiнок з
щонайбiльше двох типiв. Очевидно, що цi два типи – рейтинг округлений вниз та вгору.

Тодi розв’язання полягає у тому щоб перебрати кiлькiсть оцiнок першого типу, пора-
хувати скiльки потрiбно оцiнок другого типу, аби отримати заданий рейтинг i перевiрити,
чи кiлькiсть оцiнок другого типу цiла (тобто такий розподiл оцiнок можливий). Нехай
рейтинг рiвний R, покладемо a = bRc, кiлькiсть оцiнок типу a дорiвнює x, а кiлькiсть оцi-
нок типу a+ 1 (якщо вони необхiднi) дорiвнює y. Тодi, виходячи з визначення середнього
арифметичного, маємо наступну рiвнiсть: R = x·a+y·(a+1)

x+y
. Тодi x ·a+y ·(a+1) = R ·x+R ·y.

З цього, щоб отримати точну вiдповiдь, потрiбно виконувати операцiї у цiлих числах або
у 64-бiтних числах з плавоючою комою (long double y C++).

Складнiсть: O(10k), де k – кiлькiсть знакiв пiсля коми.
Пiдзадача 3:
Представимо рейтинг R у виглядi звичайного дробу, домноживши чисельник та зна-

менник на 1018. Виходячи з визначення середнього арифметичного, знаменник цього дробу
1018 – кiлькiсть отриманих оцiнок, а чисельник (R · 1018) – їх сума. Якщо цей дрiб можно
скоротити, це зменшить кiлькiсть оцiнок, тому що знаменник (тобто кiлькiсть оцiнок)
зменшиться, а вiдношення чисельника до знаменника (тобто рейтинг) не змiниться. Отже,
чисельник i знаменник потрiбно подiлити на їх НСД. Припустимо, що пiсля скорочення
ми отримали дрiб a

b
. Очивидно, що отримане у знаменнику число (b) i є оптимальною

вiдповiддю, адже дрiб нескоротний i зменшити знаменник не вдасться. Теперь потрiбно
довести, що ця вiдповiдь завжди досяжна, тобто iснує набiр з b оцiнок вiд 1 до 5, сумма
яких дорiвнює a.

Доведення цього факту аналогiчне доведенню у пiдзадачi 2. Зауважимо, що завжди
b ≤ a ≤ 5b, бо рейтинг за умовою вiд 1 до 5. Теперь припустимо, що усi оцiнки дорiвнюють
1. Тодi чисельник дорiвнюватиме 1 ∗ b, тобто b. Тепер змiнемо будь-яку оцiнку (m 6= 5)
на m+ 1. Тодi чисельник збiльшиться на 1, а знаменник залишиться рiвним b. Поступово
здiйснюючи такi замiни, можемо примусити чисельник «пройти» через усi значення вiд b
до 5b, зокрема i через a, яке нам потрiбно отримати.
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Аби вiдновити самi оцiнки, згадаємо доведений у другiй пiдзадачi факт про те, що
оптимальну вiдповiдь завжди можна отримати з оцiнок bRc та dRe. Якщо б усi оцiнки
дорiвнювали bRc, чисельник був би b · bRc. Але чисельник дорiвнює a ≥ b · bRc, тому
кiлькiсть оцiнок dRe як раз дорiвнює залишку, тобто a−b·bRc. Решта оцiнок – оцiнки bRc.
Також зауважимо, що через недостатню точнiсть зберiгання чисел з плаваючою комою у
пам’ятi комп’ютера, необхiдно зчитувати рейтинг у виглядi рядка i конвертувати одразу
у цiле число. Складнiсть: O(k), де k – кiлькiсть знакiв пiсля коми.

Асимптотика:
Якщо k - кiлькiсть цифр у записi оцiнки, то маємо наступну складнiсть:
По часу - O(k)
По пам’ятi - O(k)
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Iдея розв’язку задачi B
Запропонував i пiдготував: Мисак Д.

Назвемо будь-яку послiдовнiсть важливих перехресть таку, що кожне наступне пере-
хрестя в нiй є водночас правiшим i нижчим вiд попереднього, важкодоступною. Доведемо,
що вiдповiдь дорiвнює розмiру S максимальної важкодоступної послiдовностi перехресть.
Зрозумiло, що меншою кiлькiстю маршрутiв ми обiйтися не зможемо, адже жоден мар-
шрут не може покрити бiльше, нiж одне перехрестя з числа S важкодоступних. Те, що
S маршрутiв має вистачити, покажемо за допомогою методу математичної iндукцiї. Для
випадку S = 0 твердження очевидне. Нехай тепер воно виконане для S − 1. Перший з
S маршрутiв пустимо таким чином:

1. Робимо декiлька (на першому кроцi, можливо, нуль) крокiв угору, поки не прийдемо
в рядок, у якому залишаються важливi перехрестя (або у найвищий рядок).

2. Далi робимо декiлька (можливо, нуль) крокiв праворуч, поки не дiйдемо до найпра-
вiшого важливого перехрестя в поточному рядку (або, якщо це верхнiй рядок, до
його кiнця).

3. Якщо ми ще не в кiнцевому пунктi, повертаємося до кроку 1).
Подiбна побудова маршруту гарантує, що а) правiше чи нижче вiд лiнiї маршруту не бу-
де жодного важливого перехрестя i б) кожне перехрестя, де автобус повертав лiворуч, є
важливим. Розглянемо довiльну важкодоступну послiдовнiсть для нової (зменшеної) мно-
жини важливих перехресть. Якби вона мала розмiр S, ми могли б вiд найправiшого/най-
нижчого перехрестя цiєї послiдовностi опустити пряму лiнiю до перетину з проведеним
маршрутом, узяти найправiше важливе перехрестя в тому рядку на маршрутi, де лiнiя
його перетнула, i додати це перехрестя до важкодоступної послiдовностi з S вершин. Це
дало б нам важкодоступну послiдовнiсть iз S + 1 вершини для початкової множини
важливих перехресть, що суперечить зробленому вибору максимальної важкодоступної
послiдовностi. Отже, нова максимальна важкодоступна послiдовнiсть має довжину, не
бiльшу за S − 1, i за припущенням iндукцiї, крiм одного вже проведеного маршруту,
нам достатньо пустити ще S − 1 маршрут, щоб покрити всi важливi перехрестя. Дове-
дено. Тепер безпосередньо пiдрахуємо розмiр максимальної важкодоступної послiдовностi
важливих перехресть. Це можна зробити за допомогою одного обходу таблицi злiва напра-
во зверху вниз: якщо домовитися, що f(i, j) дорiвнює вiдповiдi для прямокутника, лiвим
верхнiм кутом якого є лiве верхнє перехрестя, а правим нижнiм — перехрестя на перетинi
i-го рядка та j-го стовпця (1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ M), то матимемо такi рекурентнi
спiввiдношення:

f(i, j) =


0, якщо i = 0 або j = 0
f(i− 1, j − 1) + 1, якщо перехрестя (i, j) важливе
max{f(i− 1, j), f(i, j − 1)}, якщо перехрестя (i, j) не є важливим

(1)

Правильнiсть формули для останнього випадку випливає з того, що перехрестя у правому
стовпцi та перехрестя у нижньому рядку не можуть водночас належати однiй i тiй самiй
важкодоступнiй послiдовностi. Отже, залишається вивести значення f(N, M). Складнiсть
побудованого алгоритму — O(N ·M). Альтернативним пiдходом є послiдовно один за одним
жадiбно будувати маршрути, користуючись кроками 1) — 3) iз доведення вище, поки не
буде покрито всi важливi перехрестя. Це також можна зробити за O(N ·M) часу, якщо
ввести допомiжну iндексацiю по рядках чи стовпцях.

Асимптотика:
По часу - O(N ·M)
По часу - O(N ·M)
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Iдея розв’язку задачi C
Запропонував i пiдготував: Мисак Д.

У пiдзадачi 1 вiдповiдь на кожен запит — кiлькiсть доданих на даний момент слiв.
У пiдзадачi 2 результат запиту — одиниця, якщо сумарна довжина всiх доданих на

даний момент слiв, складена з їхньою кiлькiстю, не бiльша за L + 1, а в iншому разi —
двiйка.

Пiдзадачах 3 й 4, у яких слова завжди додаються в кiнець тексту, можна розв’язати
за лiнiйний вiд кiлькостi запитiв час, опрацьовуючи всi запити по черзi та пам’ятаючи
поточнi кiлькiсть рядкiв i кiлькiсть вiльних позицiй в останньому рядку тексту.

Пiдзадачах 5 та 6, у яких слова завжди додаються на початок тексту, також можна
розв’язати за лiнiйний вiд кiлькостi запитiв час, зберiгаючи в масивi кiлькiсть рядкiв,
утворених пiсля додавання кожного слова, а також пiдтримуючи в окремих змiнних по-
точнi кiлькiсть слiв i кiлькiсть вiльних позицiй у першому рядку тексту. Пiсля додавання
нового слова або кiлькiсть слiв у першому рядку збiльшується на 1, а кiлькiсть вiльних
позицiй вiдповiдним чином зменшується, або одне чи кiлька слiв з кiнця рядка перехо-
дять у наступний; тодi нова загальна кiлькiсть рядкiв — це кiлькiсть рядкiв, збережена
для теперiшнього першого слова другого рядка, збiльшена на 1.

Альтернативний спосiб — зауважити, що якби слова додавалися завжди не на початок,
а в кiнець тексту, то загальна кiлькiсть рядкiв у кожен момент часу залишалася б такою
самою (а потiм скористатися тим самим алгоритмом, що й для пiдзадач 3 й 4). Кiлькiсть
не могла зменшитися, бо iнакше ми б розгорнули текст на 180 градусiв, зсунули слова на
вiльнi позицiї лiворуч (якщо такi є) i отримали б початковий текст, що вмiстився у меншу
кiлькiсть рядкiв, нiж вiн вмiстився насправдi. З симетричних мiркувань кiлькiсть рядкiв
не могла й збiльшитися.

Пiдзадачах 7 i 8 так само можна розв’язати за лiнiйний час. Для цього застосуємо
перший пiдхiд, описаний для пiдзадач 5 i 6, додатково зберiгаючи для кожного слова
кiлькiсть вiльних позицiй в останньому рядку тексту, якщо першим словом тексту є дане.
Тепер розiб’ємо текст на двi частини — множину слiв, доданих на початок, та множину
слiв, доданих у кiнець. Другу частину тексту розглядатимемо як розгорнутий на 180 гра-
дусiв фрагмент, у який слова так само додавали на початок. Якщо тепер останнi рядки
двох частин (тобто насправдi нижнiй рядок першої частини та верхнiй рядок другої ча-
стини) вмiщаються — разом iз пробiлом мiж ними — в одному рядку, то загальна кiлькiсть
рядкiв у текстi є сумою кiлькостей для двох частин, зменшеною на 1; iнакше це просто
сума кiлькостей рядкiв у двох частинах тексту. Коректнiсть такого твердження випливає
з мiркувань, цiлком аналогiчних доведенню правильностi альтернативного розв’язку для
пiдзадач 5 i 6. Пiд час складання двох кiлькостей треба акуратно розглядати випадки,
коли одна з двох частин тексту порожня.

Асимптотика:
По часу - O(N)
По пам’ятi - O(N)
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Iдея розв’язку задачi D
Запропонував: Мiхно М..

Пiдготували: Асландуков М., Баренблат I.,
Мiхно М., Селiванов А., Стречень М., Фекете I.

Спершу розглянемо випадок одного кута. Нехай пiсля певної кiлькостi крокiв маємо
деяку заливку. Помiтимо, що, по-перше, можемо представити цю картинку масивом, у
якому i-ий елемент буде представляти висоту i-го стовпчика, а по-друге, цей масив буде
незростаючим.

9 8 8 8 6 6 6 5 5 5 5 5 3 3 3 1 0
Побудуємо над нашим масивом дерево вiдрiзкiв. Навiщо? Справа в тому, що для до-

давання прямокутника нам знадобиться умiння швидко присвоювати на вiдрiзку, а для
операцiї знаходження кiлькостi зафарбованих клiтинок - умiння дiзнаватися суму на вiд-
рiзку. Крiм того, пiзнiше нам знадобиться iнформацiя про найлiвiший i найправiший еле-
мент вiдрiзку (маються на увазi саме тi вiдрiзки, що зберiгаються в деревi вiдрiзкiв, а не
будь-якi).

Важливою пiдзадачею є пошук найлiвiшого елементу масиву, що не менший за деяке
X (звiсно, у вiдсортованому масивi). Це можна було б робити бiнарним пошуком, але через
звернення до дерева вiдрiзкiв матимемо O(log2N) на запит. Для покращення асимптоти-
ки до O(logN) застосуємо метод каскадного спуску. Нехай ми шукаємо кандидата серед
чисел у пiдвiдрiзку [L..R]. Покладемо mid = bL+R

2
c. Якщо найлiвiший елемент вiдрiзку

[mid+ 1..R] (тобто (mid+1)-ий) менший за X, то усi цього пiдвiдрiзку також меншi за X,
тому слiд розглядати пiдвiдрiзок [L..mid]. Iнакше розглядаємо [mid+ 1..R].

Приклад реалiзацiї пошуку методом каскадного спуску
1 int last_not_less(int val){
2 int L = 1, R = size , _i = 1;// L, R - межi вiдрiзку, який ми розглядаємо
3 push(1, size); // _i - номер цього вiдрiзку в деревi вiдрiзкiв
4
5 if(mostleft [1] < val) // Якщо перший елемент менший за val, то вважатимемо
6 return 0; // потрiбним фiктивний нульовий елемент
7 while(L < R){
8 push(_i*2, (R - L + 1)/2);
9 push(_i*2 + 1, (R - L + 1)/2);

10 if(mostleft[_i*2 + 1] < val)
11 R = (L + R)/2,
12 _i = _i*2;
13 else
14 L = (L + R)/2 + 1,
15 _i = _i*2 + 1;
16 }
17 return R;
18 }
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Тепер навчимося дiзнаватися вiдповiдь для певного прямокутника. Розiб’ємо нашi стов-
пчики на три групи - тi, що повнiстю покривають наш прямокутник (на iлюстрацiї стов-
пчики вiд 2 до 4), тi, що частково покривають наш прямокутник (на iл. вiд 6 до 12) та
тi, що жодним чином прямокутник не зачiпають (на iл. 13-ий стовпчик). Межi цих груп
можна шукати за допомогою тiє самої «важливої пiдзадачi».
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Легко бачити, що для першої групи тестiв площа зафарбованих клiтинок буде складати
(Y2 − Y1) ∗ (X2 −X1), для третьої 0, а для другої get(L,R)− Y1 · (R− L) (get(L,R) - сума
на пiдвiдрiзку [L..R], яку нам швидко знаходить дерево вiдрiзкiв.

Навчимося додавати прямокутник. Нам треба знайти перший стовпчик, що лежить
нижче нiж наш Y (точка X ′). Тепер просто присвоїмо усiм елементам на вiдрiзку [X ′..X]
значення Y . Готово, прямокутник додано.
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Перехiд до 4 кутiв.
Перше, що можемо помiтити - якщо прямокутники, що зберiгаются у деревах вiдрiзкiв,

не перетинаються, ми можемо легко отримувати вiдповiдь про кiлькiсть зафарбованих
клiтинок - просто незалежно дiзнаємося вiдповiдь для кожного з куткiв i просумуємо.
Як пiдтримувати стан без перетинiв, пояснено в презентацiї за наступним посиланням (з
великою кiлкiстю зображень): http://bit.ly/uoi2018-2-D. Матерiали олiмпiади можна
буде знайти за посиланням http://bit.ly/UOI-2018. Наступнi QR-коди ведуть туди ж:

Асимптотика:
По часу - O(Q log N)
По пам’ятi - O(N) (щоправда з великою константою).

http://bit.ly/uoi2018-2-D
http://bit.ly/UOI-2018
http://bit.ly/uoi2018-2-D
http://bit.ly/UOI-2018
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