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Iдея розв’язку задачi A
Запропонував: Рубаненко Р.

Пiдготував: Мiхно М.

Давайте спробуємо знайти вартiсть найменшого iнгредiєнту. Очевидно, це буде най-
менше число вхiдного масиву, адже найменше число не можна отримати як суму деяких
iнших чисел. Як знайти iншi елементи? Давайте припустимо, що ми встановили вартiсть
найдешевших K елементiв. Згенеруємо усi можливi суми пiдмножин цих K елементiв та
викреслимо цi суми iз вхiдного масиву. З елементiв, що залишилися, вiзьмемо мiнiмальний.
Вiн i буде наступним по вартостi iнгредiєнтом.

Чому? Припустимо, на якомусь кроцi ми оберемо не мiнiмальне число. Тодi, коли ми
будемо генерувати усi суми пiдмножин для вiдповiдi, ми нiколи не згенеруємо це мiнiмаль-
не число, адже серед перших К чисел не буде такої пiдмножини (iнакше мiнiмальне число
було б викреслене на цьому кроцi), а всi iншi числа будуть бiльшими за поточний мiнiмум
(ми вiзьмемо число, бiльше за поточний мiнiмум, i генеруємо послiдовнiсть-вiдповiдь в
порядку зростання).

До речi, з цього твердження випливає, що вiдповiдь завжди встановлюється однозна-
чно. Якщо для видалення елементiв iз вхiдної послiдовностi використовувати звичайний
масив, i видаляти елементи за O(довжина масиву), асимптотика буде складати O(n·2n ·2n),
тому що ми робимо n iтерацiй, на кожнiй видаляємо порядку 2n елементiв за 2n операцiй.

Якщо використовувати set, збалансоване бiнарне дерево пошуку або дерево вiдрiзкiв
для видалення елементiв, асимптотика полiпшиться до O(n · 2n ·n), адже видалення тепер
виконується за O(log(2n)) = n. Але числа в задачi невеликi (до 106), а тому можна викори-
стовувати масив пiдрахунку cnt, де cnt[x] зберiгає кiлькiсть елементiв x. Тодi видалення
елементiв буде виконуватись за O(1), i загальна складнiсть алгоритму стане O(n · 2n), що
дозволяє пройти останню групу тестiв.

Асимптотика:
По часу - O(n · 2n)
По пам’ятi - O(α), де α - максимальна серед вартостей наборiв.
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Iдея розв’язку задачi B
Запропонував i пiдготував: Баренблат I.

Перш за все доведемо просту лему:
Припустимо, що ми можемо обрати K мiньйонiв, задовольнивши при цьому умову задачi.
Якщо викинути мiньйона з найбiльшою витривалiстю, то середнє арифметичне витрива-
лостей не збiльшиться, а мiнiмальна з сил мiньйонiв не зменшиться. Таким чином,
загiн з K − 1 мiньйона ми також можемо утворити.

Далi у нас є кiлька варiантiв розв’язку:
Варiант 1
Застосуємо принцип бiнарного пошуку. За лемою, якщо можна утворити загiн розмiру

K, то i загони меншого розмiру утворити теж можна, тож залишилось лише навчитись
перевiряти можливiсть створення загону розмiру K.

Для цього вiдсортуємо мiньйонiв за спаданням сили. Обираємо перших i з них (за но-
вим порядком сортування). Мiнiмальну силу серед цих i мiньйонiв має саме i-ий. Тепер
нам необхiдно вибрати K мiнiмальних витривалостей серед i мiньйонiв, перевiрити, чи їх
середнє арифметичне не перевищує силу i. Якщо все добре - можна утворити загiн з K
мiньйонiв, iнакше переходимо до i+ 1. Аби не шукати наново K мiнiмальних витривало-
стей, використаємо структуру даних, що дозволяє знаходити максимум та видаляти його.
Нам пiдiйте черга з прiоритетом, купа або ж збалансоване бiнарне дерево пошуку.

Асимптотика:
По часу - O(Nlog2N)
По пам’ятi - O(N)

Варiант 2
Припустимо, що у нас є деякий набiр мiньйонiв i ми хочемо обрати максимальну пiд-

множину мiньйонiв так, щоб середнє арифметичне їх витривалостей не перевищило де-
якого A. Яким чином це зробити?

Уявiмо собi масив, в якому i-ий елемент представляє кiлькiсть мiньйонiв з витривалi-
стю рiвно i. Побудуємо над цим масивом дерево вiдрiзкiв, зберiгаючи при цьому в його
вершинах iнформацiю про суму витривалостей i кiлькiсть мiньйонiв на цьому пiддеревi.
За нашою лемою ми можемо застосувати до цього дерева бiнарний пошук, отримавши ма-
ксимальну кiлькiсть мiньйонiв у загонi так, щоб середнє арифметичне їх витривалостей
була не бiльша за A. Щоправда, часова складнiсть бiнарного пошуку з використанням
дерева вiдрiзкiв буде O(log2N), що не покращує варiант 1. Але вихiд є, i називається вiн
каскадним спуском по дереву. Детальнiше можна дiзнатися тут:
http://en.wikipedia.org/wiki/Fractional_cascading 1.

Фiнальний розв’язок виглядає так: ми сортуємо мiньйонiв за спаданням сили, розгляда-
ємо перших i, додаємо їх витривалостi до дерева вiдрiзкiв. Тепер за допомогою каскадного
спуску знаходимо розмiр максимального загону, середнє арифметичне витривалостей яко-
го не перевищує силу i-го мiньйона.

Щодо дерева вiдрiзкiв: вхiднi данi не дозволяли у явному виглядi будувати дерево
вiдрiзкiв, оскiльки витривалостi могли бути завеликими, тож передбачалося, що учасник
реалiзує або неявне дерево вiдрiзкiв (http://bit.ly/ImplicitSegTree) або стиснення ко-
ординат (http://bit.ly/CoordCompression).

Асимптотика:
Тут α - рiзниця мiж найбiльшою витривалiстю i найменшою витривалiстю мiньйонiв.
По часу - O(NlogN) (для варiанту з неявним деревом вiдрiзкiв O(N(logN + logα)) )
По пам’ятi - O(N) (для варiанту з неявним деревом вiдрiзкiв O(Nlogα)).

1Тут i далi бiльшiсть статей буде англiйською

http://en.wikipedia.org/wiki/Fractional_cascading
http://bit.ly/ImplicitSegTree
http://bit.ly/CoordCompression
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Iдея розв’язку задачi C
Запропонував i пiдготував: Асландуков М.

Спершу помiтимо, що восьминiг по своїй сутi є зв’язним графом з K вершин i K
ребер. Iншими словами, ми до деякого графа-дерева додали ще одне ребро, утворивши
рiвно один простий цикл. З цього легко знайти критерiй iснування восьминога: необхiдно,
аби сума степенiв вершин була рiвн 2N , а також iснувало хоча б три вершини зi степенями
щонайменше 2.

Таким чином, варiант без максимiзацiї кiлькостi восьминогiв виконується зовсiм про-
сто: ми об’єднуємо в цикл усi вершини зi степенем бiльшим за 2, а «листки» (зi степенем
рiвно 1) напряму пiд’єднуємо до тiла нашого восьминога (звiсно, слiдкуючи, куди слiд
прикрiпляти скiльки листкiв, щоб набарти потрiбний степiнь для кожної вершини).

Для вирiшення задачi з максимiзацiєю восьминогiв помiтимо, що завжди можна роз-
бити восьминога з тiлом довжини L(6 ≤ L) на двох восьминогiв розмiрами 3 та L − 3.
Таким чином, можна жадiбно розбити усi вершини зi степенем не меншим за 2 на групки
по 3, 4 та 5 вершин (звiсно, максимiзувавши їх кiлькiсть, тобто максимально групуючи по
3 вершини) i вiдповiдним чином пiд’єднати вершиини зi степенем 1.

Пiдзадачi 1, 2
У цих пiдзадачах можна було помiтити, що вершини степеня 3 обов’язково належать тiлу
восьминога, а вершини степеня 1 - «коротенькi» щупальцi. Таким чином, достатньо було
перевiрити, що кiлькiсть вершин степеня 1 рiвна кiлькостi вершин степеня 3, а вершин
степеня 3 щонайменше 3. Якщо це так, об’єднуватимемо вершини степеня 3 у цикли, а
вершини степеня 1 пiд’єднуватимемо по однiй до вершин з циклу.

Асимптотика:
По часу - O(N)
По пам’ятi - O(N)
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Iдея розв’язку задачi D
Запропонував: Мисак Д.

Пiдготували: Баренблат I., Мiнаков С.

Покажемо, що задачу можна розв’язати за час O(N log N + M). Домовимося про
таке:

• якщо K — деяка гiлка, то K ′ позначатиме гiлку перед нею;
• якщо K — деяка гiлка, а T ≤ N , то через T (K) позначимо набiр iз T гiлок: саму

гiлку K та T − 1 гiлку перед нею.
Для загальностi мiркувань досадимо на кожну гiлку без пташок по однiй фiктивнiй пта-
шцi, що є важчою за всiх iснуючих. Фiктивнi пташки не зможуть впливати на рух справ-
жнiх, а самi перестрибуватимуть лише тодi, коли на їхнiй поточнiй гiлцi не буде жодної
справжньої пташки.

Лема 1. Починаючи з N -го перестрибування (включно) N найлегших серед усiх пта-
шок почнуть циклiчно рухатися по колу.

Доведення. Без втрати загальностi вважаємо, що кiлькiсть пташок дорiвнює N : пта-
шки, що не входять до числа N найлегших, не впливатимуть на їхнiй рух. Розглянемо тодi
розташування пташок перед N -м перестрибуванням. Якби твердження леми не справджу-
валося, то iснувала б деяка гiлкаK, на якiй не сидить жодна пташка. Тодi перед (N − 1)-м
перестрибуванням жодна пташка не сидiла на гiлцiK ′, перед (N − 2)-м перестрибуванням
пташок не було на гiлцi перед K ′ i т. д.; перед першим перестрибуванням жодної пташки
не було на гiлцi, наступнiй за K. Таким чином, на кожнiй фiксованiй з N гiлок у якийсь
момент часу не було пташок. Але тодi в жоден наступний момент часу кiлькiсть пташок
на цiй гiлцi не може перевищувати 1, що означало б, що загальна кiлькiсть пташок перед
N -м перестрибуванням (враховуючи щонайменше одну порожню гiлку) є меншою за N.
Одержали суперечнiсть.

Наслiдок 1. Якщо T ≥ N , вiдповiдь до задачi не змiниться, якщо замiсть M пташок
початково розглядати лише min{N,M} найлегших пташок.

Лема 2. Якщо K — деяка гiлка i T ≤ N , то пташка, що на T -му перестрибуваннi
стрибне з гiлки K на наступну, є найлегшою серед усiх пташок, що в початковий момент
часу сидiли на гiлках T (K) i ще не перестрибували з гiлки K.

Доведення. Застосуємо метод математичної iндукцiї. Для T = 1 твердження очеви-
дне. Для T > 1 скористаємося твердженням леми для перестрибування T − 1 та гiлки
K ′. Тодi перед T -м перестрибуванням на гiлцi K буде сидiти найлегша пташок з числа
тих, якi ще залишилися на гiлках T (K). Вона й перестрибне з гiлки K на наступному
кроцi.

Лема 3. Якщо K — деяка гiлка i T ≤ N , то пташка, що на T -му перестрибуваннi
стрибне з гiлки K на наступну, є однiєю з найлегших T пташок серед усiх пташок, що в
початковий момент часу сидiли на гiлках T (K).

Доведення. Оскiльки за попереднi T − 1 перестрибування з гiлки K перестрибнула
не бiльше нiж T − 1 пташка з числа найлегших T , щонайменше одна з них мала зали-
шитися. Тодi твердження випливає з леми 2. Лема 4. Якщо T ≤ N , то множина пташок
на довiльнiй гiлцi K перед T -м перестрибуванням (а отже — i вага пташки, що перестри-
буватиме в момент T ) залежить лише вiд початкового розташування пташок на гiлках
T (K). Доведення. Для T = 1 твердження очевидне. Для T > 1 двiчi скористаємося
твердженням леми: для моменту часу T − 1 та гiлок K i K ′. Оскiльки вмiст цих гiлок
у момент часу T − 1 однозначно визначає вмiст гiлки K у момент часу T , iндукцiйний
перехiд доведено.

Наслiдок 2. Якщо T ≤ N , вiдповiдь до задачi не змiниться, якщо замiсть M пташок
початково розглядати лише T найлегших пташок з числа тих, що сидять на гiлках T (K)
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(якщо їх було бiльше нiж T ). Видiлити (не бiльше нiж) N найлегших пташок iз числа (не
бiльше нiж)M можна за лiнiйний вiдM час за допомогою ефективного пошуку порядкової
статистики. Безпосередньо вiдповiдь знайдемо тепер таким чином:

• Якщо T ≤ N , просимулюємо твердження леми 2 за допомогою черги з прiоритетами:
щораз додаватимемо до черги нову гiлку з пташками та дiставатимемо звiдти вагу
найлегшої пташки. Вийнята з черги на T -му кроцi вага й буде шуканою.

• Якщо T > N , то пiдмiнимо дерево з N гiлок на дерево з 2N гiлок, що мiстить двi
«копiї» початкового дерева, якi циклiчно переходять одна в одну (при цьому ваги
птахiв тепер повторюються, але це не критично, адже те, що вони рiзнi, у розв’язку
ми не використовували). Неважко зрозумiти, що i в будь-який майбутнiй момент
часу пiсля перельотiв пташок за встановленими правилами дерево з 2N гiлок зали-
шатиметься iдентичною подвiйною копiєю початкового дерева станом на той самий
момент. Скористаємося цим: знайдемо вiдповiдь для однiєї з двох гiлок нового де-
рева, що вiдповiдають початковiй гiлцi K, у момент часу N + T % N (де T % N
позначає остачу вiд дiлення T на N). Згiдно з лемою 1 отримана вiдповiдь буде шу-
каною.

Асимптотика:
По часу - O(N log N + M)
По пам’ятi - O(M)
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