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Основнi iдеї кiлькома словами: максимальна сума знаходиться динамiчним програмуванням, кiлькостi
«гарних» шляхiв зберiгаються i обробляються окремо для рiзних «вiдставань» суми шляху вiд максимально
можливої; запропоновано два рiзнi способи такої обробки.

1. Знаходження максимально можливої суми
Знаходження (лише) максимально можливої суми— вiдома задача динамiчного програмування.

Прочитаємо вхiднi данi у двовимiрний масив mass (таблицю даних ) i заведемо масив est (таблицю
оцiнок), елементи котрого будуватимемо за правилами:

1. елементи 1-го рядка та 1-го стовпчика— за формулами

est[1, j] =
j∑

k=1

mass[1, k], est[i, 1] =
i∑

k=1

mass[k, 1], (1)

тобто суми всiх елементiв рядка (стовпчика) таблицi даних вiд першого по поточний включно;
2. решту елементiв — за формулою

est[i, j] = max (est[i− 1, j], est[i, j − 1]) + mass[i, j] при i > 2, j > 2, (2)

тобто вибирається бiльший серед верхнього сусiднього та лiвого сусiднього елементiв таблицi оцiнок, i
до нього додається поточний елемент таблицi даних.

Наприклад, на рис. 1 est[2, 2]=8 будується як максимум з est[2, 1]= 2 5 7 2
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Таблиця даних Таблиця оцiнок

Рис. 1. Приклад

=6 та est[1, 2]=7 плюс число само́ї клiтинки mass[2, 2] = 1.
Лема 1. Кожна клiтинка таблицi оцiнок, побудованої згiдно

(1)–(2), зберiгає максимально можливу суму, яку можна набра-
ти, дiйшовши до даної клiтинки.

2. Знаходження кiлькостi «гарних» шляхiв
Очевидно, що: при (i = 1)or (j = 1) кiлькiсть «гарних» шляхiв дорiвнює 1; при est[i−1, j]> est[i, j−1]+ K
усi «гарнi» шляхи до (i, j)-ої клiтинки проходять через (i−1, j)-шу, при est[i−1, j]< est[i, j−1]−K — через
(i, j−1)-шу; у випадку |est[i−1, j] − est[i, j−1]| 6K, серед «гарних» шляхiв є i шляхи через (i−1, j)-у,
i через (i, j−1)-у.

Це наштовхує на думку, нiби кiлькiсть
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шлях сума
· 1

знач. (mass) 3
оцiнка (est) 4
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(при K = 3)
Рис. 2. Приклад перелiку «гарних» шляхiв. Вказанi значення
числа у клiтинцi, оцiнка клiтинки згiдно (1)–(2) та повний пе-
релiк «гарних» шляхiв до кожної клiтинки (при K=3). “D” та
“R” означають перехiд на одну клiтинку вниз та на одну клi-
тинку праворуч вiдповiдно

«гарних» шляхiв рiвна (вiдповiдно) або кiль-
костi для (i−1, j)-ої клiтинки, або (i, j−1)-ої,
або сумi цих кiлькостей. Але насправдi оста-
ння «гiлка» цих мiркувань неправильна.

На рис. 2, прийти у клiтинку (1; 3) можна
одним «гарним» шляхом (RR), у (2; 2) — дво-
ма (DR та RD). А якщо спробувати продов-
жити цi шляхи до клiтинки (2; 3), то RRD
(сума 15) та DRR (сума 13) виявляються
«гарними», а RDR (сума 11) — нi: сумарне
«вiдставання» суми шляху вiд максимально
можливої склало 15−11=4 ( > 3 = K).

З’ясуємо, звiдки взялося це «вiдста-
вання». При побудовi est[2, 2] маємо
est[1, 2]< est[2, 1]; отже, шлях, що при-
ходить до (2; 2) через (1; 2) буде гiршим за
оптимальний на est[2, 1]− est[1, 2]= 2. Таким чином, шлях RD має «вiдставання» 2, а для шляхiв DR
та RR (всi переходи котрих вiдбуваються вiдповiдно до (1) та (2)) «вiдставання» рiвнi 0.

Тепер розглянемо шлях RDR. На частинi “RD” вже було «вiдставання» 2, до котрого додалася ще неопти-
мальнiсть переходу (2; 2)→ (2; 3) (величиною est[1, 3]− est[2, 2]=2). Сумарно 2 + 2= 4 > 3 = K.

Тож введемо поняття «затримки», що стосується кожного одиничного переходу (“R” або “D”):
1. якщо даний перехiд єдиний (R у 1-му рядку або D у 1-му стовпчику), «затримка» рiвна 0;
2. При i > 2, j > 2 для знаходження «затримок» достатньо обчислити:

(a) бiльшу з попереднiх оцiнок max_est := max(est[i−1, j], est[i, j−1]),
(b) нову оцiнку est[i, j] := max_est+ mass[i, j],
(c) «затримки» add_sh_U := max_est−est[i−1, j] та add_sh_L := max_est− est[i, j−1].
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Iншими словами, якщо даний перехiд оптимальний (са́ме вiн вибирається згiдно (2)), «затримка» рiв-
на 0; якщо даний перехiд неоптимальний (при виборi згiдно (2) його оцiнка строго менша оцiнки iншого
можливого переходу), «затримка» рiвна рiзницi оцiнок.

Цiлком очевидна наступна лема:
Лема 2. «Вiдставання» будь-якого шляху дорiвнює сумi «затримок» усiх його переходiв.

2.1. Алгоритм пiдрахунку кiлькостi «гарних» шляхiв на основi рекурсiї з запам’ятовуваннями

Введемо величину T (i, j, d)—кiлькiсть шляхiв з клiтинки (1; 1) до клiтинки (i; j), «вiдставання» котрих не пе-
ревищує d (при 0 6 d 6 K).

При приходi до клiтинки згори, «вiдставання» шляхiв збiльшуються на add_sh_U, приходi справа — на
add_sh_L. Тому має мiсце спiввiдношення

T (i, j, d) = T (i− 1, j, d− add_sh_U) + T (i, j − 1, d− add_sh_R). (3)

Звичайно, потрiбно задати ще початковi умови:
1. «вiдставання» не може бути вiд’ємним, тому при d < 0 вважаємо T (i, j, d) = 0;
2. у 1-му рядку та 1-му стовпчику шлях єдиний, тому при ((i = 1)or(j = 1))and(d > 0) маємо T (i, j, d) = 1.
Формулу (3) можна реалiзувати просто рекурсивною функцiєю, але такий розв’язок, звичайно, не буде

ефективним.1 А от якщо зробити «мемоiзовану» версiю, тобто запам’ятовувати вiдповiдi вже розв’язаних
пiдзадач—щоб у разi повторного звернення до такої ж пiдзадачi не розв’язувати її заново, а пiдставляти
готову вiдповiдь, отримаємо дуже ефективний за часом алгоритм.

Звичайно, алгоритм, що працює з великим тривимiрним масивом, не можна вважати ефективним за
об’ємом пам’ятi. Але виявляється, що (при вказаних в умовi задачi та пам’ятцi учасника обмеженнях) пам’ятi
все-таки вистачає.

Тож далi ми розглянемо алгоритм, значно ефективнiший за пам’яттю i не менш ефективний за часом
роботи, але вважатимемо, що це просто iнший спосiб, котрий був би iстотно кращим, якби мало мiсце значно
«жорстiше» спiввiдношення мiж розмiрами задачi та об’ємом доступної пам’ятi.

2.2. Iтеративний алгоритм пiдрахунку кiлькостi «гарних» шляхiв

На основi леми 2 вже неважко сформулювати наступну, котра дає ключ до ефективного пiдрахунку кiлько-
стей «гарних» шляхiв.

Лема 3. Нехай для (i−1, j)-ої та (i, j−1)-ої клiтинок вiдомi оцiнки st[ · , · ] та «розподiли» кiлькостей
«гарних» шляхiв: скiльки мають «вiдставання» 0, скiльки— «вiдставання» 1, i т. д., до «вiдставання» K
включно2 (позначимо цi послiдовностi як NWay_U та NWay_L). Тодi наступнi дiї:

1. обчислити величи́ни add_sh_U та add_sh_L (див. правила перед лемою 2)
2. зсунути «розподiли» вiдповiдно до розрахованих «затримок», тобто для елементiв NWay_U збiльшити

«вiдставання» на add_sh_U, елементiв NWay_L — на add_sh_L;
3. «з’єднати» зсунутi NWay_U та NWay_L, пододававши кiлькостi шляхiв з однаковими затримками та

повiдкидавши вiдставання, котрi пiсля збiльшення стали строго бiльшими K

призведуть до знаходження «розподiлу» кiлькостей «гарних» шляхiв для (i, j)-ої клiтинки.
Тепер ми знаємо i «розподiли» «гарних» шляхiв для 1-го рядка та 1-го стовпчика, i спосiб побудови

«розподiлiв» при i > 2, j > 2. А значить, можемо побудувати «розподiли» для усiх клiтинок 2-го рядка
(злiва направо), потiм для усiх клiтинок 3-го рядка, i т. д.3 Насамкiнець, пiсля обчисленння «розподiлу» для
останньої (M, N)-ої клiтинки, лишається просто пододавати кiлькостi шляхiв для усiх «вiдставань» ( 6 K).

2.2.1. Використання «зсунутого злиття» Ситуацiя, коли до клiтинки справдi ведуть шляхи з усiма
значеннями «вiдставань» (вiд 0 до K), можлива. Але для значної частини клiтинок буде iнакше: не рiвними 0
будуть кiлькостi шляхiв лише для досить малої частини «вiдставань».

Тому краще зберiгати NWay_U та NWay_L не у виглядi масивiв,
type Ways=record

sh:byte;
v:longint;

end;
WaysArr=array[0..MAXK] of Ways;
CellEst=record

est:longint;
num:byte;
nn:WaysArr;

end;
Рис. 3. Стуктури даних для зберiгання
кiлькостей шляхiв та «вiдставань»

де «вiдставання» виступає iндексом, кiлькiсть шляхiв — значенням,
а у виглядi структури з рис. 3.

У CellEst поле est зберiгає оцiнку клiтинки (в смислi фор-
мул (1)–(2)), num—кiлькiсть значень «вiдставань», для котрих є
«гарнi» шляхи, а масив nn (елементи з 0-го по (num−1)-й) — сам́i
кiлькостi шляхiв, у форматi «до клiтинки ведуть v шляхiв з «вiд-
ставанням» sh», масив впорядкований за зростанням sh.

(Наприклад, для клiтинки (2; 2) з рис. 2 est=10, num=2, nn[0]=
=(sh:0, v:1), nn[1]=(sh:2, v:1).)

При застосуваннi до цих структур даних, алгоритм з леми 3 на-
буває вигляду, зображеного на рис. 4. Цей алгоритм спирається на
вiдому iдею злиття (слияние, merge) впорядкованих послiдовностей, але злиття проходить з особливостями:
по-перше, зливаються не сам́i значення вхiдних послiдовностей, а їхнi «зсуви» на add_sh_U та add_sh_L;

1час роботи буде приблизно пропорцiйний добутку кiлькостi (!!!) «гарних» шляхiв на розмiри поля
2в даному алгоритмi рахується кiлькiсть шляхiв, «вiдставання» яких в точностi дорiвнює вказаному
3причому, нема потреби зберiгати «розподiли» для всiх клiтинок вхiдної таблицi, а достатньо для двох сусiднiх рядкiв,

зсуваючи поточну позицiю по мiрi обробки
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if CU.est>=CL.est then begin
add_sh_U:=0; add_sh_L:=longint(CU.est)-longint(CL.est); (* будуємо <<затримки>> *)
cres.est:=CU.est+the_v; (* будуємо оцiнку *)

end else begin
add_sh_U:=longint(CL.est)-longint(CU.est); add_sh_L:=0;
cres.est:=CL.est+the_v;

end;
the_eee:=the_est+the_est2-the_v;
Delta:=est2[1,1]-the_eee;
if Delta>K then begin

cres.num:=0; exit (* див. лему 4 *)
end;
local_K:=THE_K-Delta; (* див. лему 5 *)
i:=0; j:=0; k:=0;
while((i<CU.num)and(j<CL.num)and (* жодна з вхiдних послiдовностей не закiнчилася, i значення *)
(longint(CU.nn[i].sh)+add_sh_U<=local_K)and (* <<вiдставань>> (включно з новими <<затримкамии>>) *)
(longint(CL.nn[j].sh)+add_sh_L<=local_K)) do begin (* не перевищили <<запасу>> на <<гарнi>> шляхи *)

if longint(CU.nn[i].sh)+add_sh_U=longint(CL.nn[j].sh)+add_sh_L then begin
cres.nn[k].sh:=CU.nn[i].sh+add_sh_U; (* значення <<вiдставань>> (включно з новими <<затримкамии>>) *)
cres.nn[k].v := CU.nn[i].v + CL.nn[j].v; (* однаковi, кiлькостi шляхiв додаються *)
inc(i); inc(j); inc(k);

end else
if longint(CU.nn[i].sh)+add_sh_U < longint(CL.nn[j].sh)+add_sh_L then begin

cres.nn[k].sh:=CU.nn[i].sh+add_sh_U; (* <<вiдставання>> плюс <<затримка>> верхньої клiтинки *)
cres.nn[k].v:=CU.nn[i].v; (* меншi, нiж лiвої, записуємо у результат поточний елемент CU *)
inc(i); inc(k);

end else begin
cres.nn[k].sh:=CL.nn[j].sh+add_sh_L; (* те саме для лiвої *)
cres.nn[k].v:=CL.nn[j].v;
inc(j); inc(k);

end;
end;
while((i<CU.num)and(longint(CU.nn[i].sh)+add_sh_U<local_K)) do begin

cres.nn[k].sh:=CU.nn[i].sh+add_sh_U; (* для випадку, коли послiдовнiсть nn для лiвої клiтинки *)
cres.nn[k].v:=CU.nn[i].v; (* вже закiнчилася, а у послiдовностi верхньої ще є <<гарнi>> шляхи *)
inc(i); inc(k);

end;
while((j<CL.num)and(longint(CL.nn[j].sh)+add_sh_L<=local_K)) do begin

cres.nn[k].sh:=CL.nn[j].sh+add_sh_L; (* аналогiчно *)
cres.nn[k].v:=CL.nn[j].v;
inc(j); inc(k);

end;
cres.num:=k;
Рис. 4. Алгоритм побудови послiдовностi кiлькостей шляхiв поточної (i, j)-ої клiтинки (cres) за вiдомими
послiдовностями (i−1, j)-ої (CU) та (i, j−1)-ої (CL) за допомогою «зсунутого злиття», з використанням опти-
мiзацiї вiдтинань по «зустрiчним» оцiнкам

по-друге, причиною завершення результуючої послiдовностi слiд брати не лише закiнчення обох вхiдних
послiдовностей, а ще й випадок, коли («зсунуте») значення «вiдставання» перевищує K, тобто шляхи пере-
стають бути «гарними».4

2.2.2. Вiдтинання гарантовано не «гарних» шляхiв за допомогою «зустрiчних» оцiнок За умо-
вою, «у бiльшостi випадкiв мiнiмально можлива сума . . . суттєво менша за максимально можливу». Отже,
значна частина клiтинок «безперспективна» в тому смислi, що через них не може проходити жодного «гар-
ного» шляху (так буде не завжди, але, для вiдповiдних вхiдних даних, досить часто).

В умовi сказано, що кiлькiсть «гарних» шляхiв гарантовано не перевищує 109. Напрошується виновок,
що це зроблено задля спрощення, щоб не писати «довгу арифметику». Але насправдi звiдси можна зробити
значно «потужнiший» висновок. Кiлькiсть взагалi всiх шляхiв з (1; 1) до (M ; N) складає CM

M+N−1, що при
M = N =200 буде ≈ 5,1 · 10118. А це (при великих M та N) означає, що значна частина шляхiв далеко
не «гарнi». Алгоритм, що користується лише iдеями роздiлу 2.2.1, кiнець кiнцем вiдкидає їх, але робить це
лише тодi, коли вони «з’єднуються» з «бiльш обнадiйливими»5 (i з’являється велика «затримка» переходу).
А можна «розрiзняти» їх значно ранiше.

Для цього «розвернемо» формули (1)–(2), щоб рахувати «зустрiчнi» оцiнки (смисл котрих— «яку най-
кращу суму можна назбирати, прийшовши з (i, j)-ої клiтинки до останньої (M,N)-ої?»):

est2[M, j] =
N∑

k=j

mass[M, k], est2[i,N] =
M∑

k=i

mass[k, N], (1′)

est2[i, j] = max (est2[i + 1, j], est2[i, j + 1]) + mass[i, j] при i < M, j < M. (2′)

4Алгоритм рис. 4 включає також i оптимiзацiю, викладену в роздiлi 2.2.2, тому все виявляєтьвся трохи складнiше
5Тому можливо (i в окремих тестах так i є), що у iтеративної програми, котра не користується даною оптимiзацiєю, з’явля-

тимуться (насправдi непотрiбнi) промiжнi величи́ни, якi не помiщаються у longint.
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Розглянемо величину eee[i, j] := (est[i, j]+ est2[i, j]− mass[i, j]). Вона задає максимальну суму, котру
можна назбирати, йдучи з (1; 1)-ої клiтинки до (M,N)-ої через (i, j)-у. Тодi eee[i, j]6 est[M,N], причому
рiвнiсть досягається лише для тих клiтинок, через якi проходить(ять) максимальний(i) шлях(и).

Тепер позначимо ∆ij := (est[M,N]− eee[i, j]). Щодо цiєї величини виконуються наступнi твердження.
Лема 4. При ∆ij >K шляхи через (i, j) можна не дослiджувати, бо серед них нема «гарних».
Лема 5. При ∆ij 6 K, достатньо проводити «зсунуте злиття» для (i, j)-ої клiтинки лише для значень

«вiдставань» 6 K −∆ij.
Доведення. Найкраща сума, котру можна назбирати, йдучи через дану клiтинку, гiрша взагалi найкращої

на ∆ij . Значить, далi будуть «неоптимальнi переходи», сума «затримок» котрих якраз i складе ∆ij . А отже, шляхи,
«вiдставання» котрих зараз бiльшi за K −∆ij , все одно будуть вiдкинутi. ¥

Цi спостереження дають можливiсть скоротити об’єм роботи при «злиттях» i зменшити час роботи про-
грами (щоправда, для рiзних вхiдних даних виграш буде рiзний, вiд дуже значного до майже непомiтного).

3. Оцiнки часу роботи та об’єму пам’ятi
Як уже згадувалося, час роботина рiзних вхiдних даних однакового розмiру може сильно вiдрiзнятися. Тому
доведеться сказати, що для найшвидших алгоритмiв («мемоiзованої» реалiзацiї формули (3) та iтерацiйної
реалiзацiї, що використовує всi iдеї роздiлу 2.2.2) кiлькiсть дiй у гiршому випадку оцiнюється як O(M ·N ·K),
але для багатьох вхiдних даних оцiнка не набагато перевищує O(M ·N).

Об’єм пам’ятi мемоiзованої рекурсiї становить O(M ·N ·K); для iтеративних алгоритмiв6— θ(N ·(M+K)).

6завдяки спостереженню з виноски 3 на стор. 2
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