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ОПРЕДЕЛЕНИЯ
Определение. Ориентированным графом называется пара G = (V, E), где V – конечное множество вершин, E – множество ребер, которое задается как бинарное отношение на V: E V V. 

Ориентированный граф называется орграфом. Граф может содержать ребра – циклы, которые соединяют вершину саму с собой. Про ребро (u, v) говорят, что оно выходит из вершины u и входит в вершину v.
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Ориентированный граф

V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, E = {{1, 3}, {3, 2}, {2, 2}, {2, 4}, {5, 6}}

В неориентированном графе множество ребер E состоит из неупорядоченных пар вершин. Про ребро (u, v) неориентированного графа говорят, что оно инцидентно вершинам u и v. Если в графе G есть ребро (u, v), то говорят, что вершина u смежная с вершиной v. Для неориентированного графа отношение смежности является симметричным.

Определение. Степенью вершины в неориентированном графе называется количество инцидентных ей ребер. Для ориентированных графов различают входную и выходную вершины; сумма входных и выходных степеней называется степенью вершины.

Определение. Если каждому ребру графа поставлено в соответствие число, то такой граф называется взвешенным.

Определение. Матрицей смежности графа G (V, E), |V| = n,  называется такая булева матрица А размера n n, что A[i, j] = 1 тогда и только тогда, когда между вершинами i и j существует ребро. В случае взвешенного графа матрица смежности представляется двумерной числовой матрицей, в которой A[i, j] равно весу ребра, если между вершинами i и j оно существует, и A[i, j] = 0 иначе.

Матрица смежности для графа, изображенного выше, имеет вид:




Проверка присутствия ребра (vi, vj) при помощи матрицы смежности занимает время O(1). Нахождение всех вершин, смежных с vi, требует O(n) времени (для этого достаточно просмотреть i - ую строку матрицы смежности).

Утверждение. Матрица смежности неориентированного графа симметрична.
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Неориентированный граф и его матрица смежности

Если граф содержит n элементов, то для хранения матрицы смежности должна быть отведена память для n2 элементов. Если граф разреженный (содержит небольшое количество ребер), то хранение информации о графе в матрице смежности не эффективно. Для этого пользуются списком смежности. 

Список смежности содержит для каждой вершины графа v ( V список смежных ей вершин. Количество ячеек памяти, необходимое для представления графа с помощью списков смежности, имеет порядок |V| + |E|.

Пример. Объявим список смежности g и занесем в него информацию о неориентированном графе. Первая строка содержит количество вершин графа. Каждая следующая – две вершины, соединенные ребром.

	Пример входа

	4

	1 3

	2 3

	2 4


#include <cstdio>

#include <vector>

using namespace std;

vector<vector<int> > g;

int n, a, b;

int main(void)

{

  scanf("%d",&n);

  g.assign(n+1,0);

  while(scanf("%d %d",&a,&b) == 2)

    g[a].push_back(b),g[b].push_back(a);

  . . .

  return 0;

}

После считывания данных состояние вектора g будет следующим:

g[1] = (3)

g[2] = (3, 4)

g[3] = (1, 2)

g[4] = (2)

Если нумерация вершин начинается с 1, то элемент g[0] для хранения данных не используется.

Определение. Неориентированный граф называется простым, если он не имеет петель и произвольная пара вершин соединена не более чем одним ребром.

Определение. Простой граф называется полным, если каждая пара вершин соединена ребром. Такой граф содержит 
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 ребер.

Определение. Путь длины k из вершины u в вершину v определяется как последовательность вершин (v0, v1, …, vk), в которой v0 =  u, vk =  v и (vi-1, vi) E для всех i = 1, …, k. Путь длины k состоит из k ребер. Вершину v0 называют началом пути, а vk – его концом.

Если для заданных вершин u и v существует путь из u в v, то говорят, что вершина v достижима из вершины u.

Определение. Путь называется простым, если все вершины в нем разные.

Определение. Циклом в ориентированном графе называется путь, в котором начальная вершина совпадает с конечной и который содержит хотя бы одно ребро. Ребро – цикл (петля) называется циклом длины 1. Цикл называется простым, если в нем отсутствуют одинаковые вершины (кроме первой и последней), то есть все вершины v0, v1, …, vk разные.

Определение. Ориентированный граф, который не содержит ребер – циклов, называется простым.

Определение. В неориентированном графе путь (v0, v1, …, vk) называется (простым) циклом, если k 3,  v0 = vk , и все вершины v0, v1, …, vk разные.

Определение. Граф, в котором отсутствуют циклы, называется ацикличным.

Определение. Неориентированный граф называется связным, если для произвольной пары вершин существует путь из одной вершины в другую. Для неориентированного графа отношение “быть достижимым из” является отношением эквивалентности на множестве вершин. Классы эквивалентности называются связными компонентами графа.

Задачи: 610 (Древняя рукопись), 2470 (Проверка на неориентированность), 2471 (От матрицы смежности к списку рёбер), 2472 (Операции на графе), 3981 (От матрицы смежности к спискам смежности).

ПОИСК В ГЛУБИНУ
Представьте себе, что Вы находитесь у входа в лабиринт. Вам известно, что где-то находится выход, и его надо найти. Лабиринт представляет собой набор тоннелей, расположенных глубоко под землей. У Вас, увы, нет ни фонарика, ни факела, зато есть смекалка и отсутствие страха перед темнотой. 

Описанных условий достаточно чтобы найти выход. Для этого достаточно воспользоваться правилом «правой руки»: на входе в лабиринт следует взяться правой рукой за стену и постоянно двигаться таким образом, чтобы правая рука непрерывно скользила по стене. Действуя подобным образом, Вы обязательно найдете выход (если конечно к нему существует путь из точки входа; в противном случае Вы снова попадете на вход).

Попробуем усложнить задачу. Пусть лабиринт представляет собой набор подземных комнат и тоннелей, их связывающих. Вход в лабиринт только один (он же является и выходом), а в каждой комнате находится слиток золота. Ваша задача состоит в том, чтобы собрать все (непременно все!) слитки и вернуться к тому же месту, из которого Вы вошли в лабиринт. 

Если не вводить дополнительных условий или Ваших умений (способностей), то задача в такой постановке не разрешима. Во всяком случае, детерминированного алгоритма, который бы на 100% гарантировал успех сбора всех золотых слитков, не существует.

Предположим, что в последней версии задачи в каждой комнате есть одна лампочка, которую можно включить, только попав в эту же комнату. Золотоискатель (то есть Вы) уже вооружены факелом, а также мелом, которым можете делать любые пометки на стенах лабиринта. Попав в темную комнату, Вы без труда способны найти выключатель, при помощи которого можно зажечь в ней лампу. Будем считать, что любые две соседние комнаты соединяются прямым недлинным тоннелем. То есть находясь с одной стороны тоннеля и заглянув в него, можно однозначно определить, горит ли свет с другой стороны (любой тоннель всегда соединяет две комнаты).

В такой постановке решение задачи существует. Его можно описать двумя правилами:

1. Если в текущей комнате существует тоннель, ведущий в еще не пройденную комнату (где еще не горит свет), то идем туда. При этом попадая в темную комнату, мы непременно включаем свет и отмечаем мелом тоннель, по которому сюда попали.

2. Если из текущей комнаты нельзя попасть в еще неизведанную комнату (условия пункта 1 не выполняются), то возвращаемся по тому тоннелю, по которому мы впервые попали сюда (этот тоннель отмечен у нас мелом).

Описанный метод обхода лабиринта носит название “поиск в глубину”.

Поиском в глубину (DFS – depth first search) называется один из методов обхода графа G = (V, E), суть которого состоит в том, чтобы идти “вглубь” пока это возможно. В процессе поиска в глубину вершинам графа присваиваются номера, а ребра помечаются. Обход вершин графа происходит согласно принципу: если из текущей вершины есть ребра, ведущие в непройденные вершины, то идем туда, иначе возвращаемся назад.

Поиск в глубину начинается с выбора начальной вершины v графа G, которая сразу же помечается как пройденная. Потом для каждой непомеченной вершины, смежной с v, рекурсивно вызывается поиск в глубину. Когда все вершины, достижимые из v, будут помечены, поиск заканчивается. Если на некотором (не начальном) шаге обхода поиск закончился, но некоторые вершины остаются непомеченными (такой случай возможен в случае ориентированного или несвязного графа), то выбирается произвольная из них и поиск повторяется. Процесс поиска продолжается до тех пор, пока все вершины графа G не будут помечены.

Пример 1. Вывести последовательность вершин графа при поиске в глубину.

Вход. Первая строка содержит количество вершин n в неориентированном связном графе. Каждая из следующих строк содержит пару вершин, соединенных ребром графа. Вершины графа нумеруются с 1 до n.

Выход. Последовательность вершин, посещаемых при поиске в глубину. Первой посещается вершина с номером 1 как показано в примере.


	Пример входа
	Пример выхода

	6
	Vertex 1 is visited

	1 4
	Vertex 4 is visited

	1 6
	Vertex 2 is visited

	2 4
	Vertex 5 is visited

	2 5
	Vertex 6 is visited

	2 6
	Vertex 3 is visited

	3 4
	


Пусть m – матрица смежности графа (m[i][j] = 1, если существует ребро между вершинами i и j, и m[i][j] = 0 иначе), used – булевый массив, в котором used[i] = 1, если вершина i помечена (пройдена) и used[i] = 0 иначе.

#include <stdio.h>

#include <memory.h>

#define MAX 100

int m[MAX][MAX], used[MAX];

int i, n, a, b, ptr;

void dfs(int v)

{

  int i;

  // включаем в комнате (вершине v графа) лампочку

  used[v] = 1;

  printf("Vertex %d is visited\n",v);

  // ищем тоннель, через который можно попасть в еще непройденную комнату

  for(i = 1; i <= n; i++)

    if (m[v][i] && !used[i]) dfs(i);

}

void main(void)

{

  memset(m,0,sizeof(m)); memset(used,0,sizeof(used));

  // читаем входные данные

  scanf("%d",&n);

  while(scanf("%d %d",&a,&b) == 2)

    m[a][b] = m[b][a] = 1;

  // запускаем поиск в глубину с вершины 1

  dfs(1);

}

При поиске в глубину можно использовать цвет вершины. Изначально цвета всех вершин белые. Когда вершина проходится первый раз, она становится серой. Вершина является обработанной, если полностью просмотрены все ее смежные вершины. Когда вершина  обработана, она становится черной.

Каждой вершине можно приписать две метки времени:

d[v] – время, когда вершина обнаружена и стала серой;

f[v] – время, когда вершина обработана и стала черной.

Эти метки используются во многих алгоритмах на графах и являются полезными для анализа свойств поиска в глубину.

Метки времени d[v] и f[v] являются целыми числами от 1 до 2|V|. Для каждой вершины v имеет место неравенство: d[v] < f[v]. Вершина v будет белой до момента времени d[v], серой с d[v] до f[v] и черной после f[v].

Поиск в глубину на связном неориентированном графе можно описать следующим образом:

DFS(u)

1. Отмечаем вершину u пройденной и окрашиваем ее в серый цвет;

2. Для каждой вершины v, смежной с u, и окрашенной в белый цвет, вызываем dfs(v);

3. Окрашиваем вершину u в черный цвет;

Пример 2. Расстановка меток вершин графа при поиске в глубину.

Вход. Первая строка содержит количество вершин n в связном графе. Каждая из следующих строк содержит пару вершин, соединенных ребром графа. Вершины графа нумеруются с 1 до n.

Выход. В i - ой строке вывести информацию об i - ой вершине в формате, приведенном в примере. Вместе с номером вершины i следует вывести значения d[i] и f[i]. 

	Пример входа
	Пример выхода

	6
	Vertex: 1, Gray: 1, Black 12

	1 4
	Vertex: 2, Gray: 3, Black 8

	1 6
	Vertex: 3, Gray: 9, Black 10

	2 4
	Vertex: 4, Gray: 2, Black 11

	2 5
	Vertex: 5, Gray: 4, Black 5

	2 6
	Vertex: 6, Gray: 6, Black 7

	3 4
	


Цвет вершины храним в ячейках массива used: 0 – вершина белая, 1 – серая, 2 – черная.

#include <stdio.h>

#include <memory.h>

#define MAX 100

int m[MAX][MAX], d[MAX], f[MAX], used[MAX];

int i, n, a, b, time;

void dfs(int v)

{

  int i;

  used[v] = 1; 

  d[v] = time++;

  for(i = 1; i <= n; i++)

    if (m[v][i] && !used[i]) dfs(i);

  used[v] = 2;

  f[v] = time++;

}

void main(void)

{

  memset(m,0,sizeof(m)); memset(used,0,sizeof(used));

  scanf("%d",&n);

  while(scanf("%d %d",&a,&b) == 2)

    m[a][b] = m[b][a] = 1;

  time = 1; dfs(1);

  for(i = 1; i <= n; i++) 

    printf("Vertex: %d, Gray: %d, Black %d\n",i,d[i],f[i]);

}

Реализуем процедуру поиска в глубину на случай несвязного или ориентированного графа. В этом случае вызов dfs(1) следует заменить на следующий код:

  for(i = 1; i <= n; i++)


  if (!used[i]) dfs(i);
Пример 3. Рассмотрим ориентированный граф, изображенный на рисунке 1. На рисунке 2 показан обход графа в глубину с расстановкой меток, начиная с вершины 4. Около каждой вершины v запишем ее номер в последовательности обхода в глубину, а в фигурных скобках – метки времени d[v] и f[v].


Ориентированный граф                                                       Поиск в глубину

В результате обхода графа в глубину получаем подграф предшествования, который представляет собой лес поиска в глубину (состоит из деревьев поиска в глубину). На рисунке 3 представлен соответствующий граф предшествования.


Подграф предшествования

Время работы поиска в глубину

Для каждой вершины v вызов dfs(v) совершается только один раз, так как вызов происходит только для белых вершин, а после вызова она сразу окрашивается в серый цвет. В теле функции dfs(v) цикл выполняется |V| раз. Поэтому время работы поиска в глубину составит O(V2), если граф представляется матрицей смежности. Если граф представлять списком смежности, то в теле функции dfs(v) цикл выполняется |adj(v)| раз (через adj(v) здесь обозначено множество ребер, исходящих из v). Поскольку 
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 = O(E), то время работы поиска в глубину равно O(V + E).

Нерекурсивный алгоритм поиска в глубину

Рассмотрим нерекурсивный вариант алгоритма поиска в глубину. Для его реализации необходимо воспользоваться стеком stack<int> s.
void dfs(int v)

{

  int p, q, flag;

Начальную вершину v отмечаем как просмотренную и кладем в стек.

  used[v] = 1; s.push(v);

  printf("%d ",v);

Продолжаем цикл, пока стек не пустой.

  while(!s.empty())

  {

Достаем вершину p из стека.

    p = s.top();

Ищем непосещенные вершины, в которые можно пойти из p.

    for(flag = q = 1; q <= n; q++)

      if (m[p][q] && !used[q]) 

      {

Пусть q – первая непосещенная вершина, смежная с p. Проходим по ребру (p, q), посещаем вершину q и кладем ее в стек.

        used[q] = 1; flag = 0;

        printf("%d ",q);

        s.push(q);

        break;

      }

Если все вершины, смежные с p, уже посещены, то удаляем p из стека.

    if (flag) s.pop();

  }

}

Нерекурсивный поиск в глубину можно также описать следующим образом:

while (Имеется хотя бы одна непосещенная вершина)

{

  Пусть p - первая из непосещенных вершин.

  Посетить вершину p и поместить ее в пустой стек S;

  while ( Стек S непуст )

  {

    Пусть p - вершина, находящаяся на верхушке стека S;

    if (У вершины p есть непосещенные смежные вершины)

    { 

      Пусть q - первая непосещенная вершина из вершин, смежных 

      вершине p. Пройти по ребру (p,q), посетить вершину q и 

      поместить ее в стек S 

    } 

    else Удалить вершину p из стека S

  }

}

Классификация ребер
Поиск в глубину используется для классификации ребер графа. Имеются 4 типа ребер:

1. Дугами дерева являются ребра, ведущие к вершинам, которые раньше не посещались. Они формируют для заданного графа глубинный остовный лес. 

2. Обратными называются дуги, идущие в остовном лесу от потомков к предкам. Дуга, идущая из вершины в саму себя, считается обратной. 

3. Прямыми называются дуги, идущие от предков к собственным потомкам, но которые не являются дугами дерева. 

4. Перекрестными дугами являются ребра, соединяющие вершины, не являющиеся ни предками, ни потомками.


На рисунке изображены:

· дуги дерева – красным цветом;

· обратные дуги – зеленым цветом;

· прямые дуги – розовым цветом;

· перекрестные дуги – коричневым цветом;

Свойства поиска в глубину

Время начала и окончания обработки вершины при поиске в глубину образуют правильную скобочную структуру, если появление вершины u обозначать через “(u”, а окончание обработки вершины u обозначать через “u)”. Поиск в глубину на графе, изображенном на рисунке 2, образует следующую скобочную структуру:

(4 (1 (2 (3 (6 6) 3) 2) (5 5) 1) 4)

Теорема о скобочной структуре. При поиске в глубину для произвольных двух вершин u и v выполняется одно и только одно из следующих свойств:

1. Отрезки (d[u], f[u]) и (d[v], f[v]) не пересекаются;

2. Отрезок (d[u], f[u]) полностью содержится в отрезке (d[v], f[v]). При этом u является потомком v при поиске в глубину.

3. Отрезок (d[v], f[v]) полностью содержится в отрезке (d[u], f[u]). При этом v является потомком u при поиске в глубину.

Следствие. Вложение интервалов для потомков.

Вершина v является потомком вершины u при поиске в глубину тогда и только тогда, когда d[u] < d[v] < f[v] < f[u].

Теорема про белый путь. Вершина v является потомком вершины u в лесу поиска в глубину тогда и только тогда, когда в момент d[u] обнаружения вершины u существует путь из u в v, состоящий только из белых вершин.

Теорема про свойства ребер. Ребро (u, v) является

а) ребром дерева или прямым ребром тогда и только тогда, когда

d[u] < d[v] < f[v] < f[u]

б) обратным ребром тогда и только тогда, когда

d[v] < d[u] < f[u] < f[v]

в) перекрестным ребром тогда и только тогда, когда

d[v] < f[v] < d[u] < f[u]

Теорема. О классификации ребер в неориентированном графе. При поиске в глубину в неориентированном графе произвольное ребро является или ребром дерева, или обратным. Прямых и перекрестных ребер не существует.

Задачи
В качестве приложения поиска в глубину рассмотрим три эквивалентных между собой задачи на неориентированном связном графе:

1. Можно ли покрасить вершины графа в два цвета так, чтобы любое его ребро соединяло вершины разных цветов.

2. Проверить, является ли граф двудольным. Напомним, что граф G(V, E) является двудольным, если множество его вершин можно разбить на два подмножества 
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 так, что любое ребро графа соединяет вершины из разных подмножеств. 

3. Проверить, существует ли в графе цикл нечетной длины. То есть цикл, состоящий из нечетного количества вершин.

Эквивалентность задач 1 и 2. Пусть вершины графа можно покрасить двумя цветами. Тогда все вершины с одним цветом отнесем к одной доле, а вершины с другим цветом – к другой. Если ребро соединяет две вершины разного цвета, то это же ребро соединяет вершины из разных долей. Двудольный граф построен.

Эквивалентность задач 2 и 3. Если граф двудольный, то любой его цикл содержит четное количество вершин. Если граф не двудольный, то он обязательно содержит цикл нечетной длины.

Задачи: 122 (Горные маршруты), 977 (Дерево?), 978 (Получи дерево), 1102 (Крестный отец), 1941 (Предок), 2270 (Поиск цикла), 2382 (Графическая маска), 2383 (Электрические провода).
ПОИСК В ШИРИНУ
Поиск в ширину является одним из простейших алгоритмов обхода графа. В результате его выполнения находится кратчайший путь (путь, содержащий наименьшее количество ребер) в невзвешенном графе. При этом граф может быть как ориентированным, так и нет.

Сложность алгоритма O(n + m), где n – количество вершин, m – количество ребер.

На вход алгоритма подается граф и начальная вершина v, с которой стартует поиск. Сам алгоритм можно понимать как процесс "поджигания" графа: на нулевом шаге поджигаем только вершину v. На каждом следующем шаге огонь с каждой уже горящей вершины перекидывается на всех её соседей; то есть за одну итерацию алгоритма происходит расширение "кольца огня" в ширину на единицу (отсюда и название алгоритма).

Пусть количество вершин графа равно n < MAX, нумерация вершин производится с 0 до n – 1. Массив m содержит матрицу смежности графа, used – массив уже посещенных вершин (которые уже подожгли). В ячейке dist[i] вычисляется кратчайшее расстояние от начальной до i -ой вершины. Массив parent используется для восстановления кратчайших путей.
#define MAX 20

int m[MAX][MAX], used[MAX], parent[MAX], dist[MAX];

int n;

Для поиска в ширину достаточно использовать одностороннюю очередь q, в которую будем помещать горящие вершины. 

queue<int> q;

Функция поиска в ширину, которая стартует из вершины start.

void bfs(int start)

{

  int from ,to;

Инициализируем массив предков parent и кратчайших расстояний dist. Изначально в ячейки массива предков занесем -1. Далее по ходу поиска в ширину parent[to] будет присваиваться номер вершины from, из которой мы попали в to.

  memset(parent,-1,sizeof(parent));

  memset(dist,-1,sizeof(dist)); dist[start] = 0;

Подожжем начальную вершину start, занесем ее в очередь q и установим посещенной.

  q.push(start); used[start] = 1;

Пока очередь не пуста, достаем из её головы одну вершину from. Просматриваем все рёбра, исходящие из нее. Если какие-то из просмотренных вершин to ещё не горят, то поджигаем их и кладем в конец очереди. Для каждого ребра дерева (from, to) пересчитываем parent[to] и dist[to]. Когда очередь станет пустой, то обход в ширину обойдёт все достижимые из start вершины, причём до каждой дойдёт кратчайшим путём.

  while(!q.empty())

  {

    from = q.front(); q.pop();

    for(to = 0; to < n; to++)

      if (m[from][to] && !used[to])

      {

        used[to] = 1; parent[to] = from;

        dist[to] = dist[from] + 1;

        q.push(to);

      }

  }

}

Функция path(k) выводит кратчайший путь из стартовой вершины до вершины k, используя массив предков. 

void path(int k)

{

  if (parent[k] != -1) path(parent[k]);

  printf("%d ",k);

}

Рассмотрим использование приведенных функций. Обнуляем матрицу смежности m. Читаем количество вершин n. Для каждого неориентированного ребра (a, b) устанавливаем m[a][b] = m[b][a] = 1. Запускаем поиск в ширину из нулевой вершины. Выводим длины и сами кратчайшие пути до всех вершин.

memset(m,0,sizeof(m));

scanf("%d",&n);

while (scanf("%d %d",&a,&b) == 2) m[a][b] = m[b][a] = 1;

bfs(0); 

for(i = 0; i < n; i++)

{

  printf("Shortest path from 0 to %d = %d, path: ",i,dist[i]);

  path(i); printf("\n");

}

Рассмотрим следующий граф:
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Кратчайшим путем от 0 вершины до 4 будет 0, 1, 4. Кратчайшим путем от 0 вершины до 3 будет 0, 2, 3. Состояние массива предков по окончании поиска в ширину из нулевой вершины будет следующим:
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Он соответствует следующему остову:
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Пусть s – вершина, из которой стартует поиск в ширину. Обозначим через d[u] = (s, u) длину кратчайшего пути от s к u. Если пути от s к u не существует, то d[u] = .

Теорема. Пусть s  V – произвольная вершина графа. Тогда для любого ребра (u, v)  E справедливо соотношение (s, v)  (s, u) + 1. 

Теорема. Пусть в процессе выполнения процедуры bfs очередь q содержит вершины (v1, v2, …, vr), где v1– голова очереди, а vr ее хвост. Тогда справедливы соотношения:

· d[vr]  d[v1] + 1

· d[vi]  d[vi+1]

Следствие. Если вершина vi вносится в очередь до vj, то d[vi]  d[vj].

Теорема. По окончанию работы процедуры bfs для каждой вершины u, достижимой из s, имеет место равенство d[u] = (s, u). При этом одним из кратчайших путей из s в u будет путь от s до parent[u], за которым следует ребро (parent[u], u).

Классификация ребер

При поиске в ширину на неориентированном графе выполняются следующие свойства:

· не существует прямых и обратных ребер;

· для каждого ребра дерева (u , v) выполняется d[v] = d[u] + 1.

· для каждого перекрестного ребра (u , v) выполняется d[v] = d[u] или d[v] = d[u] + 1.

При поиске в ширину на ориентированном графе выполняются следующие свойства:

· не существует прямых ребер;

· для каждого ребра дерева (u , v) выполняется d[v] = d[u] + 1.

· для каждого перекрестного ребра (u , v) выполняется d[v] ≤ d[u] + 1.

· для каждого обратного ребра (u , v) выполняется 0 ≤ d[v] ≤ d[u].
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Поиск в ширину на неориентированном (слева) и ориентированном (справа) графе

Синим обозначены обратные ребра, черным – перекрестные

Приложения алгоритма

1. Поиск кратчайшего пути в невзвешенном графе.

2. Поиск компонент связности в неориентированном графе за O(n + m).

3. Решение какой-либо игры с наименьшим числом ходов, если каждое состояние системы можно представить вершиной графа, а переходы из одного состояния в другое – ребрами графа.

Классический пример – игра, где робот двигается по полю, при этом он может передвигать ящики, находящиеся на этом же поле, и требуется за наименьшее число ходов передвинуть ящики в требуемые позиции. Решается это обходом в ширину по графу, где состоянием (вершиной) является набор координат: координаты робота, и координаты всех коробок.

4. Нахождение кратчайшего пути в 0-1-графе (взвешенном графе, но с весами равными только 0 либо 1). Для этого достаточно немного модифицировать поиск в ширину: если текущее ребро нулевого веса, и происходит улучшение расстояния до какой-то вершины, то эту вершину добавляем не в конец, а в начало очереди.

5. Нахождение кратчайшего цикла в неориентированном невзвешенном графе. Производим поиск в ширину из каждой вершины. Как только в процессе обхода мы пытаемся пойти из текущей вершины по какому-то ребру в уже посещённую вершину, то мы нашли кратчайший цикл. Останавливаем обход в ширину. Среди всех таких найденных циклов (по одному от каждого запуска обхода) выбираем кратчайший.

Задачи: 292 (Медведь Миша), 1064 (Путь коня), 2697 (Лестница), 2384 (Сортирующая игра), 2621 (Путь короля), 4001 (Площадь комнаты), 4007 (Числа), 4850 (Шайтан-машинка).
ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ СОРТИРОВКА
Задача топологической сортировки графа состоит в том, чтобы указать такой линейный порядок на его вершинах, чтобы любое ребро вело от вершины с меньшим номером к вершине с большим номером. Очевидно, что если в графе есть циклы, то такого порядка не существует.

Пример. Рассмотрим граф, который не содержит циклов:
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Отсортируем топологически его вершины: 2, 3, 5, 4, 6, 1.
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Теорема. В ациклическом графе всегда существует вершина без входящих дуг.

Доказательство. Предположим противное, то есть что в каждую вершину входит дуга. Обозначим для произвольной вершины x одну из таких дуг через (prev[x], x). Последовательность x, prev[x], prev2[x], … бесконечна, а число вершин в графе конечно. Следовательно некоторая вершина y в этой последовательности встретится дважды. Рассмотрим часть этой последовательности между повторениями: y, prev[y], prev2[y], …, y. Развернув эту последовательность в противоположном направлении, получим цикл  в графе. Пришли к противоречию.
Совершим топологическую сортировку вершин. Самая первая вершина в этом топологическом порядке не содержит входящих ребер.

Теорема. Топологическая сортировка вершин в графе возможна тоглда и только тогда, когда она не содержит циклов.

Алгоритм топологической сортировки
Вычислим входящую степень для каждой вершины. Вершины с нулевой входящей степенью занесем в очередь. Пока очередь не пуста, достаем вершину из очереди и заносим в конец строящегося топологического порядка. Для каждой вершины v, извлеченной из очереди, моделируем удаление всех выходящих из нее дуг (v, u). То есть для каждой такой дуги входящую степень вершины u следует уменьшить на единицу. Если после этого уменьшения входящая степень вершины u стала равной нулю, то помещаем u в очередь. Алгоритм работает, пока очередь не станет пустой. Если все вершины были помещены в очередь, то построен топологический порядок. Иначе после удаления некоторых вершин получим граф, в котором нет вершин входящей степени ноль. А это возможно лишь в том случае, когда в графе присутствует цикл. И тогда топологического упорядочивания не существует.

Пример. Вывести последовательность вершин графа в топологическом порядке.

Вход. Первая строка содержит количество вершин n и ребер m в ориентированном графе. Каждая из следующих строк содержит пару вершин, соединенных ребром графа. Вершины графа нумеруются с 1 до n.

Выход. Вывести в одной строке последовательность вершин графа в топологическом порядке. Если существует несколько решений, то вывести одно из них.

	Пример входа
	Пример выхода

	6 9
	2 3 5 4 6 1

	2 6
	

	2 1
	

	2 3
	

	6 1
	

	3 1
	

	3 5
	

	5 4
	

	5 6
	

	4 6
	


Входной граф храним в списке смежности graph. Входящие степени вершин храним в массиве InDegree. Топологически отсортированные вершины графа заносим в массив top.

vector<vector<int> > graph;

vector<int> InDegree, top;

deque<int> q;

Читаем входной граф.

scanf("%d %d",&n,&m);

graph.assign(n+1,vector<int>());

InDegree.assign(n+1,0);

for(i = 0; i < m; i++)

  scanf("%d %d",&a,&b),graph[a].push_back(b);

Проходим по всем ребрам графа. Вычисляем входящие степени всех вершин. Для каждого ребра (i, to) увелвичим InDegree[to] на 1.
for(i = 1; i < graph.size(); i++)

  for(j = 0; j < graph[i].size(); j++)

  {

    to = graph[i][j];

    InDegree[to]++;

  }

Все вершины, входящие степени которых равны нулю, заносим в очередь q.

for(i = 1; i < InDegree.size(); i++)

  if (!InDegree[i]) q.push_back(i);

Продолжаем работу алгоритма, пока очередь q не пуста.

while(!q.empty())

{

Извлекаем вершину v из очереди и заносим ее в конец топологического порядка
  v = q.front(); q.pop_front();

  top.push_back(v);

Удаляем из графа ребра (v, to). Для каждого такого ребра уменьшаем входящую степень вершины to. Если степень вершины to станет нулевой, то заносим ее в очередь, откуда она прямиком попадет в список топологического порядка.

  for(i = 0; i < graph[v].size(); i++)

  {

    to = graph[v][i];

    InDegree[to]--;

    if(!InDegree[to]) q.push_back(to);

  }

}

Выводим вершины графа в топологическом порядке.

for(i = 0; i < top.size(); i++) printf("%d ",top[i]);

printf("\n");

Решение задачи топологической сортировки при помощи поиска в глубину

Задача топологической сортировки решается и при помощи поиска в глубину. Изначально все вершины являются белыми. Когда обход в глубину входит в вершину, она становится серой. Когда обработка вершины завершается, она становится черной. Порядок вершин при топологической сортировке соответствует порядку, обратному тому, в котором вершины принимают черный цвет. 

Время работы алгоритма топологической сортировки равно времени обхода всех вершин графа в глубину, то есть O(n + m).

Пример. Запустим обход в глубину на графе. Возле каждой вершины v отметим метки d[v] / f[v]. Для определения топологической сортировки следует отсортировать вершины графа по убыванию меток f[v].
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Первой покрашенной в черный цвет будет вершина с номером 1. Она будет последней при топологической сортировке. Второй покрашенной в черный цвет будет вершина 6. Последней будет вершина 2. 

Реализация алгоритма с помощью поиска в глубину

Матрицу смежности графа будем хранить в массиве graph. Топологически отсортированные вершины будем хранить в массиве top в обратном порядке (самая последняя вершина в топологическом порядке находится в top[0], а самая первая – в конце массива).

#define MAX 10

int graph[MAX][MAX], used[MAX];

int top[MAX], ptr;

Обход графа в глубину. По окончанию обработки вершины v добавляем ее в массив top.

void dfs(int v)

{

  used[v] = 1;

  for(int u = 1; u <= n; u++)

    if (graph[v][u] && !used[u]) dfs(u);

  top[ptr++] = v;

}

Основная часть программы. Читаем входные данные ориентированного графа.

memset(m,0,sizeof(m));

scanf("%d %d",&v,&e);

for(i = 1; i <= e; i++)

  scanf("%d %d",&a,&b),m[a][b] = 1;

Совершаем обход в глубину.

for(ptr = 0, i = 1; i <= n; i++)

  if (!used[i]) dfs(i);

Выводим вершины графа в топологическом порядке.

for(i = n - 1; i >= 0;i--) printf("%d ",top[i]); 

printf("\n");

Задачи: 1948 (Топологическая сортировка).

АЛГОРИТМ ДЕЙКСТРЫ И ЕГО РЕАЛИЗАЦИЯ СРЕДСТВАМИ STL

Описывается алгоритм решения задачи поиска кратчайшего пути из одного источника до остальных вершин графа, именуемый алгоритмом Дейкстры. Рассматривается реализация алгоритма с помощью массивов, STL контейнеров – очереди с приоритетами priority_queue, множества set, а также с использованием операций над кучей push_heap и pop_heap.

Задача. Пусть есть страна G, в которой есть множество городов (обозначим это множество как V), и множество дорог, соединяющих пары городов (обозначим их как E). Не факт, что каждая пара городов соединена дорогой. Иногда, чтобы добраться из одного города в другой, следует посетить несколько транзитных городов. У дорог есть длина.  В  стране G есть город-столица s. Необходимо найти кратчайшие пути из столицы до всех остальных городов.

Приведем математическую формулировку этой задачи:

Пусть G = (V, E) – ориентированный граф, каждое ребро которого помечено неотрицательным числом (вес ребра). Пометим некоторую вершину s и назовем ее истоком. Найти кратчайшие пути от истока s до всех других вершин графа G.

Эта задача имеет название “Поиск кратчайших путей с одним истоком”.  

Любая часть кратчайшего пути сама есть кратчайший путь. Это позволяет для решения задачи применить динамическое программирование. 

Метод динамического программирования применяется к задачам, которые лежат в каком-либо множестве однотипных задач, и некоторые из задач этого множества простые и имеют очевидные решения, и кроме того, есть возможность находить решения новых задач основываясь на имеющихся решениях. Так в нашем случае задача “найти кратчайший путь из A в B” является одной из задач вида “найти кратчайший путь из A в X”. Одна из этих задач имеет очевидное решение “найти кратчайший путь из A в A” – никуда идти не нужно, длина кратчайшего пути равно 0. Осталось изобрести способ пошагово расширять множество решенных задач указанного вида.

Про задачи, решаемые методом динамического программирования, говорят, что они имеют оптимальную подструктуру и распадаются на множество перекрывающихся подзадач.  Оптимальность подструктуры означает, что оптимальное решение подзадач меньшего размера может быть использовано для решения всей задачи.  Как правило, при решении таких задач изначально выбирается множество параметров, по которым ведется вычисление. Связь между параметрами и подзадачами устанавливается при помощи рекуррентных соотношений. В процессе обработки подзадач используется запоминание их промежуточных результатов (обычно при помощи массивов).

Наша задача о кратчайших путях обладает необходимым свойством оптимальности для подзадач:

Лемма. Пусть G = (V, E) – взвешенный ориентированный граф с весовой функцией w: E  R+. Если p = (v1, v2, …, vk) – кратчайший путь из v1 в vk и 1  i  j  k, то pij = (vi, vi+1, …, vj) есть кратчайший путь из vi в vj. 

Обозначим через (u, v) величину кратчайшего пути между вершинами u и v. Вес ребра между вершинами x и y будем обозначать w(x, y).

Следствие. Рассмотрим кратчайший путь p из s в v. Пусть u  v – последнее ребро этого пути. Тогда (s, v) = (s, u) + w(u, v).

Лемма. Пусть G = (V, E) – взвешенный ориентированный граф с весовой функцией w: E  R+. Пусть s  V. Тогда для всякого ребра (u, v)  E имеет место неравенство:

(s, v)  (s, u) + w(u, v)

Для решения задачи кратчайшего пути с одним истоком воспользуемся жадным алгоритмом Дейкстры. Принцип жадного выбора здесь оправдан, так как последовательность локально оптимальных выборов дает глобально оптимальное решение.

Алгоритм Дейкстры строит множество S вершин, для которых кратчайшие пути от истока уже известны. На каждом шаге к множеству S добавляется та из вершин v, расстояние до которой от истока не больше, нежели до остальных вершин. Такое добавление вершины v как раз и характеризует принцип жадного выбора. После добавления v в S кратчайшее расстояние от истока до v уже никогда не улучшится, установим used[v] = 1. Поскольку веса дуг неотрицательны, то кратчайший путь от истока до конкретной вершины из множества S будет проходить только через вершины из S. Такой путь будем называть особенным. На каждом шаге алгоритма используется массив d, в который записываются длины кратчайших особенных путей для каждой вершины. Когда множество S будет содержать все вершины графа (для всех вершин будут найдены особенные пути), тогда массив d будет содержать длины кратчайших путей от истока до каждой вершины.
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Вход. Первая строка содержит количество вершин n в графе и номер вершины – истока s. Каждая следующая строка описывает ориентированное ребро графа и содержит номера вершин, которые оно соединяет, а также его вес. Вершины графа нумеруются числами от 1 до n.

Выход. Для каждой вершины v графа вывести строку

From source s to destination v distance is dist

Здесь dist – кратчайшее расстояние от истока s до вершины v. Строки выводить в порядке возрастания номеров вершин v.

	Пример входа
	Пример выхода

	6 4
	From source 4 to destination 1 distance is 5

	1 2 9
	From source 4 to destination 2 distance is 14

	1 5 2
	From source 4 to destination 3 distance is 15

	2 3 1
	From source 4 to destination 4 distance is 0

	2 4 8
	From source 4 to destination 5 distance is 7

	3 6 3
	From source 4 to destination 6 distance is 14

	4 1 5
	

	4 3 16
	

	5 4 4
	

	5 6 7
	

	6 4 5
	


Граф, приведенный в тестовом примере, имеет вид:


Реализация алгоритма Дейкстры при помощи массива

Считаем, что вершины графа G помечены целыми числами, среди которых выделен исток. Элемент матрицы m[i][j] содержит вес ребра (i, j). Если ребра (i, j) не существует, то m[i][j] положим равным максимальному числу. Положим used[i] = 1, если вершина i уже вошла во множество S. Вершина с номером source является истоком. 

#include <stdio.h> 

#include <memory.h> 

#define MAX 100

#define INF 2100000000

int i,j,n,source;

int b,e,dist,v;

int m[MAX][MAX],used[MAX],d[MAX];

// Инициализация массивов, используемых в алгоритме.

void Init(void)

{

  memset(m,63,sizeof(m));

  memset(used,0,sizeof(used));

  memset(d,63,sizeof(d)); d[source] = 0; 

}

// Релаксация ребра (v, to).

void Relax(int v, int to)

{

  if (d[to] > d[v] + m[v][to]) d[to] = d[v] + m[v][to];

}

// Поиск номера еще неиспользованной вершины с 

// наименьшим расстоянием от истока (значением d[i]).

int Find_Min(void)

{

  int i, v, min = INF / 2;

  for(i = 1; i <= n; i++)

    if (!used[i] && d[i] < min) min = d[i], v = i;

  return v;

}

int main(void) 

{ 

Инициализируем массивы, читаем данные входного графа. Изначально расстояния от вершины source до любой другой положим равными плюс бесконечности. При этом d[source] = 0, так как расстояние от source до source равно нулю. Изначально множество S состоит из одной вершины source.

  scanf("%d %d",&n,&source);

  Init();

  while(scanf("%d %d %d",&b,&e,&dist) == 3) m[b][e] = dist;

Совершаем n – 1 цикл. На каждой итерации к множеству S добавляется вершина v, расстояние до которой от истока не больше, нежели до остальных еще не включенных в S вершин. Проводим релаксацию всех ребер, выходящих из вершины v. Длина кратчайшего расстояния от истока до v уже никогда не улучшится, добавляем v к S, устанавливаем used[v] = 1.

  for(i = 1; i < n; i++)

  {

    v = Find_Min();

    for(to = 1; to <= n; to++)

      if (!used[to]) Relax(v,to);

    used[v] = 1;

  }

Выводим результат. Ячейка d[i] содержит кратчайшее расстояние от вершины source до i.

  for(i = 1; i <= n; i++)

      printf("From source %d to destination %d distance is %d\n", 

              source, i, d[i]); 

  return 0;
}

Пример. Рассмотрим граф, приведенный в тестовом примере. Вершина 4 является истоком. Инициализируем S = {}. Для каждого значения k положим d[k] равным максимальному натуральному числу. При этом d[4] = 0, поскольку расстояние от вершины до ее самой равно 0.

На первой итерации находим наименьшее значение среди d[i], где і – вершина, еще не вошедшая в S. min{ d[1], d[2], d[3], d[4], d[5], d[6] } = d[4] = 0. Первой во множество S будет включена вершина 4. Пересчитываем значения d[i] для всех i  V \ S = {1, 2, 3, 5, 6}:

d[1] = min( d[1], d[4] + m[4][1] ) = min(+ , 0 + 5)  = 5;

d[2] = min( d[2], d[4] + m[4][2] ) = min(+ , 0 + )  = +;

d[3] = min( d[3], d[4] + m[4][3] ) = min(+ , 0 + 16)  = 16;

d[5] = min( d[5], d[4] + m[4][5] ) = min(+ , 0 + )  = +;

d[6] = min( d[6], d[4] + m[4][6] ) = min(+ , 0 +  )  = +;

Рассмотрим вторую итерацию. Ищем минимум среди d[i], где і  S: min{ d[1], d[2], d[3], d[5], d[6] } = d[1] = 5. Второй во множество S будет включена вершина 1, то есть S = {1, 4}. Пересчитываем значения d[i] для всех i  V \ S = {2, 3, 5, 6}:

d[2] = min( d[2], d[1] + m[1][2] ) = min(+ , 5 + 9)  = 14;

d[3] = min( d[3], d[1] + m[1][3] ) = min(16, 5 + )  = 16;

d[5] = min( d[5], d[1] + m[1][5] ) = min(+ , 5 + 2)  = 7;

d[6] = min( d[6], d[1] + m[1][6] ) = min(+ , 5 +  )  = +;

Результат выполнения всех итераций приведен в таблице. Вершина v, которая выбирается и добавляется к S на каждом шаге, выделена и подчеркнута. Значения d[i], для которых i  S, выделены курсивом.

	итерация
	S
	d[1]
	d[2]
	d[3]
	d[4]
	d[5]
	d[6]

	начало
	{}
	+ 
	+ 
	+ 
	0
	+ 
	+ 

	1
	{4}
	5
	+ 
	16
	0
	+ 
	+ 

	2
	{1, 4}
	5
	14
	16
	0
	7
	+ 

	3
	{1, 4, 5}
	5
	14
	16
	0
	7
	14

	4
	{1, 4, 5, 6}
	5
	14
	16
	0
	7
	14

	5
	{1, 2, 4, 5, 6}
	5
	14
	15
	0
	7
	14


Итеративный процесс алгоритма Дейкстры
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Далее рассмотрим реализацию алгоритма Дейкстры при помощи различных контейнеров и функций, описанных в библиотеке шаблонов STL. 

STL (Standart Template Library) – это набор шаблонов функций и классов в языке С++, включающий в себя различные контейнеры данных (список, очередь, множество, отображение, хэш таблица, очередь с приоритетами) и базовые алгоритмы (сортировка, поиск). Историю появления и основные понятия библиотеки шаблонов можно найти, например, в Википедии: http://en.wikipedia.org/wiki/Standard_Template_Library. Детальное описание STL можно найти на странице http://www.sgi.com/tech/stl.

Ребра отрицательной длины

Алгоритм Дейкстры не работает, если в графе присутствуют ребра отрицательной длины. Рассмотрим граф:
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Запустим алгоритм Дейкстры из первой вершины, установив изначально d = (0, , ). После релаксации ребер, исходящих из вершины 1, получим d[2] = 2 и d[3] = 3. Кратчайшее расстояние до вершины 2 будет считаться вычисленным, запускаем релаксацию ребер, исходящих из вершины 2. Окончательно массив кратчайших расстояний примет вид: d = (0, 2, 0). Хотя кратчайшее расстояние между вершинами 1 и 2 равно 3 – 2 = 1 (и проходит оно вершину 3).

Заметим, что добавление некоторого большого числа к весам всех ребер все равно не решает задачу. 

Реализация алгоритма Дейкстры при помощи множества

Промоделируем очередь с приоритетами при помощи множества set<pair<int,int> > s. Его элементами являются пары, второй элемент которых содержит номер вершины i, а первый – текущее оптимальное расстояние от истока до вершины i (значение d[i]). Преимущество такого хранения данных состоит в том, что элементы множества s всегда отсортированы по первой компоненте пары. То есть пара с вершиной, добавляемой каждый раз во множество S, находится наверху s и доступна как *s.begin().

#include <cstdio> 

#include <set> 

#include <memory> 

#define MAX 10000

#define INF 0x3F3F3F3F

using namespace std;

typedef pair<int, int> ii;

int i, v, n, dist, source, b, e;

int m[MAX][MAX], d[MAX];

set<ii> s;

int main(void) 

{ 

  scanf("%d %d", &n, &source);

  memset(m, 63, sizeof(m));

  while(scanf("%d %d %d", &b, &e, &dist) == 3) m[b][e] = dist;

  memset(d, 0x3F, sizeof(d)); d[source] = 0; 

  s.insert(ii(0,source));

Тело цикла while выполняется n раз (n – количество вершин в графе). На каждой итерации одна и только одна вершина заносится во множество S и убирается из дальнейшего рассмотрения. На последней, n - ой итерации, никакое ребро не релаксирует, а из множества s убирается информация о последней вершине.

  while(!s.empty())

  {

    ii top = *s.begin(); s.erase(s.begin());

    v = top.second;

Вершина v добавляется на текущем шаге во множество S. Производим релаксацию ребер, ведущих из v. Если ребро (v, i)  релаксирует, то следует убрать из s пару (d[i], i) и добавить (d[v] + m[v][i], i).

    for(i = 1; i <= n; i++)

      if (d[i] > d[v] + m[v][i])

      {

        if (d[i] != INF) s.erase(s.find(ii(d[i],i)));

        d[i] = d[v] + m[v][i];

        s.insert(ii(d[i],i));

      }

  }

  for(i = 1; i <= n; i++)

    printf("From source %d to destination %d distance is %d\n", 

            source, i, d[i]);

  return 0;
}

Реализация алгоритма Дейкстры при помощи очереди с приоритетами

Реализуем алгоритм Дейкстры при помощи очереди с приоритетами. Эта структура данных поддерживается библиотекой шаблонов STL и называется priority_queue. Она позволяет хранить пары (ключ, значение) и достаточно быстро выполнять две операции:

· вставка элемента с назначенным приоритетом;

· извлечение элемента с наивысшим приоритетом;

Объявим очередь с приоритетами pq, элементами которой будут пары (distance, node), где distance – расстояние от истока до вершины node. При вставке элементов в голове очереди всегда будет находится пара (distance, node) с наименьшим значением distance. Таким образом, номер неиспользованной вершины, расстояние до которой от истока минимально, доступен как pq.top().second.

Удалять из очереди с приоритетами произвольные элементы невозможно (хотя теоретически кучи поддерживают такую операцию, в стандартной библиотеке она не реализована). Поэтому при релаксации не будем удалять старые пары из очереди. В результате в очереди могут находиться одновременно несколько пар для одной и той же вершины (но с разными расстояниями). Среди этих пар нас интересует только одна, для которой элемент pq.top().first равен dist[to], а все остальные являются фиктивными. Поэтому в начале каждой итерации, когда мы извлекаем из очереди очередную пару, будем проверять, фиктивная она или нет (для этого достаточно сравнить pq.top().first и dist[to]). Это важная модификация: если ее не сделать, то это приведёт к ухудшению асимптотики до O(nm).

#include <cstdio>

#include <queue>

#define MAX 10000

using namespace std;

priority_queue<pair<int,int>, vector<pair<int,int> >, 

               greater<pair<int,int> > > pq; //(distance,node)

vector<vector<int> > m(MAX, vector<int> (MAX));

vector<int> dist(MAX, 0x3FFFFFFF);

int n, src;

int main(void)

{

  int i, a, b, d, v, to;

  freopen("dijkstra.in","r",stdin);

  scanf("%d %d", &n, &src);

  while(scanf("%d %d %d", &a, &b, &d) == 3) m[a][b] = d;

  pq.push(make_pair(0,src)); dist[src] = 0;

  while(!pq.empty())

  {

    v = pq.top().second; d = pq.top().first; pq.pop();

    if (d > dist[v]) continue;

    for(to = 1; to <= n; to++)

      if (m[v][to] && (dist[to] > dist[v] + m[v][to]))

        dist[to] = dist[v] + m[v][to],

        pq.push(make_pair(dist[to],to));

  }

  for(i = 1; i <= n; i++)

    printf("From source %d to destination %d distance is %d\n", 

            src, i, dist[i]);

  return 0;

}

Реализация алгоритма Дейкстры при помощи кучи

Очередь с приоритетами, как известно, можно реализовать при помощи кучи. Вместо непосредственного объявления очереди с приоритетами будем использовать вектор пар pq, а при операциях вставки/извлечения его элементов будем пользоваться функциями библиотеки шаблонов для поддержания основного свойства кучи pop_heap и push_heap. Основное свойство кучи поддерживается на множестве элементов от pq[0] до pq[len].

#include <cstdio>

#include <queue>

#include <algorithm>

#define MAX 10000

using namespace std;

vector<pair<int,int> > pq(MAX); //(distance,node)

vector<vector<int> > m(MAX, vector<int> (MAX));

vector<int> dist(MAX,0x3FFFFFFF);

int n, src;

int main(void)

{

  int i, a, b, d, len;

  scanf("%d %d",&n,&src);

  while(scanf("%d %d %d", &a, &b, &d) == 3) m[a][b] = d;

  pq[0] = make_pair(0,src); len = 1; dist[src] = 0;

  while(len)

  {

    pair<int,int> s = pq[0];

    pop_heap(pq.begin(),pq.begin()+len, greater<pair<int,int> >()); len--;

    for(i = 1; i <= n; i++)

      if (m[s.second][i] && (dist[i] > dist[s.second] + m[s.second][i]))

      {

        dist[i] = dist[s.second] + m[s.second][i];

        pq[len] = make_pair(dist[i],i); len++;

        push_heap(pq.begin(),pq.begin()+len,greater<pair<int,int> >());

      }

  }

  for(i = 1; i <= n; i++)

    printf("From source %d to destination %d distance is %d\n", 

           src, i, dist[i]);

  return 0;
}

Время работы алгоритма Дейкстры

Сложность алгоритма Дейкстры складывается из двух основных операций:

· времени нахождения вершины с наименьшей величиной расстояния d[v];

· времени совершения релаксации (времени изменения величины d[to]).

Пусть |V| = n – количество вершин, а |E| = m – количество ребер графа. При простейшей реализации эти операции потребуют соответственно O(n) и O(1) времени. Учитывая, что первая операция выполняется всего O(n) раз, а вторая O(m), то асимптотика простейшей реализации алгоритма Дейкстры составит O(n2 + m).

При использовании массивов алгоритм поиска кратчайших путей требует выполнение n – 1 итерации, в каждой из которой поиск вершины v и релаксация всех исходящих из нее ребер выполняется за время O(n). Таким образом, полное время выполнения алгоритма составляет O(n2).

Асимптотика O(n2 + m) является оптимальной для плотных графов, то есть когда m ≈ n2. Чем более разрежен граф (то есть чем меньше m по сравнению с максимальным количество рёбер n2), тем менее оптимальной становится эта оценка по вине первого слагаемого. Таким образом, надо улучшать время выполнения операций первого типа, не сильно ухудшая при этом время выполнения операций второго типа.

Например, Фибоначчиевы кучи позволяют производить операцию первого вида за O(log2n), а второго за O(1). Поэтому при использовании Фибоначчиевых куч время работы алгоритма Дейкстры составит O(nlog2n + m), что является практически теоретическим минимумом для алгоритма поиска кратчайшего пути. Однако, Фибоначчиевы кучи довольно сложны в реализации, а также имеют немалую константу, скрытую в асимптотике.

В качестве компромисса можно использовать структуры данных set или priority_queue, позволяющие выполнять оба типа операций (извлечение минимума и обновление элемента) за O(log2n). Тогда время работы алгоритма Дейкстры составит O(nlog2n + mlog2n) = O(mlog2n).

Задачи: 34 (Слово спонсора), 1109 (106 миль до Чикаго), 1365 (Алгоритм Дейкстры).

АЛГОРИТМ БЕЛЛМАНА - ФОРДА
Пусть задан ориентированный взвешенный граф G с n вершинами и m рёбрами, а также указана некоторая вершина v. Требуется найти длины кратчайших путей от вершины v до всех остальных.

В отличие от алгоритма Дейкстры, этот алгоритм применим к графам, содержащим рёбра отрицательного веса. Если граф содержит отрицательный цикл, то кратчайшего пути до некоторых вершин может не существовать (вес кратчайшего пути тогда должен равняться минус бесконечности). Однако этот алгоритм можно модифицировать так, чтобы он сигнализировал о наличии цикла отрицательного веса, или даже выводил сам этот цикл.

Описание алгоритма

Пусть граф не содержит цикла отрицательного веса. Случай наличия отрицательного цикла рассмотрим ниже.

Заведём массив расстояний d[0, …, n – 1], который после отработки алгоритма будет содержать ответ на задачу. В начале работы мы заполняем его следующим образом: d[s] = 0 (s – стартовая вершина), а все остальные элементы d[i] равны плюс бесконечности . Это совершается в процедуре инициализации.

инициализация (G, s)

for всех вершин v V(G) do d[v] = ;

d[s] = 0;

Алгоритм Беллмана-Форда состоит из нескольких фаз. На каждой фазе просматриваются все рёбра графа, и алгоритм пытается провести релаксацию вдоль каждого ребра (u, v)  стоимости c. Для недостижимых вершин i расстояние  d[i] остается равным бесконечности.

Релаксацией ребра (u, v) называется уменьшение значения d[v] до d[u] + c (если второе значение меньше первого).

Relax(u, v, c)

if (d[v] > d[u] + c) then d[v] = d[u] + c;

Теорема. Пусть (s, v) – длина кратчайшего пути от s до v. Пусть G(V, E) – взвешенный ориентированный граф с весовой функцией w, не содержащий циклов отрицательного веса, достижимых из s. Тогда по окончании работы процедуры Bellman_Ford будет выполняться равенство d[v] = (s, v) для всех вершин v, достижимых из s.

Теорема. После выполнения i фаз алгоритм Форда-Беллмана корректно находит все кратчайшие пути, длина которых по числу рёбер не превосходит i. Иными словами, если кратчайший путь до вершины v состоит из k ребер, то после k фаз алгоритма этот кратчайший путь будет найден гарантированно.

Доказательство. Рассмотрим кратчайший путь из начальной вершины s до вершины v: (p0 = s, p1, …, pk = v) . Перед первой фазой кратчайший путь до вершины p0 = s найден корректно. Во время первой фазы ребро (p0, p1) было просмотрено алгоритмом Беллмана-Форда, следовательно, расстояние до вершины p1 было корректно посчитано после первой фазы. Повторяя эти утверждения k раз, получаем, что после k-ой фазы расстояние до вершины  pk = v посчитано корректно, что и требовалось доказать.

Следствие. Любой кратчайший путь не может иметь более n – 1 ребра. Следовательно, алгоритму достаточно произвести только n – 1 фазу. После этого ни одна релаксация гарантированно не может завершиться улучшением расстояния до какой-то вершины.

Структура Edge создана для хранения ориентированного ребра (u, v) длины dist. Ребра графа заносим в массив ребер e. Объявим массив кратчайших расстояний d. 

struct Edge

{

  int u, v, dist;

} eTemp;

vector<Edge> e;

vector<int> d;

Алгоритм Беллмана – Форда. n – 1 раз проводим релаксацию всех ребер графа.

void Bellman_Ford(void)

{

  int i, j;

  d.assign(n+1,INF); d[source]= 0;

  for(i = 1; i < n; i++)

  {

    for(j = 0; j < m; j++) // проводим релаксацию j–го ребра

     if (d[e[j].u] < INF) d[e[j].v] = min(d[e[j].v], d[e[j].u] + e[j].dist);

  }

}

Основная часть программы. Первая строка входных данных содержит количество вершин n,  количество ребер m графа и начальную вершину (исток) source.

scanf("%d %d %d",&n,&m,&source);

for(i = 0; i < m; i++)

{

  scanf("%d %d %d",&eTemp.u,&eTemp.v,&eTemp.dist);

  e.push_back(eTemp);

}

Запускаем алгоритм Беллмана – Форда и выводим содержимое ячеек массива d.

Bellman_Ford();

for(i = 1; i <= n; i++) printf("%d ",d[i]);

Пример. Рассмотрим ориентированный граф без циклов отрицательного веса:
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Запустим алгоритм Беллмана – Форда из вершины 1. После трех фаз релаксации всех ребер графа состояние массива кратчайших расстояний будет следующим: d = (0, 5, 2, -5).

Улучшенная реализация

Описанный алгоритм можно несколько ускорить. Иногда ответ можно найти за несколько фаз, а в остальных фазах лишь впустую просматриваются все рёбра. Будем хранить флаг того, изменилось что-то на текущей фазе или нет, и если на какой-то фазе ничего не произошло, то алгоритм можно останавливать. Эта оптимизация не улучшает асимптотику (на некоторых графах по-прежнему будут нужны все  фазы), но значительно ускоряет поведение алгоритма в среднем, то есть на случайных графах.

С такой оптимизацией становится вообще ненужным ограничивать вручную число фаз алгоритма числом (n – 1) – он сам остановится через нужное число фаз

void Bellman_Ford(void)

{

  int i, j, flag;

  d.assign(n+1,INF); d[source]= 0;

  for(;;)

  {

    flag = 1;

    for(j = 0; j < m; j++)

      if (d[e[j].u] < INF)

        if (d[e[j].v] > d[e[j].u] + e[j].dist)

        {

          d[e[j].v] = d[e[j].u] + e[j].dist;

          flag = 0;

        }

    if (flag) break;

  }

}

Восстановление путей
Рассмотрим модификацию алгоритма Форда-Беллмана, при которой он не только находит длины кратчайших путей, но и позволяет восстанавливать сами кратчайшие пути.

Для этого заведём ещё один массив предков p[0, …, n – 1]. В ячейке p[i] будет храниться предпоследняя вершина в кратчайшем пути, ведущем в вершину i. Действительно, кратчайший путь до какой-то вершины v является кратчайшим путём до вершины p[v], к которому приписали в конец вершину v.

Алгоритм Форда-Беллмана работает по следующей логике: предполагая, что кратчайшее расстояние до одной вершины уже посчитано, пытается улучшить кратчайшее расстояние до другой вершины. Следовательно, в момент улучшения нам надо просто запоминать в ячейке массива p из какой вершины это улучшение произошло.

void Bellman_Ford(void)

{

  int i, j, flag;

  d.assign(n+1,INF); d[source]= 0;

  p.assign(n+1,-1);

  for(;;)

  {

    flag = 1;

    for(j = 0; j < m; j++)

      if (d[e[j].u] < INF)

        if (d[e[j].v] > d[e[j].u] + e[j].dist)

        {

          d[e[j].v] = d[e[j].u] + e[j].dist;

Каждый раз при релаксации ребра (u, v) следует положить p[v] = u.

          p[e[j].v] = e[j].u; flag = 0;

        }

    if (flag) break;

  }

}

Вывод пути от вершины source до v совершается при помощи функции PrintPath. Сначала выводим путь от source до p[v], после чего печатаем вершину v.

void PrintPath(int v)

{

  if (p[v] != -1) PrintPath(p[v]);

  printf("%d ",v);

}

Запускаем алгоритм Беллмана – Форда и выводим путь от source до четвертой вершины.

Bellman_Ford();

PrintPath(4);

Случай отрицательного цикла

При наличии цикла отрицательного веса расстояния до всех вершин на этом цикле, а также расстояния до достижимых из этого цикла вершин являются неопределенными – они должны равняться минус бесконечности.

Алгоритм Беллмана-Форда сможет бесконечно делать релаксации среди всех вершин этого цикла и вершин, достижимых из него. Следовательно, если не ограничивать количество фаз числом n – 1, то алгоритм будет работать бесконечно, постоянно улучшая расстояния до этих вершин.

Критерий наличия достижимого цикла отрицательного веса. Если после (n – 1)-ой фазы мы выполним ещё одну фазу, и на ней произойдёт хотя бы одна релаксация, то граф содержит цикл отрицательного веса, достижимый из s; в противном случае, такого цикла нет.

Теорема. Если в графе существует цикл отрицательной длины, то существует ребро (u, v), для которого выполняется неравенство d[v] > d[u] + w(u, v).

Доказательство. Пусть (v0, v1, …, vk = v0) – цикл отрицательной длины, достижимый из исходной вершины, но при этом d[vi+1]  d[vi] + w(vi, vi+1) для всех i = 0, 1, …, k – 1. Сложив эти k неравенств, и сократив на 
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. Последнее неравенство противоречит тому что (v0, v1, …, vk = v0) является циклом отрицательной длины. Сокращаемая сумма 
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 конечна, так как все вершины vi достижимы.

Модифицируем алгоритм Беллмана-Форда таким образом, чтобы при наличии цикла отрицательного веса можно было бы вывести этот цикл в виде последовательности вершин, входящих в него. Находим вершину x, в которой произошла релаксация на n-ой фазе. Эта вершина будет либо лежать на цикле отрицательного веса, либо достижимой из него. Для нахождения вершины, которая лежит на самом цикле, необходимо n раз пройти по предкам, начиная от вершины x. Получим вершину y, которая лежит на цикле. Далее следует пройтись от этой вершины по предкам, пока не вернёмся в эту же вершину y (это обязательно произойдёт, так как релаксации в цикле отрицательного веса происходят по кругу).

Функция Bellman_Ford совершает релаксацию всех ребер |V(G)| – 1 раз. Если в графе присутствует цикл отрицательной длины, то по завершению предыдущей операции существует ребро (u, v), для которого выполняется неравенство d[v] > d[u] + w(u, v). Функция Bellman_Ford возвращает FALSE, если найден цикл отрицательной длины и TRUE иначе.

Bellman_Ford(G, w, s)

иницализация (G, s)

for i = 1 to |V(G)| – 1 do

  for каждого ребра (u, v) E(G) do Relax(u, v, w);

for каждого ребра (u, v) E(G) do

  if d[v] > d[u] + w(u, v) then return FALSE;

return TRUE;

void Bellman_Ford(void)

{

  int i, j, x;

  d.assign(n+1,INF); d[source]= 0;

  p.assign(n+1,-1);

  for(i = 0; i < n; i++)

  {

    x = -1;

    for(j = 0; j < m; j++)

      if (d[e[j].u] < INF)

        if (d[e[j].v] > d[e[j].u] + e[j].dist)

        {

          d[e[j].v] = d[e[j].u] + e[j].dist;

          p[e[j].v] = e[j].u;

          x = e[j].v;

        }

  }

  if (x == -1) printf("No negative cycle from %d\n",source);

  else 

  {

    int y = x;

    for (i = 0; i < n; i++) y = p[y];

    vector<int> path;

    for (int cur = y; ; cur = p[cur]) 

    {

      path.push_back (cur);

      if ((cur == y) && (path.size() > 1))  break;

    }

    reverse (path.begin(), path.end());

    printf("Negative cycle: ");

    for (i = 0; i < path.size(); i++)

      printf("%d ",path[i]);

    printf("\n");

  }

}

Пример. Рассмотрим ориентированный граф с циклами отрицательного веса:
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Запустим алгоритм Беллмана – Форда из вершины 1. На каждой фазе релаксация ребер происходит в том же порядке, в котором ребра подаются на вход. p – массив предков, изначально все его элементы равны -1.

	1 фаза. Релаксируем (1, 2) и (1, 3)
	2 фаза. Релаксируем (3, 4).
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	3 фаза. Релаксируем (4, 2)
	4 фаза. Релаксируем (2, 3)
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После n = |V| = 4 фаз релаксации всех ребер графа массив кратчайших расстояний равен d = (0, -1, 3, 6). Можно заметить, что после выполнения 4 фаз у нас существует ребро, которое релаксирует: это (3, 4). Значит в графе существует цикл отрицательной длины. Его можно найти, воспользовавшись массивом предков p: 3, p[3] = 2, p[2] = 4, p[4] = 3. Получили цикл (3, 4, 2, 3).

Алгоритм Дейкстры с потенциалами

Каждой вершине i присвоим некоторое число – потенциал pi. Затем для каждого ребра (i, j) переопределим новый вес вес: W(i, j) = w(i, j) + pi – pj. Потенциалы определяются так, чтобы новые веса были неотрицательными (в графе без контуров отрицательного веса это всегда можно сделать).

Теперь в новом графе находим расстояния от нужной вершины до остальных. Расстояние в новом графе от a до b определяется как 

D(a, b) = W(a, x) + W(x, y) + … + W(z, b),

где x, y…z – промежуточные вершины в кратчайшем пути. Подставляя формулу новых весов, получим: 

D(a, b) = w(a, x) + pa – px + w(x, y) + px – py … + w(z, b) + pz – pb =

pa – pb + w(a, x) + w(x, y) + …+ w(z, b) = pa – pb + d(a, b)

Отсюда видно, что длины путей между заданной парой вершин в начальном и новом графах отличаются на константу, следовательно, кратчайший путь в новом графе совпадает с кратчайшим путем в старом графе. Длина кратчайшего пути в оригинальном графе равна 

d(a, b) = D(a, b) + pb – pa
Алгоритм Джонсона

Алгоритм Джонсона позволяет найти кратчайшие пути между всеми парами вершин взвешенного ориентированного графа. Данный алгоритм работает, если в графе содержатся рёбра с положительным или отрицательным весом, но отсутствуют циклы с отрицательным весом.

Запустим алгоритм Беллмана – Форда, вычислив кратчайшее расстояние от начальной вершины s до всех остальных. Пусть (s, vi) – наименьшее расстояние от s до vi. Положим потенциал pi вершины vi графа равным (s, vi). Пересчитаем веса ребер по формуле: W(i, j) = w(i, j) + pi – pj. Запустим последовательно алгоритм Дейкстры из каждой вершины vi. Таким образом вычислим кратчайшие расстояния между всеми парами вершин. Если D(a, b) – кратчайшее расстояние между вершинами a и b на графе с ребрами W(i, j), то кратчайшее расстояние на исходном графе (с ребрами w(i, j)) между a и b равно d(a, b) = D(a, b) + pb – pa.

Время работы алгоритма Джонсона составляет O(VE + VD), где O(D) – время работы алгоритма Дейкстры. Если в алгоритме Дейкстры используется обыкновенная неубывающая очередь с приоритетами, то время алгоритма Джонсона составит O(VE log2V).

Пример. Вычислим кратчайшие расстояния между парами вершин следующего графа G:
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Вершина 1 – начальная. Кратчайшие расстояния равны: (1, 1) = 0, (1, 2) = 5, (1, 3) = 2, (1, 4) = -5. Возле каждой вершины расставим потенциалы и пересчитаем длины ребер по формуле W(i, j) = w(i, j) + pi – pj. Получим граф GW:
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Запуская алгоритм Дейкстры из каждой вершины (или алгоритм Флойда-Уоршела на графе с ребрами, веса которых неотрицательны), получим матрицу D кратчайших расстояний графа GW.
D = 
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Пересчитаем кратчайшие расстояния на исходном графе по формуле d(a, b) = D(a, b) + pb – pa. Получим матрицу d кратчайших расстояний для исходного графа G.
Задачи: e-olimp 1108 (Червячные дыры), 1453 (Форд-Беллман).

ПОИСК КРАТЧАЙШИХ ПУТЕЙ МЕЖДУ ПАРАМИ ВЕРШИН АЛГОРИТМ ФЛОЙДА – УОРШЕЛА
Задача. Имеется ориентированный граф G = (V, E), каждой дуге (i, j) которого поставлено в соответствие неотрицательное число g[i][j]. Необходимо найти длины кратчайших путей между всеми парами вершин.

Предполагается, что граф не содержит циклов отрицательного веса, так как тогда ответа между некоторыми парами вершин может просто не существовать – он будет бесконечно малым.

Вход. Первая строка содержит количество вершин n в графе. Каждая следующая строка описывает ориентированное ребро графа и содержит номера вершин, которые оно соединяет, а также его вес. Вершины графа нумеруются числами от 1 до n.

Выход. Вывести таблицу res размером n на n, где res[i][j] содержит длину кратчайшего расстояния между вершинами i и j.
	Пример входа
	Пример выхода

	6
	 0 10 11  6  2  9 

	1 2 10
	13  0  1  8 15  4 

	1 5 2
	13 23  0  8 15  3 

	2 3 1
	 5 15 16  0  7 14 

	2 4 8
	 9 19 20  4  0  7 

	3 6 3
	10 20 21  5 12  0 

	4 1 5
	

	4 3 16
	

	5 4 4
	

	5 6 7
	

	6 4 5
	


Граф, приведенный в тестовом примере, имеет вид:
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Задачу можно решать, последовательно используя алгоритм Дейкстры для каждой вершины, объявляя ее в качестве истока. Однако существует другое решение поставленной задачи, известное как алгоритм Флойда-Уоршела.

Пусть вершины графа последовательно пронумерованы числами от 1 до n. Если дуга (i, j) в графе отсутствует, то положим g[i][j] = +  (некоторое достаточно большое число, большее длины любого пути в графе). Тогда это ребро будет всегда не выгодно брать, и алгоритм сработает правильно. Каждому диагональному элементу матрицы расстояний g присвоим нулевое значение (длина кратчайшего пути от вершины до ее самой равно 0).

Над матрицей g совершаем n итераций. После k-ой итерации g[i][j] содержит длину наименьшего пути из i в j, который не проходит через вершины с номерами, большими k. Пусть мы находимся на k-ой фазе и хотим пересчитать матрицу g. Рассмотрим две вершины i и j. Рассмотрим два случая:

· Кратчайший путь из i в j, которому разрешено проходить через вершины {1, 2, …, k}, совпадает с кратчайшим путем, которому разрешено проходить через вершины {1, 2, …, k – 1}. В этом случае gk[i][j] = gk-1[i][j].

· Новый кратчайший путь становится лучше старого. Это означает, что новый кратчайший путь проходит через вершину k. Разобъем этот новый путь а две половинки: i → k и k → j. Каждая из этих половинок не заходит в вершину k и была вычислена еще на k – 1 - ой фазе. В этом случае gk[i][j] = gk-1[i][k] + gk-1[k][j].

Таким образом, на k-ой итерации для пересчета матрицы g используется формула

gk[i][j] = min ( gk-1[i][j], gk-1[i][k] + gk-1[k][j] )

Время работы алгоритма составляет O(n3).

Классическая реализация алгоритма Флойда - Уоршела

Перед считыванием данных в матрицу расстояний g присвоим каждому ее элементу максимальное значение 0x3F3F3F3F (это значение выбрано в качестве максимального чтобы при вычислении суммы g[i][k] + g[k][j] не происходило переполнение), а также обнулим диагональные элементы. Процедура floyd реализует алгоритм Флойда – Уоршела. После запуска процедуры floyd выводим на экран содержимое матрицы расстояний g. Вершины нумеруются с 1 до n. 

#include <stdio.h>

#include <memory.h>

int n, a, b, dist;

int i, j;

int g[10][10];

void floyd(void)

{

  int i, j, k;

  for(k = 1; k <= n; k++)

    for(i = 1; i <=n; i++)

      for(j = 1; j <= n; j++)

        if (g[i][k] + g[k][j] < g[i][j])  g[i][j] = g[i][k] + g[k][j];

}

void main(void)

{

  scanf("%d",&n);

  memset(g,0x3F,sizeof(g));

  for(i = 1; i <= n; i++) g[i][i] = 0;

  while(scanf("%d %d %d",&a, &b, &dist) == 3) g[a][b] = dist;

  floyd();

  for(i = 1; i <= n; i++)

  {

    for(j = 1; j <= n; j++)

      printf("%2d ",g[i][j]);

    printf("\n");

  }

}
Вывод кратчайших путей

Для возможности вывода кратчайшего пути между двумя вершинами введем матрицу p, в которой элемент p[i][j] содержит вершину k, полученную при вычислении наименьшего значения g[i][j]. Если p[i][j] = 0, то кратчайший путь из i в j состоит из одной дуги (i, j). Изначально матрицу p следует обнулить.

Далее приведена модифицированная версия алгоритма Флойда - Уоршела, позволяющая восстанавливать кратчайшие пути.

void floyd(void)

{

  int i, j, k;

  for(k = 1; k <= n; k++)

    for(i = 1; i <= n; i++)

      for(j = 1; j <= n; j++)

        if (g[i][k] + g[k][j] < g[i][j]) 

        {

          g[i][j] = g[i][k] + g[k][j];

          p[i][j] = k;

        }

}

Для вывода на экран последовательности вершин, представляющих собой кратчайший путь от i до j, вызывается процедура PrintPath, приведенная ниже.

void Path(int i, int j)

{

   int k = p[i][j];

   if (!k) return;

   Path(i, k); printf("%d ",k); Path(k, j);

}

void PrintPath(int i, int j)

{

  printf("%d ",i); Path(i, j); printf("%d\n",j);

}

При вызове процедуры PrintPath(3, 2) для приведенного выше графа будет выведена следующая последовательность вершин: 3, 6, 4, 1, 2.

Поиск количества путей в графе

Утверждение. Если между i - ой и k - ой вершиной существует m[i][k] путей, а между k - ой и j - ой вершиной m[k][j] путей, то количество путей между i - ой и j - ой вершиной, проходящих через k - ую вершину, равно m[i][k] * m[k][j].

Пусть m – матрица смежности ациклического графа. После выполнения следующего кода ячейка m[i][j] будет содержать количество путей между i - ой и j - ой вершиной. Здесь v – количество вершин в графе. Причем даже в случае присутствия циклов, если между вершинами i и j существует конечное число путей, то оно будет занесено в m[i][j].
for(k = 0; k <= v; k++)

for(i = 0; i <= v; i++)

for(j = 0; j <= v; j++)

  m[i][j] += m[i][k] * m[k][j];

Рассмотрим случай произвольного графа (с циклами). Пусть между i - ой и j - ой вершиной существует бесконечное количество путей. В таком случае установим m[i][j] = –1.

for(k = 0; k <= v; k++)

if(m[k][k])

  for(i = 0; i <= v; i++)

     for(j = 0; j <= v; j++)

        if(m[i][k] && m[k][j]) m[i][j] = -1;

Между вершинами i и j существует бесконечное количество путей, если существует такая вершина k, что одновременно существуют пути из i в k, из k в k, из k в j. При этом вершины i, j, k могут совпадать.

Теорема. Пусть m – матрица смежности графа. Тогда mk[i][j] содержит количество путей из i - ой вершины в j - ую, длины которых в точности равны k.

Доказательство. Матрица смежности m[i][j] содержит количество путей длины k = 1  между каждой парой вершин. Пусть значение mk[i][j] содержит количество путей длины k. Тогда очевидно, что 
mk+1[i][j] = 
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Приведенная формула представляет собой матричное равенство mk+1 = mk * m .

Бинарное возведение в степень k квадратной матрицы m размера n имеет асимптотику O(n3log2k).

Задачи: 974 (Флойд - 1), 975 (Флойд), 976 (Флойд - существование), 1101 (Нумерация путей), 2635 (Бикфордов шнур).

ЭЙЛЕРОВ ЦИКЛ
Определение. Эйлеровым путем называется такой путь, который проходит по каждому ребру графа ровно один раз.

Определение. Эйлеровым циклом называется такой эйлеров путь, который начинается и заканчивается в одной и той же вершине.

Впервые понятие эйлерового цикла появилось в 1736, когда Леонард Эйлер решал задачу о семи Кенигсбергских мостах:

Можно ли обойти все семь мостов, заданных на рисунке ниже, побывав на каждом ровно по одному разу
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Граф, содержащий эйлеров цикл, называется эйлеровым графом.

Теорема. Связный неориентированный граф содержит эйлеров цикл тогда и только тогда, когда количество вершин нечетной степени равно нулю.

Для поиска эйлерового цикла в графе используется поиск в глубину с извлечением ребер. Порядок просмотра вершин запоминается. Если найдена вершина, с которой не выходят ребра (мы их уничтожили процессе поиска в глубину), ее номер заносится в стек и поиск начинается с предыдущей вершины. Алгоритм продолжается до тих пор, пока есть непройденные ребра. В стеке будут записаны номера вершин графа в порядке, который соответствует эйлеровому циклу. Далее обозначим: m – матрица смежности графа, cycle –  стек, n – количество вершин в графе.

void euler(int i)

{

  int j;

  for(j = 1; j <= n; j++)

  if (m[i][j])

  {

    m[i][j] = m[j][i] = 0;

    euler(j);

  }

  cycle[counter++] = i;

}


Эйлеров цикл: 1 2 3 4 5 2 6 3 5 6 1

Раасмотрим нерекурсивный вариант поиска Эйлерового цикла.

stack St;

в St кладём любую вершину (стартовая вершина);

пока St не пустой


пусть V - значение на вершине St;


если степень(V) = 0, то



добавляем V к ответу;



снимаем V с вершины St;


иначе



находим любое ребро, выходящее из V;



удаляем его из графа;



второй конец этого ребра кладём в St;

Стек промоделируем при помощи вектора _Stack. Граф представлен списком смежности m.

void euler(int i)

{

  int v, to;

  _Stack.push_back(i);

  while(!_Stack.empty())

  {

    v = _Stack.back();

    if (!m[v].size())

    {

      cycle.push_back(v); _Stack.pop_back();

    } else

    {

      len = m[v].size();

      to = m[v][len-1];

      m[v].pop_back();

      _Stack.push_back(to);

    }

  }

}

Задачи: 61 (Уборка снега).

ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ
Определение. Гамильтоновым называется цикл, который проходит через каждую вершину графа ровно один раз.

Определение. Граф называется гамильтоновым, если он содержит гамильтонов цикл.

Пример. Гиперкуб порядка n (n > 1) имеет гамильтонов цикл. Его описывает код Грея.

Пример. Полный граф с n (n > 2) вершинами имеет гамильтонов цикл. Поскольку между двумя любыми вершинами существует ребро, то существует ребро из vi в vi+1. Существует также ребро из последней вершины vn в первую v1.
Теорема. Для любой вершины из цикла гамильтона существует ровно два ребра из этого цикла, инцидентные данной вершине.

Следствие. Граф, содержащий вершину степени 1, не может быть гамильтоновым.

Теорема. Если граф имеет мост (разрезающее ребро), то он не может быть гамильтоновым. Если компоненты графа, полученный путем удаления разрезающего ребра, имеют гамильтонов цикл, то исходный граф имеет гамильтонов путь.

Для нахождения всех возможных гамильтоновых путей будем использовать перебор з возвратом (бектрекинг). Поскольку в гамильтонов цикл входят все вершины графа, то не имеет значения с какой вершины начинать поиск такого цикла (для определенности будем начинать поиск гамильтонового цикла с первой вершины). Допустим, что уже найдено k вершин цикла. Если k равно количеству вершин в графе и существует ребро из k - ой вершины в первую (с которой началт поиск), то цикл найден и его необходимо вывести на печать. Если существуют ребра, выходящие из последней (k - ой) вершины к еще непросмотренным вершинам, то включаем одну из них в решение, помечаем ее как просмотренную и продолжаем из нее поиск. Если таких ребер не существует, то возвращаемся на шаг назад к k – 1 вершине и продолжаем поиск. Таким образом будут найдены все гамильтоновы пути.

В следующей программе обозначены: n – количество вершин в графе, cycle – массив вершин гамильтонового цикла, used – масcив, содержащий информацию о том, пройдена вершина или нет.

void gamilt(int v)

{

  int i;

  if ((cnt == n) && m[cycle[n-1]][1])

  {

    for(i = 0; i < n; i++) printf("%d ",cycle[i]);

    printf("\n");

    return;

  }

  for(i = 1; i <= n; i++)

    if (m[v][i] && !used[i])

    {

      used[i] = 1; m[v][i] = m[i][v] = 0;

      cycle[cnt++] = i;

      gamilt(i);

      cnt--;

      used[i] = 0; m[v][i] = m[i][v] = 1;

    }

}

Для вызова функции  gamilt следует выполнить следующие операции:

// обнуление массивов m и used

memset(m,0,sizeof(m));

memset(used,0,sizeof(used));

// чтение неориентированного графа с заполнением матрицы смежности

scanf("%d",&n);

while(scanf("%d %d",&a,&b) == 2) m[a][b] = m[b][a] = 1;

// поиск начинаем с первой вершины, она будет начальной во всех найденных 

// гамильтоновых циклах

cnt = 0; cycle[cnt++] = 1;

// отметить первую вершину пройденной и вызвать функцию поиска гамильтонова 

// цикла начиная с первой вершины

used[1] = 1;gamilt(1);

Начиная с первой вершины, приведенный алгоритм найдет следующие гамильтоновы циклы: 1 2 3 4 5 6, 1 2 5 4 3 6 (изображен на рисунке), 1 6 3 4 5 2, 1 6 5 4 3 2.

Задачи: 1105 (Привет, Пирог!).
СВЯЗНОСТЬ НЕОРИЕНТИРОВАННОГО ГРАФА
Определение. Неориентированный граф называется связным, если для любой пары вершин существует путь из одной в другую. 

Определение. Максимальный связный подграф графа G называется связной компонентой. Связные компоненты образуют классы эквивалентности по отношению достижимости вершин.
Неориентированный граф называется связным тогда и только тогда, когда он состоит из единственной связной компоненты.


Граф с тремя связными компонентами {1, 2, 3}, {4, 5}, {6}

Определение. Ориентированный граф называется связным, если неориентированный граф, полученный из ориентированного удалением ориентации ребер, является связным.

Если количество вершин графа не велико и матрицу смежности можно хранить в памяти, то количество компонент связности графа можно найти при помощи поиска в глубину. Фактически следует реализовать серию обходов в глубину. Запустим обход из первой вершины. Тогда все вершины, которые при этом обойдутся, можно отнести к первой компоненте связности. Найдем следующую вершину, которая еще не была пройдена, и запустим из нее поиск в глубину. И так далее пока все вершины не станут пройденными.

Если n – количество вершин, а m – количество ребер  в графе, то асимптотика алгоритма составит O(n + m). Действительно, каждая вершина будет просматриваться в точности один раз, а каждое ребро максимум будет просмотрено с двух сторон.

Задача. Вычислить количество связных компонент в заданном графе.

Вход. Первая строка содержит количество вершин графа n (n < 100). Каждая следующая строка содержит пару вершин, соединенные ребром.

Выход. Вывести количество компонент связности графа.

Пример входа

6

1 2

1 3

2 3

4 5

Пример выхода

3

Решение. Матрица смежности графа хранится в массиве m. В массиве used отмечаются просмотренные вершины.

#define MAX 100

int m[MAX][MAX], used[MAX];
Поиск в глубину из вершины v.

void dfs(int v)

{

  int i;

  used[v] = 1;

  for(i = 1; i <= n; i++)

    if (m[v][i] && !used[i]) dfs(i);

}

Основная часть программы. Читаем входной граф. 

memset(m,0,sizeof(m));

scanf("%d",&n);

while(scanf("%d %d",&a,&b) == 2)

  m[a][b] = m[b][a] = 1;

Запускаем серию обходов в глубину. В переменной comp подсчитываем количество связных компонент. Оно равно количеству вызовов функции поиска в глубину.

for(comp = 0, i = 1; i <= n; i++)

  if (!used[i]) dfs(i), comp++;

Выводим количество связных компонент.

printf("%d\n",comp);

Рассмотрим реализацию поиска связных компонент неориентированного графа при помощи системы непересекающихся множеств. Алгоритм Connected_Components разбивает множество вершин графа на непересекающиеся множества, которые соответствуют связным компонентам.

Connected_Components (G (V, E): graph);
for каждая вершина v  V do Make-Set(v);

for каждое ребро (u, v)  E do 

if Find-Set(u) Find-Set(v) then Union(u, v);

Сначала каждая вершина рассматривается как одноэлементное подмножество. Далее для каждого ребра графа объединяем подмножества, в которые попали концы этого ребра. Когда все ребра будут обработаны, множество вершин разобьется на связные компоненты.

Пример. Нахождение связных компонент для графа, изображенного выше.

	ребро
	система непересекающихся множеств

	начало
	{1} {2} {3} {4} {5} {6}

	(1, 2)
	{1, 2} {3} {4} {5} {6}

	(1, 3)
	{1, 2, 3} {4} {5} {6}

	(2, 3)
	{1, 2, 3} {4} {5} {6}

	(4, 5)
	{1, 2, 3} {4, 5} {6}


В MAX содержится максимальное количество вершин в графе. В mas[i] содержится номер вершины, на которую указывает вершина i. Переменная mas[i] содержит i, если вершина i является представителем некоторого множества. Сначала образуется n одноэлементных множеств (n – количество вершин графа), где каждый элемент является представителем (указывает сам на себя): mas[i] = i. Для каждого ребра (a, b) совершаем объединение множеств, содержащих вершины a и b.

Функция Repr(n) возвращает номер вершины – представителя множества, содержащего вершину n. Двигаемся по указателю на следующий элемент, пока не встретим представителя множества (его указатель указывает на него самого).

Функция Union(x, y) объединяет два множества, которые содержат вершины x и y. Ищем представителей множеств, содержащих x и y. Пусть этими представителями будут x1 и y1. Если x1 = y1, то x и y содержатся в одном множестве, и в таком случае ничего не делаем. Иначе указатель представителя x1 перенаправляем на y1.

#include <stdio.h>

#define MAX 100

int mas[MAX];

int Repr(int n)

{

  while (n != mas[n]) n = mas[n];

  return n;  

}

void Union(int x,int y)

{

  int x1 = Repr(x),y1 = Repr(y);

  if (x1 == y1) return;

  mas[x1] = y1;

}

void main(void)

{

  int i, a, b, n, count = 0;

  scanf("%d",&n);

  for(i = 1; i <= n; i++) mas[i] = i;

  while(scanf("%d %d",&a,&b) == 2) Union(a,b);

  for(i = 1; i <= n; i++)

    if (mas[i] == i) count++;

  printf("%d\n",count);

}

Задачи: 37 (Почта спонсора), 2269 (Компоненты связности).
СИЛЬНАЯ СВЯЗНОСТЬ ГРАФА
Определение. Ориентированный граф называется сильно связным, если из любой вершины достижима любая другая (по ориентированным дугам). 

Произвольный ориентированный граф можно разбить на сильно связные компоненты, которые определяются как классы эквивалентности “u достижимо из v и v достижимо из u”.

Теорема. Граф является сильно связным (то есть состоит из одной сильно связной компоненты) тогда и только тогда, когда для любой вершины v выполняются следующие два условия:

· из вершины v достижимы все другие вершины графа;

· из любой вершины графа достижима вершина v;

Определение. Сильно связной компонентой ориентированного графа G(V, E) называется такое максимальное множество вершин C  V, что для каждой пары вершин u и v из C вершины u и v достижимы друг из друга.

Определение. Транспонированием графа G(V, E) называется граф GT(V, ET), в котором  ET = {(u, v) : (v, u)  E}.

Графы G и GT имеют одни и те же сильно связные компоненты, так как u и v достижимы друг из друга в G тогда и только тогда, когда они достижимы друг из друга в GT.

Следующий алгоритм Косарайю за линейное время O(V + E) находит сильно связные компоненты ориентированного графа G(V, E).

Strongly Connected Components(G)

1. Вызываем поиск в глубину DFS(G), вычисляем метки завершения f[v] для каждой вершины v  V.

2. Строим транспонированный граф GT.

3. Вызываем поиск в глубину DFS(GT), но в главном цикле процедуры DFS рассматриваем вершины в порядке убывания значений f[v].

4. Деревья леса поиска в глубину, полученного в пункте 3, представляют собой сильно связные компоненты.

На основе этого алгоритма определяется граф компонент GSCC(VSCC, ESCC) следующим образом. Пусть граф G имеет сильно связанные компоненты C1, C2, …, Ck. Множество вершин VSCC = {v1, v2, …, vk} состоит из вершин vi для каждого сильно связного компонента Ci графа G.

Пример. Рассмотрим выполнение алгоритма вычисления сильно связных компонент на примере.

1. Вызываем DFS(G), возле каждой вершины v расставляем метки d[v] / f[v]:

[image: image33.png]



2. Вычисляем GT:

[image: image34.png]



3. Вызываем DFS(GT), рассматривая вершины в порядке убывания значений f[v]. Получаем граф компонентов:

[image: image35.png]



4. Сильно связными компонентами в графе будут: {a, b, e}, {c, d}, {f, g} и {h}.

Лемма. Пусть C1 и C2 – различные сильно связные компоненты в ориентированном графе G(V, E). Пусть u1, v1  C1, u2, v2  C2, а также в G имеется путь u1  u2. Тогда в G не может быть пути v2  v1.

Доказательство. Если предположить обратное, то вершины u1 и u2 будут достижимы одна из другой (u2  v2  v1  u1). То есть эти вершины должны входить в одну сильно связную компоненту.

Пусть U  V. Определим d(U) = 
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. То есть d(U) и  f(U) представляют собой самое раннее время открытия и самое позднее время завершения для всех вершин из U.

Лемма. Пусть C1 и C2 – различные сильно связные компоненты в ориентированном графе G(V, E). Пусть имеется ребро (u, v)  E, где u  C1, v  C2. Тогда f(C1) > f(C2).

Задача. Для каждой сильно связной компоненты вывести список вершин, который в нее входит.

Вход. Первая строка содержит количество вершин n в графе. Каждая следующая строка описывает ориентированное ребро графа и содержит номера вершин, которые оно соединяет. Вершины графа нумеруются числами от 1 до n.

Выход. Для каждой компоненты сильной связности вывести ее порядковый номер, а также список вершин, в нее входящих, в порядке возрастания. Компоненты следует выводить в произвольном порядке.

	Пример входа
	Пример выхода

	8
	Component 1: 1 5 2 

	1 2
	Component 2: 3 4 

	2 3
	Component 3: 7 6 

	2 5
	Component 4: 8 

	2 6
	

	3 4
	

	3 7
	

	4 3
	

	4 8
	

	5 1
	

	5 6
	

	6 7
	

	7 6
	

	7 8
	


Граф, изображенный в примере, с расставленными метками обхода в глубину имеет вид:
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Информацию о ребрах графа будем хранить в списке смежности g: g[i] является списком, содержащим номера вершин, с которыми связана вершина i. Соответственно информация о транспонированном графе будет содержаться в списке смежности gr.

vector<vector<int> > g, gr;

Объявленные списки смежности заполняем следующим образом:

scanf("%d",&n);

g.assign(n+1,0);gr.assign(n+1,0);

while(scanf("%d %d",&a,&b) == 2)

  g[a].push_back(b), gr[b].push_back(a);

Массив used будем использовать для хранения информации о пройденных вершинах при поиске в глубину. Массив list будет содержать список вершин графа по окончании первого обхода в глубину в порядке убывания меток f[v]. В массив component будут заноситься все вершины очередной найденной сильно связанной компоненты.

vector<int> used, list, component;

Вызов первого поиска в глубину:

used.assign(n+1,0);

for(i = 1; i <= n; i++)

  if (!used[i]) dfs1(i);

При первом поиске в глубину строится массив list. По его завершению массив list равен {8, 4, 6, 7, 3, 5, 2, 1}.

void dfs1(int v)

{

  int i;

  used[v] = 1;

  for(i = 0; i < g[v].size(); i++)

    if (!used[g[v][i]]) dfs1(g[v][i]);

  list.push_back(v);

}
В порядке убывания значений f[v] перебираем вершины графа (для этого двигаемся по массиву list с конца в начало). Если мы еще не были в очередной вершине v, то вызываем из нее второй поиск в глубину. В переменной с подсчитываем количество найденных компонент сильной связности. Множество вершин, входящих в очередную компоненту, содержится в массиве component.

used.assign(n+1,0); c = 0;

for(i = 1; i <= n; i++)

{

  v = list[n-i];

  if (!used[v])

  {

    component.clear();

    dfs2(v); c++;

    printf("Component %d: ",c);

    for(j = 0; j < component.size(); j++)

      printf("%d ",component[j]);

    printf("\n");

  }

}

Второй поиск в глубину совершается по транспонированному графу. В нем заполняется массив component для каждой компоненты сильной связности.

void dfs2(int v)

{

  int i;

  used[v] = 1; component.push_back(v);

  for(i = 0; i < gr[v].size(); i++)

    if (!used[gr[v][i]]) dfs2(gr[v][i]);

}

Задачи: 1104 (Домино), 1667 (Конденсация графа), 1910 (Империя), 1936 (Авиаперелёты), 1947 (Конденсация графа), 2403 (Сильная связность).
2-ВЫПОЛНИМОСТЬ (2-SAT)

Рассмотрим булеву формулу в конъюнктивной нормальной форме, где каждый конъюнкт содержит в точности 2 дизъюнкта (2-КНФ). Например, формула

Ф(x1, x2, x3, x4, x5) = (x1  x2)  (!x2  x3)  (!x1  !x2)  (x3  x4)  (!x3  x5)  (!x4  !x5)  (!x3  x4)

содержит 5 переменных и 7 конъюнктов.

Задача 2-выполнимости состоит в том, чтобы присвоить переменным значения (0 или 1) таким образом, чтобы формула была истинной. То есть ответить на вопрос: существует ли такой набор переменных, на котором формула принимает истинное значение?

Задача 2-выполнимости решается за полиномиальное время.

Переведем задачу к импликативной форме. Выражение вида a  b эквивалентно !a  b или !b  a. Действительно, если необходимо добиться обращения выражения a  b в true, то если a = false, то необходимо b = true, и наоборот, если b = false, то необходимо a = true.

Построим теперь граф импликаций: для каждой переменной в графе будет по две вершины, обозначим их через xi и !xi. Рёбра в графе будут соответствовать импликативным связям. 

Если булева формула имеет n переменных и m конъюнктов, то соответствующий граф импликаций будет содержать 2n вершин и 2m ребер.

Пример. Для 2-CNF формы Ф(a, b, c) =  (a  b)  (b  !c) граф импликаций будет содержать следующие рёбра (ориентированные): !a  b, !b  a, !b  !c, c  b. То есть для каждой импликации x  y в графе строится ориентированное ребро (x, y). 

Перенумеруем переменные и их отрицания, начиная с нуля. Переменным a и !a поставим в соответствие вершины 0 и 1, переменным b и !b – вершины 2 и 3, переменным c и !c – вершины 4 и 5. Тогда вершины i и i XOR 1 будут соответствовать переменной и ее отрицанию.
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Булева формула Ф содержит 3 переменные (a, b, c) и 2 конъюнкта. Граф импликаций состоит из 6 вершин и 4 ребер. Свойство графа импликаций состоит в том, что с каждой импликацией x  y должна присутствовать и импликация !y  !x.

Теорема. Булева формула Ф в 2-КНФ является невыполнимой тогда и только тогда, когда существует такая переменная x, что в графе импликаций существуют пути от x до !x и от !x до x. Существование таких путей эквивалентно тому, что x  !x и !x  x.

Пример. Отобразим граф импликаций для формулы

Ф(x1, x2, x3, x4, x5) = (x1  x2)  (!x2  x3)  (!x1  !x2)  (x3  x4)  (!x3  x5)  (!x4  !x5)  (!x3  x4)


[image: image41.emf]x

1

!x

2

!x

3

!x

4

x

4

x

3

!x

5

x

5

x

2

!x

1


Теорема. Булева формула Ф в 2-КНФ является невыполнимой тогда и только тогда, когда существует сильно связная компонента, содержащая одновременно некоторую переменную x и ее дополнение !x.

Этот критерий выполнимости можно проверить за время O (n + m) с помощью алгоритма поиска сильно связных компонент.

Рассмотрим алгоритм нахождения решения задачи 2-SAT в предположении, что решение существует.

Несмотря на то, что решение существует, для некоторых переменных может выполняться, что из x достижимо !x, или (но не одновременно) из !x достижимо x. В таком случае выбор одного из значений переменной x будет приводить к противоречию, в то время как выбор другого не будет. Поэтому следует выбрать для x то из двух значений, которое не приведет к противоречию. 

Теорема. Пусть Color[v] обозначает номер (цвет) компоненты сильной связности, которой принадлежит вершина v. Известно, что номера вершин упорядочены в порядке топологической сортировки. Если в графе существует путь из v в w, то Color[v] ≤ Color[w]. Тогда если Color[x] < Color[!x], то значение !x считаем истинным (то есть x будет ложно), иначе при Color[x] > Color[!x] истинным считаем x.

Доказательство.

а) Докажем, что если Color[x] > Color[!x], то из x не достижимо !x. Действительно, так как номер компоненты сильной связности Color[x] больше номера компоненты Color[!x], то это означает, что компонента связности, содержащая x, расположена левее компоненты связности, содержащей !x, и из первой никак не может быть достижима последняя.

б) Докажем, что никакая вершина y, достижимая из x, не является "плохой", то есть неверно, что из y достижимо !y. Проведем доказательство от противного. Пусть из x достижимо y, а из y достижимо !y. Поскольку из x достижимо y, то, по свойству графа импликаций, из !y будет достижимо !x. Но, по предположению, из y достижимо !y. Тогда мы получаем, что из x достижимо !x, что противоречит условию. Что и требовалось доказать.

Алгоритм решения задачи 2-выполнимости

1. Построим граф импликаций.

2. Найдём в этом графе компоненты сильной связности за время O (n + m), пусть Color[v] – это номер компоненты сильной связности, которой принадлежит вершина v.

3. Проверим, что для каждой переменной x вершины x и !x лежат в разных компонентах, то есть Color[x] ≠ Color[!x]. Если это условие не выполняется, то решения не существует.

4. Если Color[x] > Color[!x], то переменной x выбираем значение true, иначе false.

Вход. Первая строка содержит количество переменных n в 2-КНФ и количество конъюнктов m. Переменные нумеруются числами от 1 до n. Если переменная x имеет номер i (1 ≤ i ≤ n), то ее отрицание (!x) будем задавать числом -i. Каждая из следующих m строк описывает один конъюнкт: она содержит номера переменных, входящих в него. 

Выход. Если задача 2-выполнимости решения не имеет, то вывести “NO SOLUTION”. Иначе в одной строке следует вывести последовательность из n нулей и единиц. i-ое число последовательности задает значение, которое должна принимать переменная с номером i.
	Пример входа
	Пример выхода

	3 2
	1 1 0

	1 2
	

	2 -3
	


Пояснение. В примере задается формула Ф(a, b, c) =  (a  b)  (b  !c). Переменные a, b, c имеют соответственно номера 1, 2, 3. Отрицание !c кодируется числом -3.

Для хранения графа импликаций и обратного к нему графа используем вектора g и gr. Объявим рабочие массивы: Color[i] содержит номер компоненты сильной связности, в которую входит вершина i, Answer содержит результирующий набор из n нулей и единиц.

vector<vector<int> > g, gr;

vector<int> used, list, Color, Answer;
Первый поиск в глубину. Заносим вершины графа импликаций в массив list в порядке завершения их обработки.

void dfs1(int v)

{

  int i, to;

  used[v] = 1;

  for(i = 0; i < g[v].size(); i++)

  {

    to = g[v][i];

    if (!used[to]) dfs1(to);

  }

  list.push_back(v);

}
Обход в глубину на транспонированном графе. Красим текущую вершину v цветом c. Одинаковый цвет имеют вершины, которые входят в одну компоненту сильной связности. Одновременно массив Color используется для отмечания уже пройденных вершин во время второго обхода в глубину (перед запуском процедуры dfs2 массив Color следует обнулить).

void dfs2(int v, int c)

{

  int i, to;

  Color[v] = c;

  for(i = 0; i < gr[v].size(); i++)

  {

    to = gr[v][i];

    if (Color[to] == -1) dfs2(to,c);

  }

}

Поскольку переменные нумеруются с единицы, а вершины графа импликаций с нуля, то для удобства следует перенумеровать переменные и их отрицания. Переменной с номером i поставим в соответствие вершину графа 2 * i – 2. Если отрицание переменной задавалось числом i, то ей поставим в соответствие вершину 2 * (- i) – 1. Например, если переменная a имела номер 1, а ее отрицание !a кодировалось -1, то в графе переменной a будет соответствовать вершина 2 * 1 – 2 = 0, а ее отрицанию – вершина 2 * 1 – 1 = 1. Отметим, что нумерация вершин графа такова, что переменной и ее отрицанию всегда соответствуют вершины i и i XOR 1.

int Conv(int v)

{

  if (v >= 0) return 2 * v - 2;

  return 2 * (-v) - 1;

}

Основная часть программы. Читаем входную формулу. Поскольку формула содержит n переменных, то в графе импликаций будет 2n вершин, пронумерованных от 0 до 2n – 1 .

  scanf("%d %d",&n,&m);

  g.assign(2*n,0);gr.assign(2*n,0);

  for(i = 0; i < m; i++)

  {

Читаем номера переменных, входящих в конъюнкт. С помощью функции Conv находим номера вершин графа импликаций, которые будут им соответствовать. 

    scanf("%d %d",&a,&b);

    a = Conv(a); b = Conv(b);

Переводим каждый конъюнкт a  b в импликативную форму !a  b. С каждой импликацией !a  b заносим в граф два ребра: (!a, b) и (!b, a). Одновременно строим транспонированный граф gr.

    g[a^1].push_back(b);   g[b^1].push_back(a);

    gr[b].push_back(a^1);  gr[a].push_back(b^1);

  }

Запускаем первый обход в глубину, в котором строим массив list.

  used.assign(2*n,0);

  for(i = 0; i < 2*n; i++)

    if (!used[i]) dfs1(i);

Запускаем второй обход в глубину, в котором раскрашиваем вершины графа цветом с. Вершины, входящие в одну сильно связную компоненту, имеют одинаковый цвет.

  Color.assign(2*n,-1);

  for(i = 0, c = 0; i < 2*n; i++)

  {

    v = list[2*n-i-1];

    if (Color[v] == -1) dfs2(v,c++);

  }

Поиск сильно связных компонент завершен. Если для некоторой переменной она и ее отрицание (вершины i и i XOR 1) имеют одинаковый цвет, то входная формула невыполнима.

  for (i = 0; i < 2*n; i += 2)

    if (Color[i] == Color[i^1])

    {

      printf("NO SOLUTION");

      return 0;

    }

Если задача имеет решение, то присвоим переменным, входящим в формулу, значения (0 или 1). Если Color[x] > Color[!x], то переменной x выбираем значение 1, иначе 0.

  Answer.assign(n,0);

Четным вершинам графа соответствуют переменные, а нечетным – их отрицания. Четной вершине i соответствует переменная с номером 
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  for (i = 0; i < 2*n; i += 2)

    Answer[i/2] = (Color[i] > Color[i^1]);

Выводим решение для задачи 2-выполнимости.

  for (i = 0; i < n; i++)

   printf("%d ",Answer[i]);

  printf("\n");

Отобразим решение для указанного в задаче примера.
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Проверим утверждение, что если в графе есть путь из v в w, то Color[v] ≤ Color[w].

Для ребра (3, 0): 1 = Color[3] < Color[0] = 5.      Для ребра (1, 2): 3 = Color[1] < Color[2] = 4.

Для ребра (4, 2) : 0 = Color[4] < Color[2] = 4.     Для ребра (3, 5): 1 = Color[3] < Color[5] = 2.

Все вершины графа будут покрашены разными цветами, поэтому задача 2-выполнимости для формулы (a  b)  (b  !c) разрешима. Выбираем значения для переменных:

· 5 = Color[0] > Color[1] = 3, переменной a выбираем значение 1,

· 4 = Color[2] > Color[3] = 1, переменной b выбираем значение 1,

· 0 = Color[4] < Color[5] = 2, переменной c выбираем значение 0

Пример. Рассмотрим задачу 2-выполнимости для формулы 

Ф(a, b, c, d) =  (a  c)  (b  !c)  (!b  d)  (c  !d)  (!a  !d)

Построим ребра грфа:

· a  c эквивалентно !a  c, строим ребра (!a, c) и (!c, a).

· b  !c эквивалентно !b  !c, строим ребра (!b, !c) и (c, b).

· !b  d эквивалентно b  d, строим ребра (b, d) и (!d, !b).

· c  !d эквивалентно !c  !d, строим ребра (!c, !d) и (d, c).

· !a  !d эквивалентно a  !d, строим ребра (a, !d) и (d, !a).
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Граф импликаций имеет две сильно связные компоненты (вершины покрашены цветами 0 и 1). Задача 2-выполнимости имеет решение:

· 1 = Color[0] > Color[1] = 0, переменной a выбираем значение 1,

· 0 = Color[2] < Color[3] = 1, переменной b выбираем значение 0,

· 0 = Color[4] < Color[5] = 1, переменной c выбираем значение 0,

· 0 = Color[6] < Color[7] = 1, переменной d выбираем значение 0.

Задачи: 1934 (Граф операций).

ТОЧКИ СОЧЛЕНЕНИЯ
Точкой сочленения неориентированного графа называется такая вершина, удаление которой делает граф несвязным. Под удалением вершины понимается также всех исходящих из нее ребер.

Следующий алгоритм ищет все точки сочленения и основывается на поиске в глубину. Время работы алгоритма O(n + m), где n – количество вершин, а m – количество ребер в графе.

Запустим алгоритм обхода в глубину из некоторой вершины, которую в дальнейшем будем называть корнем root.

1. Пусть при обходе в глубину мы просматриваем все рёбра из вершины v ≠ root. Если текущее ребро (v, to)  таково, что из вершины to и из любого её потомка в дереве обхода в глубину нет обратного ребра в какого-либо предка вершины v, то вершина v является точкой сочленения. Если обход в глубину просмотрел все рёбра из вершины v, и нашёл удовлетворяющие вышеописанным условиям ребра, то вершина v не является точкой сочленения.

2. Рассмотрим теперь оставшийся случай v = root. Эта вершина является точкой сочленения тогда и только тогда, когда она имеет более одного сына в дереве обхода в глубину. (Если выйдя из root по произвольному ребру, мы не смогли обойти весь граф, то root – точка сочленения).

Пусть d[v] – время захода поиска в глубину в вершину v. Введём массив up[v], который позволит нам отвечать на вышеописанные запросы. Определим up[v] как минимум из:

· времени захода в саму вершину d[v],

· времён захода d[p] в каждую вершину p, являющуюся концом некоторого обратного ребра (v, p),

· всех значений up[to] для каждой вершины to, являющейся непосредственным сыном v в дереве поиска. 

Неформально можно утверждать, что up[v] равно d[p] самой верхней вершины p дерева поиска, в которую можно попасть из поддерева v с помощью обратных ребер, присутствующих только в этом поддереве.

up[v] = min(d[v], d[p], up[to]), где (v, p) – обратное ребро, (v, to) – ребро дерева

Тогда из вершины v или её потомка есть обратное ребро в её предка тогда и только тогда, когда найдётся такой сын to, что up[to] < d[v]. То есть если для некоторого ребра дерева (v, to) выполняется неравенство up[to] ≥ d[v], то вершина v является точкой сочленения. Если up[to] = d[v], то в поддереве поиска с вершиной v найдется обратное ребро, приходящее точно в v.

Для начальной вершины root указанный критерий не действует, для нее следует посчитать количество непосредственных сыновей в дереве обхода в глубину.

Рассмотрим граф, представленный на рисунке. Запустим поиск в глубину из нулевой вершины. Ребра дерева поиска в глубину выделены жирными линиями. Возле каждой вершины поставлены метки d[v] / up[v]. В графе имеется три обратных ребра: (2, 0), (4, 1) и (6, 3). Метки up[v] расставляются в порядке, обратном поиску в глубину. 
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up[6] = min(d[6], d[3]) = min(7, 4) = 4. Одно обратное ребро (6, 3), а ребер дерева, выходящих из вершины 6, нет.

up[5] = min(d[5], up[6]) = min(6, 4) = 4. Обратных ребер нет, из вершины 5 выходит ребро дерева (5, 6).

up[4] = min(d[4], d[1]) = min(5, 2) = 2. Одно обратное ребро (4, 1), а ребер дерева, выходящих из вершины 4, нет.

up[3] = min(d[3], up[4], up[5]) = min(4, 2, 4) = 2. Обратных ребер нет, из вершины 3 выходит два ребра дерева (3, 4) и (3, 5).

up[2] = min(d[2], d[0], up[3]) = min(3, 1, 2) = 1. Одно обратное ребро (2, 0), из вершины 2 выходит одно ребро дерева (2, 3).

up[1] = min(d[1], up[2]) = min(2, 1) = 1. Обратных ребер нет, из вершины 1 выходит ребро дерева (1, 2).

up[0] = min(d[0], up[1]) = min(1, 1) = 1. Обратных ребер нет, из вершины 0 выходит ребро дерева (0, 1).

Вершина 3 будет точкой сочленения, так как существует ребро дерева (3, 5), для которого 4 = up[5] ≥ d[3] = 4. Вершина 0 не будет точкой сочленения, так как из нее выходит только одно ребро дерева.

Рассмотрим следующий граф: 
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Вершина 3 будет точкой сочленения, так как имеется ребро (v, to) = (3, 4), для которого 4 = up[4] ≥ d[3] = 4. 

Вершина 5 будет точкой сочленения, так как имеется ребро (v, to) = (5, 6), для которого 7 = up[6] ≥ d[5] = 6. 

Объявим матрицу смежности графа g, массив used в котором будем отмечать пройденные вершины, а также дополнительные массивы d и up.

#define MAX 100

int g[MAX][MAX], used[MAX], d[MAX], up[MAX];

Запускаем поиск в глубину из вершины v. Предком вершины v является p. Если v является корнем дерева поиска в глубину, то положим p = -1. В переменной children подсчитываем количество детей у корневой вершины.

void dfs (int v, int p = -1)

{

  int to, children;

При заходе в вершину v помечаем ее пройденной. Устанавливаем метку d[v] равную текущей метке времени time. Положим изначально up[v] равной d[v].

  used[v] = 1;

  d[v] = up[v] = time++;

  children = 0;


[image: image47.wmf]Перебираем вершины to, в которые можно пойти из v. Для этого элемент матрицы смежности g[v][to] должен содержать единицу. Необходимо различать три случая:

1. (v, to) является ребром дерева, по которому идем в обратную сторону (в этом случае to = p)

2. (v, to) является обратным ребром (в этом случае used[to] = 1 и to ≠ p)

3. (v, to) является ребром дерева (в этом случае used[to] = 0)

  for (to = 0; to < n; to++) 

  {

    if(!g[v][to]) continue;

    if (to == p)  continue;

Если вершина to уже пройдена, то ребро (v, to) является обратным. Пересчитываем up[v].

    if (used[to])

      up[v] = min (up[v], d[to]);

    else 

    {

Иначе запускаем поиск в глубину из вершины to. Ребро (v, to) является ребром дерева поиска в глубину. Пересчитываем up[v].

      dfs (to, v);

      up[v] = min (up[v], up[to]);

Если up[to] ≥ d[v] и при этом v не является корнем (p ≠ -1), то вершина v является точкой сочленения.

      if ((up[to] >= d[v]) && (p != -1))


       printf("%d ",v);

Подсчитываем количество вершин to, в которые запущен поиск в глубину из вершины v. 


     children++;


   }

  }

Если v – корень (p = -1) и количество ее сыновей в дереве поиска в глубину больше 1, то вершина v является точкой сочленения.

  if ((p == -1) && (children > 1))

   printf("%d ",v);

}

Основная часть программы. Читаем входной граф. Первая строка входных данных содержит количество вершин n. Далее следуют пары вершин, описывающие ребра графа.

scanf("%d",&n);

memset(g,0,sizeof(g));

while(scanf("%d %d",&a,&b) == 2)

  g[a][b] = g[b][a] = 1;

Устанавливаем time равным единице и запускаем поиск в глубину.

time = 1;

for(i = 0; i < n; i++)

  if (!used[i]) dfs(i);

Задачи: 1945 (Точки сочленения).

МОСТЫ
Мостом графа называется ребро, после удаления которого граф распадается на две или более компоненты связности.

Теорема. Ребро графа является мостом тогда и только тогда, когда оно не содержится ни в одном простом цикле. 

Доказательство. Если ребро принадлежит простому циклу, то его концы достижимы друг из друга даже после удаления этого ребра, следовательно удаление такого ребра не может привести к распаду на несколько компонент связности. 

И наоборот, если при удалении ребра (a, b) граф остается связным, то существует простой путь из a в b, не содержащий (a, b). Добавив ребро (b, a) к этому пути, получим простой цикл.

Следствие. Никакое обратное ребро при поиске в глубину не является мостом. Это следует из того, что всякое обратное ребро содержится в каком-либо простом цикле.

Запустим поиск в глубину с расстановкой меток d[v] и up[v]. Из вершины v или её потомка есть обратное ребро в её предка тогда и только тогда, когда найдётся такой сын to, что up[to] < d[v]. Если для некоторого ребра дерева (v, to) выполняется равенство up[to] = d[v], то в поддереве поиска с вершиной v найдется обратное ребро, приходящее точно в v. Если же up[to] > d[v], то ребро (v, to) является мостом.
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Ребро (1, 4) будет мостом, так как 2 = up[4] > d[1] = 1. 

Вызываем поиск в глубину из вершины v.

void dfs (int v, int p = -1)

{

  int i, to;

  used[v] = 1;

  d[v] = up[v] = time++;

  for (i = 0; i < graph[v].size(); i++) 

  {

    to = graph[v][i];

    if (to == p)  continue;

    if (used[to])

      up[v] = min (up[v], d[to]);

    else 

    {

      dfs (to, v);

      up[v] = min (up[v], up[to]);

      if (up[to] > d[v]) printf("%d %d\n",v,to);

    }

  }

}

Поиск мостов совершаем вызовом функции FindBridges().

void FindBridges(void)

{

  int i;

  time = 1;

  for(i = 1; i <= n; i++)

    if (!used[i]) dfs(i);

}

Задачи: 1943 (Мосты).

ДВУСВЯЗНЫЕ КОМПОНЕНТЫ
Граф без точек сочленения называется двусвязным или неразделимым. Максимальный двусвязный подграф графа называется двусвязной компонентой или блоком. Заметим, что любые две различные двусвязные компоненты либо не имеют общих вершин, либо имеют одну общую вершину, которая является точкой сочленения.

Отыскание точек сочленения и двусвязных компонент данного графа важно при изучении надежности коммуникационных и транспортных сетей.

Различают вершинную (без точек сочленения) и реберную (без мостов) двусвязность.

Пример. Граф, изображеный ниже, содержит:

· Точки сочленения: u, v.

· Мосты: (u, v).

· Блоки: {a, b, w}, {b, u, w}, {a, b, u, w}, {c, d, v}, 
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Теорема. Если вершина инцидентна мосту и не является висячей, то она будет точкой сочленения.

Реберная двусвязность

Будем говорить, что пара различных ребер e1 и e2 удовлетворяет отношению R, если в графе существует простой цикл, содержащий оба эти ребра. Положим, что каждое ребро e связано отношением R с самим собой. Симметричность R очевидна.

Теорема. Отношение R транзитивно. То есть если (e1, e2) и (e2, e3) удовлетворяют R, то и (e1, e3) удовлетворяет R.
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Доказательство. Обозначим концы ребер как показано на рисунке. Обозначим через С цикл, который проходит через e1 и e2. Поскольку (e2, e3) удовлетворяют R, то существуют простые непересекающиеся по вершинам пути p → u и q → v. Обозначим через x последнюю вершину пути p → u, принадлежащую циклу C. Аналогично через y обозначим последню вершину пути q → v, принадлежащую C. Заметим, что x и y различны, поскольку принадлежат двум путям, не имеющим общих вершин. Значит пара вершин x и y разбивает цикл C на две части. В одной из этих частей находится ребро e1 = (a, b) Значит ребра e1 и e3 содержатся в цикле x → a → b → y → v → u → x. Очевидно, что указанный цикл является простым, следовательно ребра e1 и e3 также связаны отношением R. 

Таким образом отношение R удовлетворяет всем свойствам отношения эквивалентности. Следовательно, множество всех ребер графа можно разбить на классы эквивалентности относительно R. Те из этих классов, которые содержат хотя бы два ребра, называются двусвязными компонентами.

Определение. Будем называть реберно двусвязную компоненту K максимальной, если не существует такой реберно двусвязной компоненты L, для которой K будет подграфом L.

Теорема. Пусть каждой вершине графа v при помощи поиска в глубину поставлены в соответствие метки d[v] и up[v]. Тогда граф будет содержать ровно столько максимальных реберно двусвязных компонент, сколько существует вершин v, для которых d[v] = up[v].

Следующая программа выводит реберно двусвязные компоненты. При обходе в глубину будем в стеке хранить пройденные вершины. Тогда по завершению вычисления метки up[v] начиная с вершины стека и вплоть до v будут находиться вершины графа, принадлежащие одной реберно связной компоненте.

void dfs (int v, int p = -1)

{

  int i, to, y;

  used[v] = 1;

  d[v] = up[v] = time++;

  _Stack.push_back(v);

  for (i = 0; i < graph[v].size(); i++) 

  {

    to = graph[v][i];

    if (to == p)  continue;

    if (used[to]) up[v] = min (up[v], d[to]);

    else 

    {

      dfs (to, v);

      up[v] = min (up[v], up[to]);

    }

  }

Равенство d[v] = up[v] имеет место в точности для стольких вершин v, сколько имеется в графе реберно двусвязных компонент. Причем для каждой реберно двусвязной компоненты имеется в точности одна вершина с указанным равенством. Выводим содержимое стека начиная с вершины и вплоть до v.

  if (d[v] == up[v])

  {

    printf("Biconnected Component:");

    while(1)

    {

      y = _Stack.back(); _Stack.pop_back();

      printf(" %d",y);

      if (y == v) break;

    }

    printf("\n");

  }

}

Совершаем поиск в глубину на графе.

time = 1; _Stack.clear();

for(i = 0; i < n; i++)

  if (!used[i]) dfs(i);

Задачи: 2622 (Надежные сети).

ВЕРШИННАЯ И РЕБЕРНАЯ СВЯЗНОСТЬ
Вершинной связностью графа χ(G) называется наименьшее количество вершин, удаление которых приводит к несвязному или тривиальному (состоящему из одной вершины) графу.

Пример 

· Если граф G несвязный, то χ(G) = 0,

· Если граф G имеет точку сочленения, то χ(G) = 1,

· Если G является полным Kp графом, то χ(Kp) = p – 1

Реберной связностью графа λ(G) называется наименьшее количество ребер, удаление которых приводит к несвязному или пустому графу.

Пример 

· Если граф G несвязный, то λ(G) = 0,

· Если граф G имеет мост, то λ(G) = 1,

· Если G является полным Kp графом, то λ(Kp) = p – 1

Соотношение Уитни

Обозначим через δ(G) наименьшую из степеней вершин графа G. Тогда

χ(G) ≤ λ(G) ≤ δ(G)

Доказательство. Докажем, что χ(G) ≤ λ(G). Рассмотрим набор из λ ребер, удаление которых делает граф несвязным. Возьмём от каждого из этих ребёр по одному концу (любому из двух) и удалим из графа. Тогда удалив не больше λ вершин (поскольку одна и та же вершина могла встретиться дважды), мы сделаем граф несвязным.

Докажем, что λ(G) ≤ δ(G). Рассмотрим вершину минимальной степени. Удалим все  смежные с ней рёбра, тем самым отделив эту вершину от всего остального графа.

Неравенство Уитни нельзя улучшить. Для любых троек чисел, удовлетворяющих этому неравенству, существует хотя бы один соответствующий граф. 

Доказательство проведем конструктивно, построим соответствующий граф. Он будет состоять из 2 (δ + 1) вершин, причём первые δ + 1 вершины образуют полносвязный подграф, и вторые δ + 1 вершины также образуют полносвязный подграф. Кроме того, соединим эти две части λ рёбрами так, чтобы в первой части эти рёбра были смежны λ вершинам, а в другой части χ вершинам. Легко убедиться, что полученный граф будет обладать необходимыми характеристиками.

Теорема Менгера о вершинной связности. Пусть G – конечный неориентированный граф и x, y – две несмежные вершины. Наименьшее число вершин, разделяющих x и y, равно наибольшему числу попарно независимых (x,y)-цепей. 

Теорема Менгера о реберной связности. Пусть G – конечный неориентированный граф и x, y – различные вершины. x и y реберно k–отделимы тогда и только тогда, когда x и y реберно k–соединимы. 

Теорема Форда-Фалкерсона (1956 г.) Для любых двух вершин наибольшее число рёберно-непересекающихся цепей, соединяющих их, равно наименьшему числу рёбер, разделяющих эти вершины.

Нахождение реберной связности

Основан на теореме Форда-Фалкерсона. Перебираем все пары вершин (s, t) и между каждой парой находим наибольшее число непересекающихся по рёбрам путей. Эту величину ищем с помощью алгоритма максимального потока: делаем s истоком, t стоком, а пропускную способность каждого ребра положим равной 1.

Нахождение вершинной связности

Перебираем все пары вершин (s, t) и находим минимальное количество вершин, которое надо удалить, чтобы разделить s и t.

Для этого раздвоим каждую вершину. Для каждой вершины i создадим по две копии: i1 для входящих рёбер и i2 для выходящих. Эти две копии связаны друг с другом ребром (i1, i2). 
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С каждым ориентированным ребром (u, v) исходного графа в модифицированную сеть следует добавить ребро (u2, v1). Каждое неориентированное ребро (u, v) исходного графа представляется как два ориентированных (u, v) и (v, u). Поэтому в новую сеть следует добавить два ребра – (u2, v1) и (v2, u1).

Всем рёбрам проставим пропускную способность, равную единице. Найдём теперь максимальный поток в этом графе между истоком  s и стоком t. По построению графа, он и будет являться минимальным количеством вершин, необходимых для разделения  s и t.
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ОСТОВНЫЕ ДЕРЕВЬЯ
Определение. Для произвольного связного неориентированного графа G = (V, E) каждое дерево (V, T), где T  E, называется стягивающим деревом (каркасом, остовом).

Поиск стягивающего дерева можно совершить при помощи поиска в глубину и в ширину. При этих поисках просматриваются все вершины. Ребро графа будет включено в каркас, если совершается переход по этому ребру от просмотренной до еще непросмотренной вершины при соответствующем поиске.




Граф и его каркасы, построенные поиском в глубину и в ширину

(начало поиска в вершине 1)

Пусть G(V, E) – связный граф, в котором каждое ребро (u, v) помечено числом w(u, v), которое называется весом (стоимостью) ребра. Стоимость остовного дерева вычисляется как сумма стоимостей всех ребер, которые входят в него.

Задача поиска минимального остовного дерева состоит в нахождении для заданного графа остовного дерева наименьшей стоимости.

Свойства минимального остова

· Минимальный остов уникален, если веса всех рёбер различны. В противном случае может существовать несколько минимальных остовов (конкретные алгоритмы обычно получают один из возможных остовов).

· Минимальный остов является также и остовом с минимальным произведением весов рёбер (доказывается это легко, достаточно заменить веса всех рёбер на их логарифмы).

· Минимальный остов является также и остовом с минимальным весом самого тяжелого ребра (это утверждение следует из справедливости алгоритма Крускала).

· Остов максимального веса ищется аналогично остову минимального веса, достаточно поменять знаки всех рёбер на противоположные и выполнить любой из алгоритм минимального остова.
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Ребра, входящие в минимальный остов, выделены жирным. 

Величина минимального остова равна 1 + 4 + 3 + 2 + 5 = 15.

Алгоритм Крускала

Алгоритм Крускала изначально помещает каждую вершину графа в своё дерево, а затем постепенно объединяет эти деревья, объединяя на каждой итерации два некоторых дерева некоторым ребром. Перед началом выполнения алгоритма все рёбра сортируются по весу (в порядке неубывания). Затем начинается процесс объединения: перебираются все рёбра от первого до последнего (в порядке сортировки), и если у текущего ребра его концы принадлежат разным поддеревьям, то эти поддеревья объединяются, а ребро добавляется к ответу. По окончании перебора всех рёбер все вершины окажутся принадлежащими одному поддереву, и ответ найден.

Простейший алгоритм

Реализуем описанный выше алгоритм. Сортировка рёбер потребует O (E log E) операций. Принадлежность вершины тому или иному поддереву хранится просто с помощью массива mas – в нём для каждой вершины хранится номер дерева, которому она принадлежит. Для каждого ребра за O(1) определяем, принадлежат ли его концы разным деревьям. Объединение двух деревьев осуществляется за O(V) простым проходом по массиву mas. Учитывая, что всего операций объединения будет V – 1, получаем асимптотику O (E log E + V2).

Ребра графа храним в векторе пар g в последовательности вес, вершина1, вершина2.

vector<pair<int,pair<int,int> > > g; // (вес, вершина1, вершина2)

vector<int> mas;

Количество вершин храним в переменной n, а ребер в m. В переменной cost будем находить величину минимального остова. Читаем граф и храним его в виде массива ребер g.

scanf("%d",&n); m = cost = 0;

while(scanf("%d %d %d",&a,&b,&d) == 3)

{

  g.push_back(make_pair(d,make_pair(a,b)));

  m++;

}

Сортируем ребра по неубыванию их длины.

sort(g.begin(),g.end());

Инициализируем массив mas: mas[i] содержит номер дерева, которому принадлежит вершина i. Изначально каждая вершина принадлежит отдельному дереву, поэтому положим mas[i] = i.

mas.assign(n+1,0);

for(i = 1; i <= n; i++) mas[i] = i;

Перебираем ребра графа. Если ребро (a, b) соединяет вершины из разных деревьев, то объединяем эти деревья. Для этого все вершины, имеющие цвет  mas[b], красим в цвет mas[a].

for(i = 0; i < m; i++)

{

  d = g[i].first;

  a = g[i].second.first; b = g[i].second.second;

  if (mas[a] != mas[b])

  {

     cost += d;

     OldColor = mas[b]; NewColor = mas[a];

     for(j = 1; j <= n; j++)

       if (mas[j] == OldColor) mas[j] = NewColor;

  }

}

Выводим ответ.

printf("%d\n",cost);

Реализация алгоритма Крускала при помощи системы непересекающихся множеств

Рассмотрим связный взвешенный граф G = (V, E), V = {1, 2, …, n}. Построение остовного дерева минимальной стоимости начинается с графа T = (V,), состоящего из вершин графа G и не имеющего ребер. Алгоритм Крускала принадлежит классу жадных алгоритмов и напоминает вычисление количества компонент связности. Для хранения данных он использует структуру непересекающихся множеств, а для их обработки – следующие функции:

· Make_Set(v) – создание множества, состоящего из единственной
 вершины v;

· Find_Set(u) – нахождение представителя множества, содержащего вершину u;

· Union(u, v) – объединение множеств, содержащих вершины u и v.

Изначально каждая вершина остова T = (V,) является связной (с самой собой) компонентой. В алгоритме происходит процесс объединения связных компонент, результатом которого является формирование остовного дерева.

Множество ребер E просматривается в порядке возрастания их стоимостей. Если очередное ребро связывает две вершины из разных компонент, то оно добавляется в граф T, иначе – отбрасывается (его добавление приведет к появлению цикла). Построение искомого остовного дерева заканчивается, когда все вершины графа будут принадлежать одной компоненте связности.

MST_Kruskal(G)

T = ;
for каждой вершины v V(G)

     do Make_Set(v);

сортируем ребра из V(E) в неубывающем порядке их весов w;

for каждого ребра (u, v) E (в порядке неубывания веса)

     do if Find_Set(u)  Find_Set(v) then begin T = T  {(u, v)}; Union(u, v); end;

return T;

Рассмотрим программу на Си, реализующую алгоритм Крускала. Массив e содержит ребра графа, каждое из которых содержит номера соединяющих вершин и его вес. Структура непересекающихся множеств моделируется массивом m: m[i] содержит номер вершины, на которую указывает вершина i. Множество состоит из одной вершины i, если m[i] = i.

#include <cstdio>

#include <algorithm>

#include <vector>

#define MAX 100

using namespace std;

int mas[MAX],res;

vector<vector<int> > e;

vector<vector<int> >::iterator iter;

vector<int> temp(3,0);

int Repr(int n)

{

  while (n != mas[n]) n = mas[n];

  return n;  

}

int Union(int x,int y)

{

  int x1 = Repr(x), y1 = Repr(y);

  mas[x1] = y1;

  return (x1 != y1);

}

int lt(vector<int> a, vector<int> b)

{

  return (a[2] < b[2]);

}

void main(void)

{

  int i,n;

  scanf("%d",&n);

  for(i = 1; i <= n; i++) mas[i] = i;

  while(scanf("%d %d %d",&temp[0],&temp[1],&temp[2]) == 3)

    e.push_back(temp);

  sort(e.begin(),e.end(),lt);

  res = 0;

  for(iter = e.begin(); iter != e.end(); iter++)

    if (Union((*iter)[0],(*iter)[1])) res += (*iter)[2];

  printf("%d\n",res);

}

Алгоритм Прима
Пусть V = {1, 2, …, n} – множество вершин графа G = (V, E). Построим множество U, из которого будет вырастать остовное дерево. Сначала положим U = {1} (остов начинает строиться с первой вершины). На каждом шаге алгоритма находится ребро наименьшей стоимости (u, v) такое, что u U и v V \ U, после чего вершина v переносится из множества V \ U в U. Этот процесс продолжается до тех пор, пока множество U не станет равным V. Через T ниже обозначено множество ребер, входящих в остов.

MST_Prim(G)

T = ;
U = {1};

while U  V do

begin

    находим такое ребро (u, v) наименьшей стоимости, что u U, v  V \ U;

    T = T  {(u, v)};

    U = U  {v};

end;

return T;

Тривиальная реализация

Будем каждый раз искать ребро наименьшей стоимости простым просмотром среди всех возможных вариантов. На что асимптотически потребуется O(m) времени. Суммарная асимптотика алгоритма составит в таком случае O(nm), что в худшем случае есть O(n3).

Массив g содержит матрицу весов графа. Цикл по i продолжается n – 1 раз, на каждой его итерации ко множеству U добавляется одна вершина (p - ая). В цикле по j перебираются вершины из U, в цикле по k – из V \ U. Таким образом ищется ребро (j, k) наименьшей длины len.

#include <stdio.h>

#include <memory.h>

const int MAX = 100;

int g[MAX][MAX], used[MAX];

int n, u, v, w;

int len, dist, p, i, j, k;

void main(void)

{

  int i,n;

  memset(g,0x3F,sizeof(g));

  memset(used,0,sizeof(used));

  scanf("%d",&n);

  while(scanf("%d %d %d",&u,&v,&w) == 3) g[u][v] = g[v][u] = w;

  dist = 0; used[1] = 1;

  for(i = 1; i < n; i++)

  {

    len = 2000000000;

    for(j = 1; j <= n; j++)

    {

      if (!used[j]) continue;

      for(k = 1; k <= n; k++)

      {

        if ((used[k]) || (k == j)) continue;

        if (g[j][k] < len) len = g[j][k], p = k;

      }

    }

    dist += len;

    used[p] = 1;

  }

  printf("%d\n",dist);

}

Случай плотных графов: алгоритм за O(n2)

Для каждой ещё не выбранной вершины будем хранить минимальное ребро, ведущее в уже выбранную вершину. Тогда, чтобы на текущем шаге произвести выбор минимального ребра, надо просто просмотреть эти минимальные рёбра у каждой не выбранной ещё вершины – асимптотика составит O(n).

Но теперь при добавлении в остов очередного ребра и вершины эти указатели надо пересчитывать. Заметим, что эти указатели могут только уменьшаться, то есть у каждой не просмотренной ещё вершины надо либо оставить её указатель без изменения, либо присвоить ему вес ребра в только что добавленную вершину. Асимптотика этой фазы составит O(n).

Таким образом, мы получили вариант алгоритма Прима с асимптотикой O(n2).

В частности, такая реализация особенно удобна для решения евклидовой задачи о минимальном остове: когда даны n точек на плоскости, расстояние между которыми измеряется по стандартной евклидовой метрике, и требуется найти остов минимального веса, соединяющий их все (причём добавлять новые вершины где-либо в других местах запрещается). Эта задача решается описанным здесь алгоритмом за  времени и  памяти, чего не получится добиться алгоритмом Крускала.

Граф храним в матрице смежности g. min_e[i] хранит вес наименьшего допустимого ребра, ведущего в вершину i, а элемент end_e[i] содержит номер вершины, из которой это наименьшее ребро исходит. used[i] = 1 означает, что вершина i уже включена в остов.

vector<vector<int > > g;

vector<int> used, min_e, end_e;

Алгоритм делает n шагов, на каждом из которых выбирает вершину v с наименьшей меткой min_e[v], помечает её used[v] = 1, и затем просматривает все рёбра из этой вершины, пересчитывая их метки.

Читаем входные данные, инициализируем массивы. Изначально остов пуст, поэтому для каждой вершины i положим min_e[i] =  и end_e[i] = -1. Если в графе осутствует ребро между вершинами i и j, то положим g[i][j] = .

scanf("%d",&n);

g.assign(n+1,vector<int>(n+1,INF));

used.assign(n+1,0);

min_e.assign(n+1,INF); end_e.assign(n+1,-1);

while(scanf("%d %d %d",&u,&v,&w) == 3) g[u][v] = g[v][u] = w;

min_e[1] = 0;

for (i = 1; i <= n; i++) 

{

Ищем вершину v с наименьшим значением min_e[v]. Вершина v ищется среди еще не включенных в минимальный остов вершин.

  v = -1;

  for (j = 1; j <= n; j++)

    if (!used[j] && (v == -1 || min_e[j] < min_e[v])) v = j;

  if (min_e[v] == INF) 

  {

    printf("No MST!\n");

    return 0;

  }

Отмечаем вершину v пройденной. Включаем в остов ребро (v, end_e[v]). Добавляем к dist его вес.

  used[v] = 1;

  if (end_e[v] != -1) 

    printf("%d %d\n",v,end_e[v]), dist += g[v][end_e[v]];

Пересчитываем метки для всех вершин to, инцидентных с v, и которые еще не включены в остов (для которых used[to] = 0). Если вес ребра (v, to) не меньше значения min_e[to], то метки вершины to не пересчитываются.

  for (to = 1; to <= n; to++)

    if (!used[to] && (g[v][to] < min_e[to])) 

    {

      min_e[to] = g[v][to];

      end_e[to] = v;

    }

}

Выводим ответ – величину минимального остова.

printf("%d\n",dist);

Пример

Рассмотрим граф:
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Последовательность шагов при построении минимального остовного дерева имеет вид:
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Алгоритм Крускала
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Алгоритм Прима

Задачи: 1107 (ACM соревнование и нарушение связи).

МАТРИЧНАЯ ФОРМУЛА КИРХГОФА
Определение. Матрицей степеней графа G = (V, E) называется матрица D размером n  n  (n = |V|), определенная следующим образом:

Dij = 
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Где через deg(vi) обозначена степень вершины vi.

Теорема. Матричная формула Кирхгофа. Пусть G – связный неориентированный граф с помеченными вершинами. Пусть K = D – C, где C – матрица смежности, а D – матрица степеней графа G. Тогда количество остовных деревьев графа G равно любому из алгебраических дополнений матрицы K.

Свойства матрицы Кирхгофа 

1. Сумма элементов каждой строки (столбца) матрицы Кирхгофа равна нулю.

2. Определитель матрицы Кирхгофа равен нулю.

3. Матрица Кирхгофа симметрична.

4. Все алгебраические дополнения матрицы Кирхгофа равны между собой. Ее значение для простого графа (в котором нет кратных ребер и петель) совпадает с числом всех возможных остовных деревьев.

Пример. Найдем количество остовных деревьев представленного ниже графа.
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Матрица смежности C и матрица степеней D имеют вид:

C = 
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Отсюда 

K = D – C = 
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Вычислим определитель алгебраического дополнения K11:

det(K11) = 
[image: image63.wmf]3

1

1

1

2

1

1

1

3

-

-

-

-

-

-

 = 3 
[image: image64.wmf]3

1

1

2

-

 – (-1) 
[image: image65.wmf]3

1

1

1

-

-

-

 + (-1) 
[image: image66.wmf]1

1

2

1

-

-

-

 = 3 * 5 – 4 – 3 = 8

Таким образом граф имеет 8 остовных деревьев.

Теорема Кели. Количество разных каркасов полного связного неориентированного помеченного графа с n вершинами равно nn-2.
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Граф и его каркасы для n = 3

Доказательство. Матрица смежности C и матрица степеней D имеют вид:

C = 
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Отсюда 

K = D – C = 
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Вычислим определитель алгебраического дополнения K11:

det(K11) = 
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прибавим к первой строке определителя все остальные, получим в первой строке все единицы  

= 
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прибавим первую строку ко всем остальным строкам, получим определитель треугольного вида

= 
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 = nn-2,

что и требовалось доказать.

Сопротивление электрической цепи

Пусть Tij – прводимость (обратное число к сопротивлению) проводника между точками i и j. Составим матрицу Кирхгофа T из проводимостей Tij. Tii равно сумме проводимостей проводников, смежных с вершиной i. 

Пусть T(i) – матрица, полученная из T вычеркиванием строки и столбца с номером i. Пусть T(i,j) – матрица, полученная из T вычеркиванием двух строк и столбцов с номерами i и j. Тогда сопротивление Rij между точками i и j электрической цепи равно

Rij = | T(i,j)| / | T(i)|

Пример. Расчитаем сопротивление между точками следующей цепи. Пусть сопротивление резисторов равно a, b, c как показано на присунке.
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Матрица Кирхгофа проводимостей равна T = 
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T(3) = 
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, | T(3)| = 
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| T(1,2)| = 
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Вычисляем сопротивления:

R12 = | T(1,2)| / T(1) = 
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СИСТЕМА НЕПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ МНОЖЕСТВ
Пусть имеется несколько элементов, каждый из которых находится в некотором отдельном (своём собственном) множестве. Структура данных система непересекающихся множеств (disjoint-set-union) поддерживает следующие операции:

1. объединение двух каких-либо множеств

2. определение множества, в котором находится заданный элемент

3. создание нового элемента, который помещается в отдельное множество

Множества элементов будем хранить в виде деревьев: одно дерево соответствует одному множеству. Корень дерева – это представитель (лидер) множества. Каждая вершина дерева содержит указатель на отца. Указатель вершины – представителя множества направлен на нее саму. 

Пример. Рассмотрим систему из трех множеств {1, 3, 5}, {2, 6}, {4, 7, 8}.
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Представителями первого, второго и третьего множества соответственно являются вершины 1, 2 и 7.

Множества удобно хранить не в виде деревьев, а в одном массиве предков parent. Каждый его элемент содержит ссылку на его предка в дереве. Для корней деревьев предком будут они сами. Например, для выше приведенных множеств массив parent будет иметь вид:


[image: image86.emf]2 1 1 7 1 2 7 7


Вершины 1, 2 и 7, отвечающие корням деревьям, закрашены. 

Интерфейс системы непересекающихся множеств состоит из трёх операций:

make_set(v) – добавляет новый элемент v, помещая его в новое одноэлементное множество.

void make_set(int v) 

{

  parent[v] = v;

}

Repr(v) – возвращает представителя множества, в котором находится элемент v. Он выбирается в каждом множестве самой структурой данных и может меняться с течением времени. Для нахождения представителя множества следует двигаться из вершины по указателям до тех пор, пока очередной указатель вершины не будет указывать на саму вершину.

int Repr(int v)

{

  while (v != parent[v]) v = parent[v];

  return v;  

}

Union(x, y) – объединяет два множества, в которых находятся элементы x и y. Если элементы принадлежат одному множеству (они имеют одинакового представителя), то ничего не делаем. Иначе присоединяем одно дерево к другому, объявив например предком вершины x1  (представителя x) вершину y1 (представителя y).

void Union(int x, int y)

{

  int x1 = Repr(x), y1 = Repr(y);

  if (x1 == y1) return;

  parent[x1] = y1;

}

Пример. Объединим множества {1, 3, 5} и {4, 7, 8} из выше приведенного примера, выполнив функцию Union(3, 8). Представителем 3 является 1. Представителем 8 является 7. Поскольку представители разные, объявим вершину 7 предком вершины 1. После объединения получим множество {1, 3, 4, 5, 7, 8}.
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Приведенная реализация системы непересекающихся множеств неэффективна. Можно привести пример, когда после нескольких объединений множеств получится дерево, выродившееся в длинную цепочку. В таком случае время работы процедуры нахождения представителя множества Repr составит O(n), где n – количество вершин в дереве.

Эвристика сжатия пути

Эвристика сжатия пути предназначена для ускорения работы функции Repr. После вызова  Repr(v) найдём представителя p множества, содержащего v. Двигаясь по указателям от v до p, будем отмечать, что у вершины v и всех пройденных по пути вершин представителем является именно p. Это можно сделать, перенаправив их указатели непосредственно на p.

int Repr(int v)

{

  if (v == parent[v]) return v;

  return parent[v] = Repr(parent[v]);

}

В результате рекурсивных вызовов находится представитель множества, а затем в процессе обратной раскрутки рекурсии этот представитель присваивается указателям для всех пройденных элементов на пути.

Теперь parent – это сжатый массив предков, так как для каждой вершины в нем хранится не непосредственный предок, а предок предка, предок предка предка, и так далее. К массиву  parent следует подходить именно как к массиву предков, возможно, частично сжатому.

Пример. Слева на рисунке задано некоторое множество. Справа на рисунке отображено это же множество после вызова функции Repr(6).
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Изначально parent = {8, 3, 4, 7, 4, 3, 7, 7}. 

После вызова Repr(6) parent = {8, 3, 7, 7, 4, 7, 7, 7}.

Эвристика объединения по рангу

Эвристика объединения по рангу способна ускорить время работы алгоритма. Она заключается в небольшом изменении работы Union: решать какое дерево будет присоединено к какому будем на основе рангов.

Рангом дерева можно считать либо количество вершин в нём, либо его глубину. В обоих случаях эвристика состоит в том, чтобы при выполнении объединения множеств присоединять дерево с меньшим рангом к дереву с большим рангом.

Рассмотрим реализацию ранговой эвристики на основе размеров деревьев. В ячейке size[v] содержится размер поддерева с корнем v. 

void make_set (int v) 

{

  parent[v] = v;

  size[v] = 1;

}

void Union(int x, int y)

{

  x = Repr(x), y = Repr(y);

  if (x == y) return;

  if (size[x] < size[y]) swap(x,y);
Дерево с корнем y подсоединяется к x. Размер дерева с корнем x увеличивается на величину присоединяемого дерева с корнем y.

  parent[y] = x;

  size[x] += size[y];

}

Рассмотрим реализацию ранговой эвристики на основе глубины деревьев. В ячейке depth[v] содержится глубина поддерева с корнем v. Глубина дерева с одной вершиной считается равной нулю. 

void make_set (int v) 

{

  parent[v] = v;

  depth[v] = 0;

}

void Union(int x, int y)

{

  x = Repr(x), y = Repr(y);

  if (x == y) return;

  if (depth[x] < depth[y]) swap(x,y);
К дереву с корнем x присоединяется дерево с корнем y.

  parent[y] = x;

  if (depth[x] == depth[y]) depth[x]++;

}

Оба варианта ранговой эвристики являются эквивалентными с точки зрения асимптотики, поэтому на практике можно применять любую из них.

Теорема (Тарьян, 1975). При совместном применении эвристик сжатия пути и объединения по рангу время работы на один запрос получается O(a(n)) в среднем, где a(n) – обратная функция Аккермана, которая растёт очень медленно. Настолько медленно, что для всех разумных ограничений n она не превосходит 4 (примерно для n ≤ 10600).

Поэтому уместно говорить, что время работы системы непересекающихся множеств практически константно.
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В конце 60-х годов под влиянием ЭВМ кибернетика окончательно сформировалась как наука физико-математического профиля с собственным предметом исследований – так называемыми кибернетическими системами.

Научный базис кибернетики пополнился теорией цифровых автоматов, основами программирования, теорией искусственного интеллекта, теорией проектирования ЭВМ, компьютерными технологиями разнообразных информационных процессов, которые обеспечили становление новой науки, получившей название "Computer Science" (компьютерная наука) в США и "информатика" в Европе.

Термин "информатика" касался науки о получении, передаче, сохранение и обработку информации. В свою очередь, ее разделяли на теоретическую и прикладную. Теоретическая информатика включала математическое моделирование информационных процессов. Прикладная информатика охватывала вопросы построения и проектирования ЭВМ, сетей, мультимедиа, компьютерные технологии информационных процессов и другие. Сегодня термин "информатика" постепенно заменяется более содержательным термином "информационные технологии", обозначающий, с одной стороны, разработку, проектирование и производство компьютеров, периферии и элементной базы для них, сетевого оборудования, алгоритмического и системного программного обеспечения, а с другой стороны – их применение в системах различного назначения.

Систематический подход к организации и развитию компьютерной инфраструктуры актуализировал необходимость подготовки кадров. Именно поэтому в Киевском университете в мае 1969 года был открыт факультет кибернетики – первый факультет соответствующего профиля в бывшем СССР, который вобрал в себя специальности компьютерного профиля.

Сегодня факультет кибернетики является крупнейшим в Киевском университете. Факультет состоит из 9 кафедр и 9 научно-исследовательских лабораторий, где работают 130 штатных преподавателей и научных (39 профессоров, докторов наук, 64 доцентов, кандидатов наук). На факультете обучается более тысячи студентов, а также около ста аспирантов и докторантов.

Цикл фундаментальных и профессионально ориентированных дисциплин, которые читаются студентам факультета кибернетики, состоит из нескольких блоков:

• математика: математический анализ, алгебра и геометрия, дискретная математика, теория вероятностей и математическая статистика, теория случайных процессов, дифференциальные уравнения; функциональный анализ, методы оптимизации, численные методы, теория алгоритмов и математическая логика, математическое моделирование, теория управления; численные методы и уравнения математической физики, теория функций комплексного переменного, модели и методы принятия решений, теория систем.

• информатика и компьютерные системы: программирование, теория программирования, практикум на ЭВМ, архитектура ЭВМ, базы данных и информационные системы, системное программирование, компьютерные сети, основы проектирования баз знаний, анализ данных, прикладные пакеты статистической обработки, компьютерная графика, интеллектуальные системы, теория вычислений, АСУ, защита информации.

• дисциплины социально-экономической направленности: математическая экономика, основы экологии; моделирование экономических, экологических и социальных процессов, эконометрика, теория экономического анализа, основы менеджмента, менеджерские системы, мировая экономика и международные экономические отношения, финансы, деньги и кредит, экономика предприятия, учет и аудит, микроэкономика, макроэкономика, маркетинг, страховое дело.
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www.cyb.univ.kiev.ua
приглашает абитуриентов на обучение по следующим направлениям (бакалаврат, 4 года):

	· прикладная математика 

· информатика
	· системный анализ 
· программная инженерия


и специальностям (магистратура, 2 года):

	· прикладная математика 

· информатика

· системный анализ
	· программное           

          обеспечение систем

· социальная информатика


прикладная математика – применение современных математических методов и средств решения научно-технических задач (кафедры вычислительной математики, моделирования сложных систем, исследование операций);

информатика – разработка архитектуры и программного обеспечения новейших компьютерных систем и комплексов, защита данных, искусственный интеллект, базы данных и знаний, применения информационных технологий в экономике и бизнесе (кафедры математической информатики, теоретической кибернетики, теории и технологии программирования);

системный анализ – использование современных информационных технологий и математического аппарата для анализа сложных систем в условиях неформального описания, неполноты информации, иерархичности и т.д. (кафедры прикладной статистики, системного анализа и теории принятия решений);

программная инженерия и программное обеспечение систем – конструирование информационно-аналитических программных систем, прежде всего для компьютерных сетей, задач мультимедиа и искусственного интеллекта, WEB-технологии, защита информации, языки программирования, распределенные системы (кафедра информационных систем).

Наши выпускники работают и проходят стажировку в ведущих компаниях мира:

Facebook, Google, Samsung, Microsoft, IBM, Yandex, EPAM Systems, Materialise

Изучи мир информационных технологий 

и получи высокооплачиваемую работу

вместе с факультетом кибернетики !!!
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