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1 Çàâäàííÿ äðóãîãî òóðó

1.1 ¾Ðîçôàðáóâàííÿ¿ (Ðîìàí �äåìñüêèé).

1.1.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ

Íåõàé äåÿêå ïî÷àòêîâå ðîçôàðóáâàííÿ P ìiñòèòü õî÷à á îäíó êëiòèíêó ÷îðíîãî êîëüîðó i

ãðàâöÿì â ñóìi íàëåæèòü çðîáèòèK õîäiâ äî çàâåðøåííÿ ãðè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F (R) ìàêñè-
ìàëüíó êiëüêiñòü áiëèõ êëiòèíîê â îñòàòî÷íîìó ðîçôàðáóâàííi, ùî ìîæå äîñÿãíóòè ïåðøèé

ãðàâåöü ïðè îïòèìàëüíié ãði îáîõ, ÿêùî ïî÷àòêîâå ðîçôàðáóâàííÿ � R. Îáåðåìî êëiòèíêó

÷îðíîãî êîëüîðó ó P i çàìàëþ¹ìî ¨¨ ó áiëèé êîëið, ïîçíà÷èìî îòðèìàíå ðîçôàðáóâàííÿ P'.

Òâåðäæåííÿ 1. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi õîäiâ êiëüêiñòü êëiòèíîê áiëîãî

êîëüîðó â îñòàòî÷íîìó ðàõóíêó ïðè ïî÷àòêîâîìó ðîçôàðáóâàííi P' íå ìåíøà, àíiæ ïðè

ïî÷àòêîâîìó ðîçôàðáóâàííi P.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêó êëiòèíêó äîøêè. ßêùî âíàñëiäîê ïîñëiäîâíîñòi

õîäiâ âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåôàðáóâàííÿ öi¹¨ êëiòèíêè, òî ¨¨ îñòàòî÷íèé êîëið íå çàëåæèòü âiä

ïî÷àòêîâîãî ðîçôàðáóâàííÿ. ßêùî æ óíàñëiäîê ïîñëiäîâíîñòi õîäiâ íå âiäáóâà¹òüñÿ ïåðå-

ôàðáóâàííÿ êëiòèíêè, òî ¨¨ êîëið çàëåæèòü ëèøå âiä ïî÷àòêîâî¨ ïîçèöi¨. Àëå çà ïîáóäîâîþ

óñi áiëi êëiòèíêè P ¹ áiëèìè i ó P', òîìó êiëüêiñòü êëiòèíîê áiëîãî êîëüîðó â îñòàòî÷íîìó

ðàõóíêó íå çìåíøèòüñÿ ïðè çàìiíi ïî÷àòêîâîãî ðîçôàðáóâàííÿ P íà P'.

Òâåðäæåííÿ 2. F (P') > F (P).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äâi ãðè: ãðó A ¾ôàðáóâàøêè¿ ïðè ïî÷àòêîâîìó ðîçôàðáóâàííi P

i ãðó B ¾ôàðáóâàøêè¿ ïðè ïî÷àòêîâîìó ðîçôàðáóâàííi P'. Íåõàé ìè çíà¹ìî îïòèìàëüíó

ñòðàòåãiþ äëÿ ãðè A i íàìàãà¹ìîñü ïîáóäóâàòè ñòðàòåãiþ, ùî äà¹ íå ãiðøèé ðåçóëüòàò äëÿ

ãðè B. Çðîáèìî õiä ó ãði B, ÿêèé ¹ îïòèìàëüíèì ïåðøèì õîäîì ó ãði A, ïîçíà÷èìî éîãî u.

Íåõàé äðóãèé ãðàâåöü, ÿêèé ñëiäó¹ îïòèìàëüíié ñòðàòåãi¨ â B, âiäïîâiâ íàì äåÿêèì õîäîì v

(ÿêùî, çâiñíî, K 6= 1). Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî ó ãði A áóëî çäiéñíåíî äâà õîäè u òà v. Íåõàé

òåïåð îïòèìàëüíèì õîäîì ¹ x. Çäiéñíèìî x ó ãði B. ßêùî K 6= 3, îòðèìà¹ìî ó âiäïîâiäü

äåÿêèé õiä z, i çíîâó îáåðåìî õiä, âèõîäÿ÷è ç òîãî, ùî ó ãði A çäiéñíåíî âæå u, v, x, z. Òîáòî

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi õîäiâ íåïàðíî¨ äîâæèíè, çäiéñíåíî¨ ó ãði B, õîäîì ó âiäïîâiäü

ìè îáèðà¹ìî îïòèìàëüíèé (çà ìiðêàìè ãðè A) õiä ó âiäïîâiäü íà öþ æ ñàìó ïîñëiäîâíiñòü

õîäiâ. Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè ïåðøèé ãðàâåöü ãðàâ îïòèìàëüíî íà êîæíîìó êðîöi (çà

ìiðêàìè ãðè A), òî îòðèìàíà ïîñëiäîâíiñòü õîäiâ ïðèçâîäèòü äî íå ãiðøîãî ðàõóíêó ó ãði

A, àíiæ F (P). Â ñèëó òâåðäæåííÿ 1 öÿ ïîñëiäîâíiñòü õîäiâ ó B ïðèçâîäèòü äî íå ãiðøîãî

ðàõóíêó, àíiæ ó ãði A. Òîáòî, ïåðøèé ãðàâåöü ìîæå ãàðàíòóâàòè ñîái ðàõóíîê íå ãiðøèé,

àíiæ F (P), íåçàëåæíî âiä õîäiâ ñóïåðíèêà, à îòæå F (P') > F (P).

Òâåðäæåííÿ 3. Äëÿ îáîõ ãðàâöiâ iñíó¹ îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ, ùî âêëþ÷à¹ ëèøå ïåðå-

ôàðáóâàííÿ ïðÿìîêóòíèêiâ ðîçìiðîì min(N,D)×min(M,D).
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Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, íåõàé öå íå òàê, i íà äåÿêîìó êðîöi îäíîìó ç ãðàâöiâ íåîáõiäíî äëÿ

äîñÿãíåííÿ îïòèìàëüíîãî ðåçóëüòàòó ïåðåôàðáóâàòè ïðÿìîêóòíèê Q ìåíøèõ ðîçìiðiâ. Àëå

ç òâåðäæåííÿ 2 âèïëèâà¹, ùî âèêîðèñòàâøè äëÿ ïåðåôàðáóâàííÿ ïðÿìîêóòíèê ç ðîçìiðîì

min(N,D) × min(M,D), ÿêèé íàêðèâà¹ Q, ãðàâåöü îòðèìà¹ ðåçóëüòàò íå ãiðøå, àíiæ ïðè

ïåðåôàðáóâàííi ïðÿìîêóòíèêà Q.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé ó ïî÷àòêîâîìó ðîçôàðáóâàííi áóëî W áiëèõ êëiòèí òà ïåðøèé

ãðàâåöü çðîáèâ õiä, ÿêèì ïåðåôàðáóâàâ X ÷îðíèõ êëiòèí ó áiëèé êîëið. Òîäi êiëüêiñòü áiëèõ

êëiòèí â îñòàòî÷íîìó ðîçôàðáóâàííi ïðè îïòèìàëüíié ãði îáîõ áóäå ðiâíîþ W +X ïðè

íåïàðíîìó K òà W+X−min(N,D) ·min(M,D) ïðè ïàðíîìó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé áàëàíñ ðîçôàðáóâàííÿ � öå ðiçíèöÿ ìiæ êiëüêiñòþ áiëèõ òà êiëüêiñòþ

÷îðíèõ êëiòèíîê. Òîäi ïåðøèé ãðàâåöü íàìàãà¹òüñÿ ìàêñèìiçóâàòè áàëàíñ, à äðóãèé � ìiíi-

ìiçóâàòè. Íåõàé ó ïî÷àòêîâîìó ðîçôàðáóâàííi áàëàíñ äîðiâíþ¹ T, òîäi ïiñëÿ ïåðøîãî õîäó

áàëàíñ äîðiâíþâàòèìå T+2 ·X. Óíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 3 ìîæíà ââàæàòè, ùî îáèäâà ãðàâöi
íà êîæíîìó ñâî¹ìó õîäi ïåðåôàðáîâóþòü ïðÿìîêóòíèê ðîçìiðàìè min(N,D)×min(M,D).
Òîìó ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî õîäó, íåçàëåæíî âiä õîäiâ ñóïåðíèêà, ó êîæíîãî ç ãðàâöiâ ¹

ìîæëèâiñòü çìiíèòè áàëàíñ íà 2 ·min(N,D) ·min(M,D) ó âèãiäíó äëÿ íüîãî ñòîðîíó.

Ðîçãëÿíåìî êiíöåâèé áàëàíñ: T+ 2 ·X −A2 +A3 −A4 + . . .+ (−1)k+1 ·Ak, äå Ai � öå

çìiíà áàëàíñó íà i-ìó êðîöi. Ïîçíà÷èìî min(N,D) ·min(M,D) çà U. Çðîçóìiëî, ùî ïåðøèé
ãðàâåöü ìîæå ñîái ãàðàíòóâàòè ùîíàéìåíøå Q = T + 2 ·X − 2 ·U + 2 ·U − 2 ·U + . . . +
2 · (−1)k+1 ·U, çìiíþþ÷è íà êîæíîìó ñâî¹ìó êðîöi áàëàíñ íà +2 ·U. Ç iíøîãî áîêó, äðóãèé

ãðàâåöü ìîæå ãàðàíòóâàòè ñîái ðåçóëüòàò, íå áiëüøèé âiä Q, çìiíþþ÷è íà êîæíîìó ñâî¹ìó

êðîöi áàëàíñ íà −2 ·U. Òîìó ïðè îïòèìàëüíié ãði îáîõ áàëàíñ ó êiíöåâîìó ðîçôàðáóâàííi

áóäå ðiâíèé Q. Ç öüîãî ìà¹ìî, ùî ïðè ïàðíîìó K áàëàíñ äîðiâíþ¹ T+ 2 ·X− 2 ·U, à ïðè
íåïàðíîìó � T+2 ·X. Òîáòî ïðè îïòèìàëüíié ãði ïðè ïàðíîìó K ìà¹ìîW+X−U, à ïðè
íåïàðíîìó � W+X áiëèõ êëiòèí.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i çàëèøà¹òüñÿ çíàéòè ïðÿìîêóòíèê ðîçìiðàìè min(N,D) ×
min(M,D) ç ìàêñèìàëüíîþ êiëüêiñòþ ÷îðíèõ êëiòèí.

1. Íà¨âíèé ðîçâ'ÿçîê O(N ·M ·min(N,D) ·min(M,D)) íàáèðà¹ 50 áàëiâ.

2. Ðîçâ'ÿçîê O(N ·M ·min(N,D)) ç îäíîìiðíèìè ÷àñòêîâèìè ñóìàìè íàáèðà¹ 100 áàëiâ.

Äëÿ êîæíîãî ðÿäêà ïîëÿ i ïiäðàõó¹ìî âåëè÷èíó S[i][k], ùî äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi êëiòèí
÷îðíîãî êîëüîðó ç ïî÷àòêó ðÿäêà äî éîãî k-¨ êëiòèíè âêëþ÷íî. Íåõàé S[i][0] = 0. Òîäi
ùîá çà O(N) çíàéòè êiëüêiñòü êëiòèí ÷îðíîãî êîëüîðó íà ïðÿìîêóòíèêó [x, y]× [c, d],
íåîáõiäíî ïiäðàõóâàòè ñóìó S[x][d]−S[x][c−1]+S[x+1][d]−S[x][c−1]+ . . .+S[y][d]−
S[y][c− 1].

3. Ðîçâ'ÿçîê O(N ·M) iç äâîìiðíèìè ÷àñòêîâèìè ñóìàìè íàáèðà¹ 100 áàëiâ.

Äëÿ êîæíî¨ ïàðè iíäåêñiâ ïîëÿ (i, j) ïiäðàõó¹ìî âåëè÷èíó S[x][y], ðiâíó êiëüêîñòi êëi-
òèí ÷îðíîãî êîëüîðó íà ïðÿìîêóòíèêó [1, x] × [1, y]. Íåõàé S[0][y] = S[x][0] = 0. Òîäi
êiëüêiñòü êëiòèí ÷îðíîãî êîëüîðó íà ïðÿìîêóòíèêó [x, y] × [c, d] ìîæíà ðîçðàõóâàòè

òàê: S[y][d]−S[x−1][d]−S[y][c−1]+S[x−1][c−1]. Ùîá ïiäðàõóâàòè S[x][y] çà O(N ·M)
ìîæíà âèêîðèñòàòè äèíàìi÷íå ïðîãðàìóâàííÿ: S[x][y] = S[x−1][y]+S[x][y−1]−S[x−
1][y − 1] + c, äå c = 1 ó âèïàäêó, êîëè (x, y) ÷îðíîãî êîëüîðó, òà c = 0, ÿêùî íi.

1.2 ¾Áóôåð îáìiíó¿ (Äàíèëî Ìèñàê).

1.2.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ

Áàðò äi¹ â òàêèé ñïîñiá: êîïiþ¹ ïî÷àòêîâó ôðàçó, âñòàâëÿ¹ ¨¨ a1 ðàçiâ, êîïiþ¹ óòâîðåíi a1+1
ôðàçó, âñòàâëÿ¹ ¨õ a2 ðàçiâ, êîïiþ¹ óòâîðåíi (a1 + 1)(a2 + 1) ôðàç, âñòàâëÿ¹ ¨õ a3 ðàçiâ,
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. . . , êîïiþ¹ óòâîðåíi (a1 +1)(a2 +1) . . . (ak−1 +1) ôðàç, âñòàâëÿ¹ ¨õ ak ðàçiâ, óíàñëiäîê ÷îãî

äiñòà¹ (a1+1)(a2+1) . . . (ak+1) = n ôðàç. Äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷èìî ai+1 ÷åðåç pi. Íåâàæêî
ïiäðàõóâàòè, ùî Áàðò çðîáèâ óñüîãî p1+p2+. . .+pk îïåðàöié i îòðèìàâ ÷èñëî n = p1p2 . . . pk.
Îòæå, ïî÷àòêîâà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî òàêî¨: ðîçêëàñòè ÷èñëî n íà ìíîæíèêè p1, p2, . . . , pk
òàê, ùîá ñóìà p1+p2+. . .+pk áóëà ìiíiìàëüíîþ. Çàëèøà¹òüñÿ ïîìiòèòè, ùî ÿêùî õî÷à á îäíå
iç ÷èñåë p1, p2, . . . , pk ó âiäïîâiäíîìó ðîçêëàäi íå áóäå ïðîñòèì, òî éîãî ìîæíà ðîçêëàñòè

õî÷à á íà äâà ìíîæíèêè, áiëüøi çà 1, çìåíøèâøè ïðè öüîìó ñóìó: ÿêùî, íàïðèêëàä, p1 =
d1d2 i d1 > 1, d2 > 1, òî d1 + d2 < p1, à òîìó d1 + d2 + p2 + p3 + . . .+ pk < p1 + p2 + . . .+ pk.
Òàêèì ÷èíîì, ñóìà p1+p2+ . . .+pk ¹ íàéìåíøîþ òîäi, êîëè n = p1p2 . . . pk � ðîçêëàä ÷èñëà

n íà ïðîñòi ìíîæíèêè (ïðè öüîìó äåÿêi ç ÷èñåë p1, p2, . . . , pk ìîæóòü çáiãàòèñÿ). Çíà÷èòü,

ùîá îòðèìàòè âiäïîâiäü, ÷èñëî n òðåáà ðîçêëàñòè íà ïðîñòi ìíîæíèêè, à ïîòiì çíàéòè ¨õíþ

ñóìó.

Ùîá ðîçêëàñòè çàäàíå ÷èñëî n íà ïðîñòi ìíîæíèêè, ìîæíà ïåðåáðàòè â ïîðÿäêó çáiëü-

øåííÿ âñi ïîòåíöiéíi äiëüíèêè öüîãî ÷èñëà � ÷èñëà âiä 2 äî n−i, ùîéíî n íàöiëî ïîäiëèòüñÿ

íà ÿêåñü iç öèõ ÷èñåë k, çìåíøóâàòè çíà÷åííÿ n ó k ðàçiâ (i ïðîäîâæóâàòè ïåðåáið iç k, à íå
ç k+1, íà âèïàäîê, ÿêùî n äiëèòüñÿ íà k ó äåÿêîìó ñòåïåíi). Óòiì, ùîá ñóòò¹âî ïîêðàùèòè

÷àñ ðîáîòè â íàéãiðøîìó âèïàäêó, ìîæíà çäiéñíþâàòè ïåðåáið íå âiä 2 äî n, à âiä 2 äî
√
n.

ßêùî ïî çàêií÷åííi ïåðåáîðó, ïiñëÿ âñiõ äiëåíü, n íå äîðiâíþâàòèìå 1, öå îçíà÷àòèìå, ùî
ïîòî÷íå çíà÷åííÿ n � ïðîñòå ÷èñëî: iíàêøå õî÷à á îäèí iç éîãî äiëüíèêiâ íå ïåðåâèùóâàâ áè√
n. Ïiä ÷àñ ðåàëiçàöi¨ íå ñëiä çàáóâàòè òàêîæ, ùî ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ n ìîæå äîðiâíþâàòè

1, ó öüîìó âèïàäêó ïðàâèëüíà âiäïîâiäü � 0.
Çíåõòóâàâøè ÷àñîì, ïîòðiáíèì íà äiëåííÿ, ìîæíà îöiíèòè ñêëàäíiñòü ïîäàíîãî àëãîðè-

òìó ÿê O(
√
n).

Äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ìîæíà ïiäiéòè ç äîïîìîãîþ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Ó äà-

íîìó âèïàäêó ñòàíäàðòíå éîãî çàñòîñóâàííÿ áóäå òàêèì: ïîñëiäîâíî äëÿ âñiõ ïàð ÷èñåë

k,m, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ m ≤ k, ìè ïiäðàõîâó¹ìî íàéìåíøó êiëüêiñòü îïåðàöié f(k,m) iç áóôå-
ðîì îáìiíó, ÿêi ïðèâîäÿòü äî ñòàíó (k,m), äå k � êiëüêiñòü ôðàç ó ëèñòi, à m � êiëüêiñòü

ôðàç, ÿêi íà äàíèé ìîìåíò çáåðiãàþòüñÿ â áóôåði îáìiíó. Ïðè öüîìó f(1, 1) = 1, à êîëè

k > 1, òî f(k,m) äîðiâíþ¹: f(k−m,m)+1, ÿêùî k−m ≥ m; min{f(k, i)+1 | 1 ≤ i ≤ k− 1},
ÿêùî m = k; ∞ â iíøèõ âèïàäêàõ (¾∞¿ ïîçíà÷à¹, ùî âiäïîâiäíîãî ñòàíó íåìîæëèâî äîñÿã-

òè â ïðèíöèïi; íà ïðàêòèöi ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äîñèòü âåëèêå ÷èñëî, ÿêå äîñòåìåííî

ïåðåâèùó¹ ïðàâèëüíó âiäïîâiäü). Êîëè ìè ïiäðàõó¹ìî âñi çíà÷åííÿ, âiäïîâiääþ áóäå ÷èñëî

min{f(n, i) | 1 ≤ i ≤ n− 1}.
Ñêëàäíiñòü òàêîãî àëãîðèòìó ìîæíà îöiíèòè ÿê O(n2); êiëüêiñòü ïàì'ÿòi, ÿêó âèêîðè-

ñòîâó¹ àëãîðèòì, òåæ äîðiâíþ¹ O(n2). Àëå ÿêùî çàóâàæèòè, ùî f(k,m) 6= ∞ ëèøå â òîìó

âèïàäêó, ÿêùî m ¹ äiëüíèêîì k, òî äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî k ìîæíà çíàõîäèòè âñi äiëüíè-
êè çà O(

√
k) i ðàõóâàòè f(k,m) ëèøå äëÿ âiäïîâiäíèõ çíà÷åíüm. Öå äàñòü îöiíêó O(n

√
n) ÿê

íà ÷àñ âèêîíàííÿ àëãîðèòìó, òàê i íà âèêîðèñòîâóâàíó ïàì'ÿòü (ÿêùî çáåðiãàòè ðåçóëüòàòè

îá÷èñëåíü äëÿ êîæíîãî k íå iíäåêñîâàíèì ïî m ìàñèâîì, à ñïèñêîì).

Öiêàâèì ¹ òîé ôàêò, ùî êîëè ðåàëiçîâóâàòè òi ñàìi ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ ç äîïî-

ìîãîþ ïðîñòî¨ ðåêóðñi¨, ìîæíà çåêîíîìèòè ïîðiâíÿíî ç ïðîñòiøèì ïiäõîäîì äèíàìi÷íîãî

ïðîãðàìóâàííÿ íå ëèøå îïåðàòèâíó ïàì'ÿòü, àëå é ÷àñ âèêîíàííÿ ïðîãðàìè � ïðèíàéìíi,

äëÿ n äîñòàòíüî ìàëèõ, ùîá íà ðåêóðñiþ íå çàáðàêëî ïàì'ÿòi ó ñòåêó.

Çà äîïîìîãîþ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ ìîæíà ñòâîðèòè i òàêèé àëãîðèòì, ÿêèé ïðà-

öþâàòèìå çà O(
√
n). Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî ÿêùî âèïèñàòè êiëüêîñòi ôðàç,

ÿêi îïèíÿëèñÿ â áóôåði îáìiíó íà îïòèìàëüíîìó ¾øëÿõó¿ äî n ôðàç, ìàòèìåìî ïîñëiäîâ-

íiñòü, ó ÿêié êîæíå íàñòóïíå ÷èñëî äiëèòüñÿ íà ïîïåðåäí¹. ßêùî ââåñòè ôóíêöiþ g(k),
ÿêà äîðiâíþ¹ ìiíiìàëüíié êiëüêîñòi îïåðàöié, ïîòðiáíèõ äëÿ îòðèìàííÿ k ôðàç, çìîæåìî

çàïèñàòè ñïiââiäíîøåííÿ: g(1) = 0, g(k) = min{g(i) + k/i | i äiëèòü k, 1 ≤ i < k}, k > 1.
Ïîðàõóâàâøè g(k) ïîñëiäîâíî äëÿ âñiõ äiëüíèêiâ n, ìàòèìåìî âiäïîâiäü � g(n). Öå çàéìå
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O(
√
n+ d2(n)) = O(

√
n) ÷àñó i ñòiëüêè æ ïàì'ÿòi (÷åðåç d(n) ïîçíà÷åíî êiëüêiñòü äiëüíèêiâ

÷èñëà n).

1.3 ¾Ïåðåõðåñòÿ¿ (Àíäðié Êîðîòêîâ).

1.3.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ

Âiäñòàíü d áóäåìî ââàæàòè äîïóñòèìîþ, ÿêùî iñíó¹ ðîçòàøóâàííÿ ïåðåõðåñòÿ, ïðè ÿêî-

ìó ìàêñèìàëüíà âiäñòàíü âiä ìiñò äî íüîãî íå ïåðåâèùó¹ d. Äîïóñòèìà âiäñòàíü ìà¹ òàêi

âëàñòèâîñòi.

1. ßêùî d1 � äîïóñòèìà âiäñòàíü, i d2 > d1, òî d2 � òàêîæ äîïóñòèìà âiäñòàíü.

2. ßêùî d1 � íå äîïóñòèìà âiäñòàíü, i d2 < d1, òî d2 � òàêîæ íå äîïóñòèìà âiäñòàíü.

Öi âëàñòèâîñòi äîçâîëÿþòü ñêîðèñòàòèñÿ áiíàðíèì ïîøóêîì äëÿ çíàõîäæåííÿ îïòè-

ìàëüíî¨ âiäñòàíi ÿê ìiíiìàëüíî¨ äîïóñòèìî¨ âiäñòàíi. Ïîïåðåäíüî âiäñîðòó¹ìî ìiñòà çà x-
êîîðäèíàòîþ.

Íàâåäåìî àëãîðèòì ïåðåâiðêè âiäñòàíi d íà äîïóñòèìiñòü.

Íåõàé x-êîîðäèíàòà âåðòèêàëüíî¨ ìàãiñòðàëi ðiâíà x0. Òîäi ìiñòà ç x-êîîðäèíàòîþ iç

ïðîìiæêó [x0 − d, x0 + d] áóäóòü çàäîâîëüíÿòè óìîâè äîïóñòèìîñòi. Ðåøòà ìiñò áóäóòü çíà-

õîäèòèñÿ íà âiäñòàíi, áiëüøié çà d, âiä âåðòèêàëüíî¨ ìàãiñòðàëi. Îòæå, âiäñòàíü âiä öèõ ìiñò
äî ãîðèçîíòàëüíî¨ ìàãiñòðàëi íå ïîâèííà ïåðåâèùóâàòè d. Öå ìîæëèâî òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè ðiçíèöÿ ìàêñèìàëüíî¨ òà ìiíiìàëüíî¨ y-êîîðäèíàò öèõ ìiñò íå ïåðåâèùó¹ 2d.
Ìåòîäîì äâîõ âêàçiâíèêiâ ïåðåáåðåìî íàéëiâiøå i íàéïðàâiøå ìiñòà, ÿêi áóäóòü âiääàëå-

íi âiä âåðòèêàëüíî¨ ñìóãè íå áiëüø íiæ íà d. Íà êîæíîìó êðîöi öå áóäå ïåâíèé ïðîìiæîê

i..j. Îòæå, âiäñòàíü âiä ìiñò 1..i − 1 òà j + 1..k äî ãîðèçîíòàëüíî¨ ìàãiñòðàëi íå ïîâèííà

ïåðåâèùóâàòè d. Äëÿ åôåêòèâíî¨ ïåðåâiðêè ìîæëèâîñòi âiäïîâiäíîãî ðîçòàøóâàííÿ ãîðè-

çîíòàëüíî¨ ìàãiñòðàëi ïîïåðåäíüî îá÷èñëèìî ìiíiìàëüíó i ìàêñèìàëüíó y-êîîðäèíàòè ìiñò

íà ïðîìiæêàõ âèãëÿäó 1..i òà i..k.
Ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó � O(K logN).

1.4 ¾Îïóêëà îáîëîíêà¿ (ßðîñëàâ Òâåðäîõëiá).

1.4.1 Ðîçâ'ÿçàííÿ

Ïî-ïåðøå, ïîìiòèìî, ùî âñi îïåðàöi¨ âèäàëåííÿ äåêiëüêîõ òî÷îê ìîæíà ðîçáèòè íà åëå-

ìåíòàðíi îïåðàöi¨ âèäàëåííÿ îäíi¹¨ òî÷êè. Îñêiëüêè êîæíà òî÷êà äîäà¹òüñÿ äî âåðõíüîãî

ëàíöþãà íå áiëüøå îäíîãî ðàçó, òî é ó ñóìi îïåðàöié âèäàëåííÿ áóäå íå áiëüøå íiæ N .

Íåõàé ìè âæå ïîáóäóâàëè îïóêëó îáîëîíêó ìíîæèíè òî÷îê â ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó. Ðîç-

ãëÿíåìî âiäðiçîê, ùî ñïîëó÷à¹ íàéëiâiøó i íàéïðàâiøó òî÷êè ç ìíîæèíè. ×àñòèíó îïóêëî¨

îáîëîíêè, ÿêà ëåæèòü íàä öèì âiäðiçêîì ðàçîì ç äâîìà éîãî êiíöÿìè, íàçâåìî âåðõíiì

ëàíöþãîì îïóêëî¨ îáîëîíêè. Iíøó ÷àñòèíó îáîëîíêè òà äâà êiíöi îáðàíîãî âiäðiçêà íàçâåìî

íèæíiì ëàíöþãîì îïóêëî¨ îáîëîíêè. Òàêèì ÷èíîì, íàéëiâiøà i íàéïðàâiøà òî÷êè íàëåæàòü

îáîì ëàíöþãàì îäíî÷àñíî. Âåðõíié i íèæíié ëàíöþãè ðàçîì ç îáðàíèì âiäðiçêîì óòâîðþþòü

îïóêëi áàãàòîêóòíèêè. Ïëîùà âñi¹¨ îïóêëî¨ îáîëîíêè äîðiâíþ¹ ñóìi ïëîù öèõ äâîõ áàãàòî-

êóòíèêiâ. Îòæå, äîñòàòíüî íàâ÷èòèñü âèêîíóâàòè âñi íåîáõiäíi îïåðàöi¨ ç âåðõíiì ëàíöþãîì,

à äëÿ íèæíüîãî âñå áóäå àíàëîãi÷íî.

Ðîçâ'ÿçîê íà 50 áàëiâ Çàâåäåìî ñòåê, â ÿêîìó áóäóòü çáåðiãàòèñü òî÷êè âåðõíüîãî ëàí-

öþãà. Äîäàâàòè íîâó òî÷êó áóäåìî òàê ñàìî, ÿê i â àëãîðèòìi Ãðåõåìà. À ñàìå, âèäàëÿ-

òèìåìî îñòàííþ òî÷êó çi ñòåêà äî òèõ ïið, ïîêè ïîâîðîò ìiæ äâîìà îñòàííiìè òî÷êàìè

ñòåêà (íàçâåìî ¨õ A i B) i íîâîþ òî÷êîþ (D) íå ñòàíå ïðàâèì (òîáòî âåêòîðíèé äîáóòîê

AB×AD < 0). Ïiñëÿ öüîãî äîäàìî íîâó òî÷êó äî ñòåêà. Äëÿ òîãî, ùîá îêðiì ñàìîãî ëàíöþãà
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çíàõîäèòè ùå é éîãî ïëîùó, ïîòðiáíî ðàçîì ç êîæíîþ òî÷êîþ çáåðiãàòè ïëîùó îïóêëîãî áà-

ãàòîêóòíèêà, óòâîðåíîãî âñiìà òî÷êàìè, ÿêi â ñòåêó çíàõîäÿòüñÿ ïåðåä íåþ (âêëþ÷àþ÷è ¨¨).

Òîäi ïðè äîäàâàííi íîâî¨ òî÷êè äîñòàòíüî äî âæå çáåðåæåíî¨ ïëîùi ëàíöþãà äîäàòè ïëîùó

òðèêóòíèêà, óòâîðåíîãî ïåðøîþ i îñòàííüîþ òî÷êàìè çi ñòåêà, à òàêîæ íîâîþ òî÷êîþ.

Ìè âæå âìi¹ìî äîäàâàòè òî÷êè äî âåðõíüîãî ëàíöþãà i ðàõóâàòè ïiñëÿ öüîãî éîãî ïëîùó.

Àëå îïèñàíèé âèùå àëãîðèòì íå äîçâîëÿ¹ âèäàëÿòè òî÷êè ç ìíîæèíè. À ñàìå, ïðè äîäàâàííi

íîâî¨ òî÷êè ìè âèäàëÿ¹ìî äåêiëüêà îñòàííiõ òî÷îê çi ñòåêà. Òåïåð ïðè îïåðàöi¨ âèäàëåííÿ

ìè ìà¹ìî çíîâó ïîâåðíóòè öi òî÷êè äî ñòåêà. Äëÿ öüîãî çàâåäåìî ùå îäèí ñòåê, êóäè ìè

áóäåìî ïåðåêëàäàòè òî÷êè ïðè âèäàëåííi ¨õ ç ïåðøîãî ñòåêà. ßêùî ïîòðiáíî ïîâåðíóòè

äåêiëüêà âèäàëåíèõ òî÷îê â ïåðøèé ñòåê, òî ìè ìîæåìî âçÿòè ¨õ iç äðóãîãî. Ïîòðiáíî ëèøå

äëÿ êîæíîãî çàïèòó äîäàòêîâî çàïàì'ÿòàòè ðîçìið äðóãîãî ñòåêà äëÿ òîãî, ùîá ìè çíàëè,

ñêiëüêè òî÷îê ïîòðiáíî ïîâåðíóòè äî âåðõíüîãî ëàíöþãà. Öåé àëãîðèòì ìîæå îáðîáëÿòè âñi

òèïè îïåðàöié i ìà¹ ÷àñîâó ñêëàäíiñòü O(NM), äå M � öå êiëüêiñòü ðÿäêiâ âõiäíîãî ôàéëó,

ó ÿêèõ ïðîñÿòü âèäàëèòè äåêiëüêà îñòàííiõ òî÷îê. Íàáèðà¹ òàêèé ðîçâ'ÿçîê 50 áàëiâ.

Ðîçâ'ÿçîê íà 100 áàëiâ Äëÿ îòðèìàííÿ ïîâíîãî ðîçâ'ÿçêó ïîòðiáíî çðîçóìiòè, ÿêå ìiñöå

¹ íàéïîâiëüíiøèì ó öüîìó àëãîðèòìi. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ñèòóàöiþ: íåõàé â íàñ ¹ ïîáóäî-

âàíèé âåðõíié ëàíöþã ÿêî¨ñü ìíîæèíè òî÷îê (çáåðiãà¹òüñÿ ó ñòåêó). Ïiñëÿ öüîãî ìè äîäà¹ìî

íîâó òî÷êó, ÿêà ëåæèòü íàáàãàòî âèùå âñiõ iíøèõ, i òîìó çi ñòåêà âèäàëÿþòüñÿ óñi òî÷êè,

êðiì ïåðøî¨. Òåïåð ìè âèäàëÿ¹ìî öþ òî÷êó, i âñi òi òî÷êè çíîâ ïåðåêëàäàþòüñÿ ç îäíîãî

ñòåêà â iíøèé. Îòæå, çà 2 îïåðàöi¨ àëãîðèòì çðîáèâ O(N) äié. ßêùî ¨õ ïîâòîðþâàòè áàãàòî
ðàçiâ, òî ñêëàäíiñòü áóäå O(N2).

Çàìiíèìî â íàøîìó ðîçâ'ÿçêó ñòåê çâè÷àéíèì ìàñèâîì, äëÿ ÿêîãî áóäåìî äîäàòêîâî

ïàì'ÿòàòè êiëüêiñòü òî÷îê, ÿêà íàëåæèòü âåðõíüîìó ëàíöþãó (ðîçìið ñòåêà). Ïðè äîäàâàííi

íîâî¨ òî÷êè çíàéäåìî áiíàðíèì ïîøóêîì êiëüêiñòü òî÷îê, ÿêó ïîòðiáíî âèäàëèòè çi ñòåêà

ïåðåä òèì, ÿê ïîêëàñòè öþ íîâó òî÷êó äî íüîãî. Çàìiñòü ïåðåêëàäàííÿ óñiõ öèõ òî÷îê ó

äðóãèé ñòåê ìè ïîêëàäåìî òóäè ëèøå ðîçìið âåðõíüîãî ëàíöþãà, à òàêîæ âñþ iíôîðìàöiþ

ïðî îñòàííþ ç òî÷îê, ùî âèäàëÿþòüñÿ (òîáòî ¨¨ íîìåð ó ìàñèâi, ¨¨ êîîðäèíàòè, à òàêîæ ïëîùà

ìíîãîêóòíèêà, ïîâ'ÿçàíîãî ç íåþ). Ïiñëÿ öüîãî ìè çàìiíèìî öþ òî÷êó íà íîâó, ïåðåðàõó¹ìî

äëÿ íå¨ ïëîùó i çìiíèìî ðîçìið ëàíöþãà. Ïðè öüîìó âñi iíøi òî÷êè, ÿêi ìàëè áóòè âèäàëåíi,

çàëèøàþòüñÿ â ìàñèâi áåç çìií (ïðîòå âîíè çíàõîäÿòüñÿ çà ìåæàìè ëàíöþãà). Ïðè âèäàëåííi

îñòàííüî¨ òî÷êè íàì äîñòàòíüî çìiíèòè ëèøå ðîçìið ëàíöþãà i çàìiíèòè îäíó òî÷êó íà òó,

ùî çáåðiãà¹òüñÿ ó äðóãîìó ñòåêó. Ñêëàäíiñòü òàêîãî ðîçâ'ÿçêó � O(N logN).
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