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ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ

Описывается два основных способа организации обработки данных: итеративный и рекурсивный. Рассматривается набор олимпиадных задач, которые решаются при помощи итеративного и рекурсивного подхода.

Когда мы начинаем познавать азы программирования, как правило первой написанной нами является программа, печатающая строку «Hello, world!». Потом знакомятся с переменными, операторами, функциями. И как правило, первыми, с которыми начинает знакомиться новичок, являются условный оператор и оператор цикла.  Сразу же появляется желание написать какую-нибудь простую функцию: факториал числа, возведение в степень или вычисление биномиального коэффициента. При этом в большинстве случаев начинающий программист реализует итеративный вариант функций. Однако мало кто знает, что любую итеративную функцию можно реализовать и рекурсивно.

Рекурсией называется такой способ организации обработки данных, при котором программа (или функция) вызывает сама себя или непосредственно, или из других программ (функций).

Функция называется рекурсивной, если во время ее обработки возникает ее повторный вызов, либо непосредственно, либо косвенно, путем цепочки вызовов других функций.

Итерацией называется такой способ организации обработки данных, при котором некоторые действия многократно повторяются, не приводя при этом к рекурсивным вызовам программ (функций).
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Теорема. Произвольный алгоритм, реализованный в рекурсивной форме, может быть переписан в итерационной форме и наоборот.

Далее рассмотрим набор элементарных функций, реализованных как при помощи операторов цикла, так и при помощи рекурсивного подхода. Перед написанием рекурсивных функций на любом языке программирования, как правило, необходимо записать рекуррентное соотношение, определяющее метод вычисления функций. Рекуррентное соотношение должно содержать как минимум два условия: 

I) условие продолжения рекурсии (шаг рекурсии);

II) условие окончания рекурсии.

Рекурсию будем реализовывать посредством вызова функции самой себя. При этом в теле функции сначала следует проверять условие продолжения рекурсии. Если оно истинно, то выходим из функции. Иначе совершаем рекурсивный шаг. 

Итеративный вариант функций будем реализовывать при помощи оператора цикла for.

1. Факториал числа. Факториалом целого неотрицательного числа n называется произведение всех натуральных чисел от 1 до n и обозначается n!. Если f(n) = n!, то имеет место рекуррентное соотношение:
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Первое равенство описывает шаг рекурсии – метод вычисления f(n) через f(n – 1). Второе равенство указывает, когда при вычислении функции следует остановиться. Если его не задать, то функция будет работать бесконечно долго.

Например, значение f(3) можно вычислить следующим образом:

f(3) = 3 * f(2) = 3 * 2 * f(1) = 3 * 2 * 1 * f(0) = 3 * 2 * 1 * 1 = 6

Очевидно, что при вычислении f(n) следует совершить n рекурсивных вызовов.

	рекурсивная реализация
	циклическая реализация

	int f(int n)

{

  if(!n) return 1;

  return n * f(n - 1);

}


	int f(int n)

{

  int i, res = 1;

  for(i = 1; i <= n; i++) res = res * i;

  return res;

}


Идея циклической реализации состоит в непосредственном вычислении факториала числа при помощи оператора цикла:

f(n) = 1 * 2 * 3 * … * n
2. Степень числа за линейное время. Вычисление степени числа f(a, n) = an с линейной  (O(n)) временной оценкой можно определить при помощи следующего рекуррентного соотношения:
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	рекурсивная реализация
	циклическая реализация

	int f(int a,int n)

{

  if (!n) return 1;

  return a * f(a, n - 1);

}


	int f(int a,int n)

{

  int i, res = 1;

  for(i = 0; i < n; i++) res = res * a;

  return res;

}


В итерационном варианте достаточно вычислить произведение a * a * … * a (n множителей a).

3. Степень числа за логарифмическое время. Вычисление степени числа f(a, n) = an с временной оценкой O(log2n) определим следующим образом:
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Например, возведение в десятую степень можно реализовать так:
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Поскольку возведение в квадрат эквивалентно одному умножению, то для вычисления a10 достаточно совершить 4 умножения.

	рекурсивная реализация
	циклическая реализация

	int f(int a, int n)

{

  if (!n) return 1;

  if (n & 1) return a * f(a * a, n / 2);

  return f(a * a, n / 2);

}


	int f(int a, int n)

{

  int  res = 1;

  while(n > 0)

  {

    if (n & 1) res *= a;

    n >>= 1; a *= a;

  }

  return res;

}


4. Сумма цифр числа. Сумму цифр натурального числа n можно найти при помощи функции f(n), определенной следующим образом:
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Условие продолжения рекурсии: сумма цифр числа равна последней цифре плюс сумма цифр числа без последней цифры (числа, деленного нацело на 10).

Условие окончания рекурсии: Если число равно 0, то сумма его цифр равна 0.

Например, сумма цифр числа 234 будет вычисляться следующим образом:

f(234) = 4 + f(23) = 4 + 3 + f(2) = 4 + 3 + 2 + f(0) = 4 + 3 + 2 + 0 = 9

	рекурсивная реализация
	циклическая реализация

	int f(int n)

{

  if (!n) return 0;

  return n % 10 + f(n / 10);

}


	int f(int n)

{

  int res = 0;

  for(; n>0; n = n / 10) res = res + n % 10;

  return res;

}


5. Число единиц. Количество единиц в двоичном представлении числа n можно вычислить при помощи функции f(n), определенной следующим образом (& - операция побитового ‘И’):


[image: image9.wmf]î

í

ì

=

-

+

=

0

)

0

(

)),

1

(

&

(

1

)

(

f

n

n

f

n

f


В результате операции n = n & (n – 1) уничтожается последняя единица в двоичном представлении числа n:

               n = a1a2…ak-1ak10…0

         n – 1 = a1a2…ak-1ak01…1

n & (n – 1) = a1a2…ak-1 000…0

Рекурсивный вызов функции f будет совершаться столько раз, сколько единиц в двоичном представлении числа n.

	рекурсивная реализация
	циклическая реализация

	int f(int n)

{

  if (!n) return 0;

  return 1 + f(n & (n - 1));

}


	int f(int n)

{

  int res = 0;

  for(; n > 0; n = n & (n - 1)) res++;

  return res;

}


6. Биномиальный коэффициент. Значение биномиального коэффициента равно 
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и определяется рекуррентным соотношением:


[image: image12.wmf]k

n

C

 = 
[image: image13.wmf]î

í

ì

=

=

>

+

-

-

-

0

 

или

 

 

,

1

0

,

1

1

1

k

n

k

n

C

C

k

n

k

n


int c(int k, int n)

{

  if (n == k) return 1;

  if (k == 0) return 1;

  return c(k - 1, n - 1) + c(k, n - 1);

}

Учитывая, что 
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, значение биномиального коэффициента можно вычислить при помощи цикла. При этом все операции деления будут целочисленными. Если k > n – k, то следует воспользоваться соотношением 
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 во избежании Time Limit при вычислении, например, значения 
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int Cnk(int k, int n)

{

  long long res = 1;

  if (k > n - k) k = n - k;

  for(int i = 1; i <= k; i++)

    res = res * (n - i + 1) / i;

  return (int)res;

}
7. Рекурсивная функция. Для заданного натурального n вычислим значение функции f(n), заданной рекуррентными соотношениями:

f(2 * n) = f(n),

f(2 * n + 1) = f(n) + f(n + 1),

f(0) = 0, f(1) = 1

Непосредственная реализация функции f(n) имеет вид: 

int f(int n)

{

  if (n <= 1) return n;

  if (n % 2) return f(n / 2) + f(n / 2 + 1);

  return f(n / 2);

}

При такой реализации некоторые значения функции f могут вычисляться несколько раз. Рассмотрим другой подход к вычислению значений f. Определим функцию 

g(n, i, j) = i * f(n) + j * f(n + 1),

для которой имеют место равенства:

g(2 * n, i, j) = g(n, i + j, j),

g(2 * n + 1, i, j) = g(n, i, i +  j),

g(0, i, j) = i * f(0) + j * f(1) = j
Используя приведенные соотношения, можно вычислить значение f(n) = g(n, 1, 0) с временной оценкой O(log n).

int g(int n, int i, int j)

{

  if (!n) return j;

  if (n % 2) return g(n / 2, i, i + j);

  return g(n / 2, i + j, j);

}

int f(int n)

{

  return g(n, 1, 0);

}

8. Функция Аккермана. Функция Аккермана A(m, n) определяется рекурсивно следующим образом:

A(0, n) = n + 1, 

A(m, 0) = A(m – 1, 1), 

A(m, n) = A(m – 1, A(m, n – 1)) 

Рекурсивная реализация функции Аккермана имеет вид:

int a(int m, int n)

{

  if (!m) return n + 1;

  if (!n) return a(m - 1, 1);

  return a(m - 1, a(m, n - 1));

}

Для малых значений m функцию Аккермана можно выразить явно:

A(0, n) = n + 1

A(1, n) = 2 + (n + 3) – 3 = n + 2

A(2, n) = 2 * (n + 3) – 3 = 2 * n + 3

A(3, n) = 2n + 3 – 3

Асимптотические обозначения

Асимптотические обозначения позволяют оценить время время работы алгоритма, являясь наглядной характеристикой его эффективности. Также позволяют сравнить производительность различных алгоритмов. Например производительность алгоритма сортировки методом слияний со временем работы 
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 выше производительности алгоритма сортировки вставкой, время работы которого в наихудшем случае составляет O(n2).
О большое. Равенство f(n) = O(g(n)) означает, что найдется такая константа c > 0 и такое число n0, что 0 ≤ f(n) ≤ cg(n) для всех n ≥ n0. Указанное равенство означает, что отношение f(n) / g(n) остается ограниченным.

Пример. Доказать, что 2n+10 = O(2n). Следует указать такие c, n0 > 0, что2n+10 ≤ с * 2n выполняется для всех n ≥ n0. последнее неравенство эквивалентно 1024 * 2n ≤ с * 2n или 1024 ≤ с, что выполняется, например, при c = 1024 и n0 = 1.

Пример. Доказать, что 210n ≠ O(2n). Доказательство проведем от противного. Пусть существуют такие c, n0 > 0, что 210n ≤ с*2n. Сокращаем неравенство на 2n: 29n ≤ с, что неверно.

Аналогично, например, можно доказать, что 2n = O(5n) и 5n ≠ O(2n).
Пример. Пусть f(n) = a0 + a1n + a2n2 + … + aknk – многочлен степени k. Тогда f(n) = O(nk).

Для каждого n ≥ 1 имеем: f(n) ≤ |a0| + |a1|n + |a2|n2 + … + |ak|nk ≤ |a0|nk + |a1|nk + |a2|nk + … + |ak|nk = c * nk, где c =  |a0| + |a1| + |a2| + … + |ak|.

Пример. Доказать, что для любого k ≥ 1 nk ≠ O(nk-1). Доказательство проведем от противного. Пусть существуют такие c, n0 > 0, что nk ≤ с*nk-1 Сокращая неравенство на nk-1, получим n ≤ с, что неверно для любого n ≥ n0.

Омега большая. Равенство f(n) = Ω(g(n)) означает, что найдется такая константа c > 0 и такое число n0, что 0 ≤ cg(n) ≤ f(n) для всех n ≥ n0.
Для любых двух функций свойства f(n) = O(g(n)) и g(n) = Ω(f(n)) равносильны.

Тета обозначение. Равенство f(n) = (g(n)) означает, что найдутся такие c1, c2 > 0 и такое число n0, что 0 ≤ c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n) для всех n ≥ n0.

Если f(n) = (g(n)), то говорят что g(n) является асимптотически точной оценкой для f(n). Отношение  симметрично, то есть если f(n) = (g(n)), то g(n) = (f(n)).
Пример. Докажем, что 
[image: image20.wmf])
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. Следует указать такие положительные константы с1, с2 и число n0, чтобы неравенство 
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 выполнялось для всех n ≥ n0. Разделим неравенство на n2: 
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. Для выполнения второго неравенства достаточно положить 
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, а в качестве n0 можно выбрать любое натуральное число. Первое неравенство будет выполнено, если например взять n0 = 7 и c1 = 1/14. 
Пример. Доказать, что max(f(n), g(n)) = (f(n) + g(n)). Для каждого натурального n имеет место: max(f(n), g(n)) ≤ f(n) + g(n), а также 2max(f(n), g(n)) ≥ f(n) + g(n). Из последнего неравенства следует, что max(f(n), g(n)) ≥ (f(n) + g(n)) / 2. Таким образом

(f(n) + g(n)) / 2 ≤ max(f(n), g(n)) ≤ f(n) + g(n) для всех n ≥ 1

Отсюда следует, что max(f(n), g(n)) = (f(n) + g(n)), где n0 = 1, c1 = 1/2, c2 = 1.

o маленькое. Равенство f(n) = o(g(n)) означает, что для всякого положительного ε > 0 найдется такое n0, что 0 ≤ f(n) ≤ εg(n) для всех n ≥ n0. Из определения следует, что
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Пример. 2n = o(n2), но 2n2 ≠ o(n2).

Можно провести такую параллель: отношения между функциями f и g подобны отношениям между числами a и b:

· f(n) = O(g(n)) эквивалентно a ≤ b;

· f(n) = o(g(n)) эквивалентно a < b;

Эта параллель условна. Если для чисел всегда можно сказать выполняется ли a ≤ b или a ≥ b, то существуют функции, для которых не выполняется ни f(n) = O(g(n)), ни g(n) = O(f(n)). Например, для f(n) = n, g(n) = n1+sin(n) (показатель степени g(n) постоянно меняется от 0 до 2).

Формула Стирлинга утверждает, что n! = 
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Следствия:

· n! = o(nn), 2n =  o(n!). 

· lg(n!) = O(nlgn), nlgn = O(lg(n!))

Справедлива также следующая оценка:
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Асимптотика многочленов. Пусть f(n) = a0 + a1n + a2n2 + … + adnd – многочлен степени d, причем ad > 0. Тогда:

· f(n) = O(nk) при k ≥ d;

· f(n) = o(nk) при k > d;

Основная теорема о рекуррентных оценках. Пусть a ≥ 1 и b > 1 – константы, f(n) – функция, T(n) определено при неотрицательных n формулой

T(n) = aT(n/b) + f(n),

где под n/b понимается либо 
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1. Если f(n) = 
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 для некоторого ε > 0, то T(n) = 
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2. Если f(n) = 
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3. Если f(n) = 
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 для некоторого ε > 0 и если af(n/b) ≤ cf(n) для некоторой константы c < 1 и достаточно больших n, то T(n) = 
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)

)

(

n

f

q

.

Пример. Рассмотрим соотношение T(n) = 9T(n/3) + n. Имеем: a = 9, b = 3, f(n) = n, 
[image: image35.wmf]a
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 = (n2). Поскольку f(n) = 
[image: image37.wmf](

)

e

-

9

log

3

n

O

 для ε = 1, то из первого утверждения теоремы следует что T(n) = 
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Пример. Рассмотрим соотношение T(n) = T(2n/3) + 1. Имеем: a = 1, b = 3/2, f(n) = 1, 
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 = (1). Поскольку f(n) = 
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, то из второго утверждения теоремы следует что T(n) = 
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Пример. Рассмотрим соотношение T(n) = 3T(n/4) + nlog2n. Имеем: a = 3, b = 4, f(n) = nlog2n, 
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. Зазор ε ≈ 0.2 есть, остается проверить условие регулярности. Для достаточно большого n имеем: af(n/b) = 3(n/4) log2(n/4) ≤ 3/4nlog2n = cf(n) для c = 3/4. По третьему утверждению теоремы T(n) = (nlog2n).
Решение рекуррентностей

Решение рекуррентностей можно свершить по следующей схеме:

1. Проведем несколько итераций f(n) (3 – 4 итерации).

2. По внешнему виду формулы посля 3 – 4 итераций угадываем общую формулу f(n), которая зависит от i - го шага итерации. Доказываем ее методом математической индукции.

3. Пусть в правой части имеем слагаемое f(<выражение>). Вместо i подставляем такое значение, зависящее от n, для которого <выражение> = k (если мы имеем условие f(k) = d для некоторых целых k и d).

4. Упрощаем выражение. Используем формулу суммы конечной геометрической прогрессии:

1 + q + q2 + … + qn =
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Приведем ряд формул с логарифмами:

Основное свойство логарифма: 
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Переход к другому основанию: logab = 
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Обращение логарифма: logab = 
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Важным является следующее преобразование:

a
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Пример 1. Решить рекуррентность:

f(1) = 1, f(n) = 3 * f(n – 1) + 2 при n  2.

1. f(n) = 3f(n – 1) + 2 = 3( 3f(n – 2) + 2) + 2 = 9f(n – 2) + 2 * 3 + 2 = 

9( 3f(n – 3) + 2) + 2 * 3 + 2 = 27f(n – 3) + 2 * 9 + 2 * 3 + 2 = 33f(n – 3) + 2 (32 + 31 + 30 ).

2. Допустим, что f(n) = 3i f(n – i) + 2 
[image: image56.wmf]å
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. Доказательство формулы методом метематической индукции оставляем читателю.

3. Под знаком функции в правой части стоит n – i. Мы имем условие: f(1) = 1. Значит n – i = 1, окуда i = n – 1. 

4. Подставляем i = n – 1 в формулу:

f(n) = 3n-1 f(1) + 2 
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 = 3n-1 + 3n-1 – 1 = 2 * 3n-1 – 1.

Ответ: f(n) = 2 * 3n-1 – 1.

Пример 2. Решить рекуррентность: 

f(1) = 5, f(n) = 2 * f(n – 1) + 3n + 1 при n  2.

1. f(n) = 2 * f(n – 1) + 3n + 1 = 2(2 * f(n – 2) + 3(n – 1) + 1) + 3n + 1 = 4f(n – 2) + 6(n – 1) + 2 + 3n + 1 = 4(2 * f(n – 3) + 3(n – 2) + 1)  + 6(n – 1) + 2 + 3n + 1 = 8f(n – 3) + 12(n – 2) + 4  + 6(n – 1) + 2 + 3n + 1 = 8f(n – 3) + 3n (4 + 2 + 1) – 3 (2 * 1 + 4 * 2) + 4 + 2 + 1 = 

23f(n – 3) + 3n (22 + 21 + 20) – 3 (21 * 1 + 22 * 2) + 22 + 21 + 20.

2. Допустим, что f(n) = 2i f(n – i) + 3n 
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. Доказательство формулы методом метематической индукции оставляем читателю.

3. Под знаком функции в правой части стоит n – i. Мы имем условие: f(1) = 5. Значит n – i = 1, окуда i = n – 1. 

4. Подставляем i = n – 1 в формулу:

f(n) = 2n-1 f(1) + (3n + 1) 
[image: image62.wmf]å
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2n-1 f(1) + (3n + 1) 
[image: image64.wmf]2
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 – 3 ( (n – 3) 2n-1 + 2) = 

5 * 2n-1 + 10 * 2n-1 – 3n – 7 = 15 * 2n-1 – 3n – 7

Ответ: f(n) =  15 * 2n-1 – 3n – 7.

Пример 3. Решить рекуррентность: 

f(1) = 3, f(n) = 4 * f(n/3) + 2n – 1 при n  2, n – степень 3.

1. f(n) = 4f(n / 3) + 2n – 1 = 4( 4f(n / 9) + 2 (n / 3) – 1) + 2n – 1 = 

16f(n / 9) + (8n / 3 – 4) + (2n – 1) = 16( 4f(n / 27) + 2 (n / 9) – 1) + (8n / 3 – 4) +

(2n – 1) = 64 f(n / 27) + (32n / 9 – 16) + (8n / 3 – 4) + (2n – 1) =

64 f(n / 27) + 2n (16 / 9 + 4 / 3 + 1 / 1) – (16 + 4 + 1) =

43 f(n / 33) + 2n ( (4 / 3)2 + (4 / 3)1 + (4 / 3)0) – (42 + 41 + 40).

2.  Допустим, что f(n) = 4i f(n / 3i) + 2n 
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3.  Начальное условиее: f(1) = 3. Решаем уравнение: n / 3i = 1, откуда i = log3n.

4. Подставляем i = log3n в формулу:

f(n) = 4
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Ответ: f(n) = 
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Проверка. Вычислим значение f(9). Из рекуррентной формулы: f(9) = 4f(3) + 18 – 1 = 4( 4f(1) + 6 – 1) + 17 = 16 f(1) + 20 + 17 = 16 * 3 + 37 = 48 + 37 = 85.

По явной формуле: f(9) = 
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УСЛОВИЯ ЗАДАЧ

273. Возведение в степень

По трем натуральным числам a, b и m вычислить значение ab mod m.

Вход. В одной строке заданы три натуральных числа a, b, m (1 ≤ a ≤ 109, 1 ≤ b ≤ 107, 2 ≤ m ≤ 109).

Выход. Одно число, равное ab mod m.

Пример входа

2 3 100

Пример выхода

8

324. Числа

Делать было нечего, дело было вечером... Так как команда у Тимура большая, а бумаги всегда много, занятие было найдено.

Возьмем число a. Возьмем b. И выпишем все числа от a до b. Подсчитайте сумму всех написанных цифр.

Вход.  Два натуральных числа a и b (a ≤ b), разделенные пробелом. Числа не превышают 1012.

Выход. Вывести сумму всех написанных цифр.

Пример входа

1 10

Пример выхода

46

1007. Числовая система Штерна-Броко

Дерево Штерна-Броко – это изящный способ построения множества всех неотрицательных дробей m / n, где m и n – взаимно простые числа. Идея состоит в том, чтобы начать с двух дробей (0/1, 1/0) и затем повторить нижеследующую операцию столько раз, сколько это нужно:

Вставить 
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 между двумя соседними дробями 
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Например, первый шаг дает нам одно новое вхождение между 0/1 и 1/0:

0/1, 1/1, 1/0

Следующий шаг даст еще два:

0/1, 1/2, 1/1, 2/1, 1/0

Следующий шаг даст еще четыре:

0/1, 1/3, 1/2, 2/3, 1/1, 3/2, 2/1, 3/1, 1/0

Весь массив можно рассматривать, как бесконечное бинарное дерево, чьи верхние уровни выглядят так:
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Эта конструкция сохраняет порядок, так что мы не можем получить одну и ту же дробь в различных местах.

Фактически мы можем рассматривать дерево Штерна-Броко как систему счисления для представления рациональных чисел, потому что каждая положительная, сокращенная дробь встречается в дереве только один раз. Будем использовать буквы L и R для обозначения того, двигаемся мы по левой или по правой ветви дерева, когда спускаемся от корня дерева к определенной дроби; тогда строка, состоящая из определенной последовательности этих L и R, уникальным образом определяет положение в дереве. Например, LRRL означает, что мы идем по левой ветви от 1/1 к 1/2, затем по правой к 2/3, затем по правой к 3/4, затем по левой к 5/7. Мы можем рассматривать  LRRL как представление 5/7. Любая положительная дробь представляется таким путем уникальным строкой, состоящей из L и R.

Ну, скажем, почти любая дробь. Дроби 1/1 соответствует пустая строка. Мы будем обозначать ее  I, так как это похоже на 1 и является первой буквой слова "identity" (единица).

В этой задаче вы должны представить данную положительную рациональную дробь в системе счисления Штерна-Броко.

Вход. Состоит из нескольких тестов. Каждый тест состоит из двух взаимно простых натуральных чисел m и n. Последний тест содержит две единицы и не обрабатывается.

Выход. Для каждого теста выведите в отдельной строке представление заданной дроби в системе счисления Штерна-Броко.

Пример входа

5 7

878 323

1 1

Пример выхода

LRRL

RRLRRLRLLLLRLRRR

1121. A^B mod C

Зная a, b, c, Вам необходимо вычислить значение ab mod c (1 ≤ a, b, c < 263).
Вход. Состоит из нескольких тестов. Каждый тест задается в одной строке и содержит три числа a, b, c, разделенных пробелом.
Выход. Для каждого теста в отдельной строке вывести результат выполнения операции ab mod c.
Пример входа

3 2 4

2 10 1000
Пример выхода

1

24
1207. Корень, логарифм, синус

Злой профессор только что задал Вам следующую задачу. Определим последовательность следующим образом: 

    x0 = 1, 

    xi = 
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Найти x1000000.

Вход. Состоит из нескольких строк, каждая из которых содержит одно целое число – значение i, которое не меньше нуля и не больше миллиона. Последняя строка содержит -1 и не обрабатывается..

Выход. Для каждого значения i (кроме последнего -1), вывести соответствующее значение xi, вычисленное по модулю 1000000..

Пример входа

0

-1

Пример выхода

1

1212. Бесконечная последовательность 2

Рассмотрим бесконечную последовательность А, определенную следующим образом:

Ai = 1, i  0,

Ai = A[i/p] – x + A[i/q] – y , i  1

По заданным n, p, q, x, y вычислить An.

Вход. Целые значения n, p, q, x, y (0  n  1013, 2  p, q  109, 0  x, y  109).

Выход. Значение An.

Пример входа

12 2 3 1 0
Пример выхода

8
1343. Плохая подстрока

 Найдите, сколько существует строк заданной длины n, состоящих только из символов ‘a’, ‘b’ и ‘c’, и не содержащих подстроки "ab".

Вход. Единственное число n (0 ≤ n ≤ 45).

Выход. Выведите количество искомых строк.

Пример входа

11

Пример выхода

46368

1511. Разрезание торта

Имеется прямоугольный торт длины length и ширины width. Мы хотим разрезать его на pieces прямоугольных кусков равной площади. Каждый разрез должен совершаться параллельно сторонам торта, и должен полностью разрезать один из имеющихся кусков на две части. (Для разрезания торта на n кусков необходимо совершить n – 1 разрез) 

Квадратные куски Вы предпочитаете тем, которые имеют большее отношение сторон. Под "отношением сторон" будем понимать отношение длины большей стороны куска к меньшей. Вам следует разрезать торт таким образом, чтобы минимизировать максимальное значение отношения сторон полученных кусков. 

Например, если мы хотим разрезать торт 2x3 на шесть кусков, то это можно сделать, разрезав его на шесть  кусков размера 1x1. Отношение сторон каждого куска равно 1.0, что является наименьшим возможным. Поэтому решение оптимально. 

Один из возможных вариантов разрезать торт 5x5 на 5 кусков состоит в следующем: сначала разрезаем торт на две части размерами 2x5 и 3x5. Меньшую часть делим пополам (получаем две части размером 2 x 5/2), а большую часть делим на три части (каждая имеет размер 3 x 5/3). Большее отношение сторон достигается на куске 3 x 5/3 и равно 3/(5/3) = 1.8. Разделить торт на 5 частей равной площади с меньшим отношением сторон, нежели 1.8 невозможно.

Вход. Состоит из нескольких тестов, каждый из которых задается в одной строке и содержит три целых числа: длину length и ширину width торта, а также количество прямоугольных кусков pieces, на которое следует разрезать торт. Известно, что 1 ≤ length, width ≤ 1000, 1 ≤ pieces ≤ 10.

Выход. Следует разрезать торт так, чтобы минимизировать максимальное значение отношения сторон полученных кусков. Для каждого теста вывести в отдельной строке полученное отношение сторон с 4 десятичными цифрами. Помните, что все полученные куски должны иметь одинаковую площадь!

Пример входа

2 3 6

5 5 5

950 430 9

Пример выхода

1.0000

1.8000

1.2573

1512. Последовательность Фарея

Дробь h / k называется правильной, если она лежит между 0 и 1, а h и k не имеют общего делителя кроме 1. Для любого натурального числа n ≥ 1, последовательностью Фарея порядка n называется последовательность Fn всех правильных дробей, знаменатели которых не превосходят n вместе с "дробью" 1/1, упорядоченных по возрастанию. Например, последовательность F5 имеет вид: 

[image: image99.png]



 По заданному n необходимо найти k-ую дробь в последовательности Fn.

Вход.  Состоит из нескольких строк, каждая из которых содержит два натуральных числа n и k, 1 ≤ n ≤ 1000, k достаточно мало чтобы существовал k-ый элемент в Fn. (Длина Fn приблизительно равна 0.3039635n2).

Выход. Для каждой входной пары чисел в отдельной строке вывести k-ый элемент Fn в формате, указанном в примере.

Пример входа

5 5

5 1

5 9

5 10

117 348

288 10000

Пример выхода

1/2

1/5

4/5

1/1

9/109

78/197

1513. Прямой, центрированный и обратный порядок

Классическими методами обхода деревьев являются:

· прямой: посещается корень, левое поддерево, правое поддерево;

· центрированный: посещается левое поддерево, корень, правое поддерево;

· обратный: посещается левое поддерево, правое поддерево, корень;

Рассмотрим рисунок:

[image: image100.png]



Прямой, центрированный и обратный обходы соответственно дадут следующие последовательности вершин: ABCDEF, CBAEDF, CBEFDA. В задаче требуется найти последовательность вершин при обратном обходе, если известны прямой и центрированный обходы. 

Вход. Первая строка содержит количество тестов C (C  2000). Каждая следующая строка является отдельным тестом и содержит количество вершин в бинарном дереве n (1  n  52) и две строки S1 и S2 , содержащие соответственно прямой и центрированный обход дерева. Вершины дерева пронумерованы разными символами из множеств a..z и A..Z. Значения n, S1 и S2 разделены пробелом.

Выход. Для каждого теста вывести последовательность вершин при обратном обходе дерева.

Пример входа

3

3 xYz Yxz

3 abc cba

6 ABCDEF CBAEDF

Пример выхода

Yzx

Cba

CBEFDA

1514. Истина, спрятанная в рекуррентности

Рекурсивная функция задана следующим образом:

f(0, 0) = 1,

f(n, r) = 
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, если n > 0 и 0  r  n(k – 1) + 1,

f(n, r) = 0 иначе.

Вычислить значение x = 
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mod m, где m = 10t.

Например, значения f(n, i) при k = 3 имеют вид (в пустых клетках стоят нули):

	n \ i
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	0
	1
	
	
	
	
	
	
	
	

	1
	1
	1
	1
	
	
	
	
	
	

	2
	1
	2
	3
	2
	1
	
	
	
	

	3
	1
	3
	6
	7
	6
	3
	1
	
	

	4
	1
	4
	10
	16
	19
	16
	10
	4
	1


Вход. Каждая строка содержит три целых числа: k (0 < k < 1019), n (0 < n < 1019) и t (0 < t < 10). Последняя строка содержит три нуля и не обрабатывается.

Выход. Для каждого теста в отдельной строке вывести номер теста и значение x. Формат вывода приведен в примере.

Пример входа

1234 1234 4

2323 99999999999 8

4 99999 9

888 888 8

0 0 0

Пример выхода

Case #1: 736

Case #2: 39087387

Case #3: 494777344

Case #4: 91255296

1515. Повторяющийся Иосиф

По кругу стоят n людей, занумерованных от 1 до n. Начиная отсчет с первого и двигаясь по кругу, будем казнить каждого второго человека до тех пор пока не останется один. Пусть этот выживший имеет номер x. Расставим по кругу x людей и повторим процедуру, после которой выживет человек с номером y. И так далее до тех пор, пока номер выжившего не станет равным первоначальному количеству людей в текущем раунде.

Например, при n = 5 последовательно будут казнены 2, 4, 1, 5. Выживет номер 3. Он не равен 5 (количеству людей в раунде), поэтому следует повторить процедуру. Для n = 3 казнены будут 2, 1. Выживет человек с номером 3, равным n. Процедура заканчивается.

Вход. Входные данные состоят из нескольких тестов. Каждый тест в одной строке содержит одно число n (0 < n  30000)

Выход. Для каждого теста вывести в отдельной строке его номер как указано в примере, количество повторений процедуры казни после первой итерации и номер выжившего в конце процедуры. 

Пример входа

2

13

23403
Пример выхода

Case 1: 2 7

Case 2: 8 1023

1516. Создание двоичного дерева поиска
БДП (бинарное дерево поиска) является эффективной структурой для поиска. В БДП все элементы левого поддерева меньше, а все элементы правого поддерева больше чем значение корня. Рассмотрим пример БДП:
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Обычно БДП строится в результате последовательной вставки элементов. В таком случае последовательность вставки элементов влияет на структуру результирующего дерева. 
Например:
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 В этой задаче Вам необходимо найти такой порядок вставки чисел от 1 до n, чтобы полученное БДП имело высоту не больше h. Высота БДП определяется следующим образом:
1. Высота БДП, которое не содержит ни одной вершины, равна 0.
2. Иначе высота БДП равна 1 плюс максимум высот левого и правого поддерева.
Условию задачи могут удовлетворять несколько последовательностей вставок. В таком случае следует вывести последовательность, в которой сначала идут меньшие числа. Например, для n = 4, h = 3 следует вывести последоватлеьность 1 3 2 4, а не 2 1 4 3 или 3 2 1 4.
Вход. Каждый тест содержит два натуральных числа n (1 ≤ n ≤ 10000) и h (1 ≤ h ≤ 30). Последний тест содержит n = 0, h = 0 и не обрабатывается. На вход подается не более 30 тестов.
Выход.  Результат каждого теста следует вывести в отдельной строке. Каждая строка начинается с "Case #: ", где "#" – номер теста. Дальше в этой же строке следует вывести последовательность из n целых чисел – порядок вершин, в котором они будут вставляться в БДП высоты не более h. В конце строки не должно быть пробелов. Если требуемое дерево построить нельзя, то вывести "Impossible." (без кавычек).

Пример входа

4 3

4 1

6 3

0 0

Пример выхода

Case 1: 1 3 2 4

Case 2: Impossible.

Case 3: 3 1 2 5 4 6

1517. Простое сложение

Определим следующую рекурсивную функцию f(n):

f(n) = 
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Определим функцию S(p, q) следующим образом:

S(p, q) = 
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По заданным p и q необходимо вычислить S(p, q).

Вход. Состоит из нескольких тестов. Каждая строка содержит два неотрицательных целых числа p и q (p ≤ q), разделенных пробелом. p и q являются 32 битовыми знаковыми целыми. Последняя строка содержит два отрицательных целых числа и не обрабатывается.

Выход. Для каждой пары p и q в отдельной строке вывести значение S(p, q).

Пример входа

1 10

10 20

30 40

-1 -1

Пример выхода

46

48

52

1518. Разбиение треугольника

Треугольник можно разбить на два треугольника, проведя медиану к его большей стороне (на рисунке сверху такое разбиение показано красным разрезом). Затем два меньших треугольника можно подобным образом разделить на четыре треугольника (на рисунке такое разбиение показано синими разрезами). Процесс разрезания треугольников будем продолжать до бесконечности.

[image: image107.png]



Математики заметили, что при описанном разрезании мы получим конечное количество "стилей" треугольников, которые отличаются друг от друга только размером. По заданным длинам сторон исходного треугольника необходимо определить количество стилей треугольников, которое можно получить. Два треугольника принадлежат одному стилю, если они подобны.

Вход. Первая строка содержит количество тестов n (0 < n < 35). Каждая следующая строка содержит три целых числа a, b, c (0 < a, b, c < 100) – стороны треугольника. Известно, что площадь каждого входного треугольника положительна.

Выход. Для каждого теста в отдельной строке вывести его номер, как показано в примере, и целое число t – количество  разных стилей треугольников, которое получится в процессе указанного деления. Считать, что значение t всегда меньше 100.

Пример входа

2

3 4 5

12 84 90

Пример выхода

Triangle 1: 3

Triangle 2: 41

1519. Коды Грея

Бинарные коды Грея генерируются следующим образом. Рассмотри последовательность

0

1

-

Отобразим строки вниз относительно горизонтальной черты, припишем к первой половине строк спереди 0, а ко второй отображенной половине 1. Получим последовательность:

00
01
11
10
Продолжая процесс, на следующем шаге получим последовательность из 8 чисел. Справа от кода находится его десятичное значение.

000 0
001 1
011 3
010 2
110 6
111 7
101 5
100 4

Приведенные последовательности называются кодами Грея длины n = 1, 2, 3. Всего существует 2n разных кодов длины n. Каждые два соседних кода отличаются одним битом.

Вход. Первая строка содержит количество тестов (не более 250000). Каждая следующая строка содержит два числа: n (1  n  30) и k (0  k < 2n).

Выход. Для каждого теста вывести число, которое находится в k - ой позиции последовательности кодов Грея длины n.
	Пример входа
	Пример выхода

	14

1 0

1 1

2 0

2 1

2 2

2 3

3 0

3 1

3 2

3 3

3 4

3 5

3 6
3 7
	0

1

0

1

3

2

0

1

3

2

6

7

5

4




1520. Нечетные делители

Пусть f(n) – наибольший нечетный делитель натурального числа n. По заданному натуральному n необходимо вычислить значение суммы f(1) + f(2) + ... + f(n).

Вход. Каждая строка содержит одно натуральное число n (n ≤ 109).

Выход. Для каждого значения n в отдельной строке вывести значение суммы f(1) + f(2) + ... + f(n).

Пример входа

7

1

777

Пример выхода

21

1

201537

1554. Запрещенные строки

Строка, состоящая из букв A, B и C, называется запрещенной, если в ней встречаются три подряд буквы, одна из которых A, другая B, а третья C. Например, строка BAACAACCBAAA является запрещенной, в то время как AABBCCAABB – нет.

Вычислить количество незапрещенных строк длины n.

Вход. Каждая строка содержит одно число n (1 ≤ n ≤ 30).

Выход. Для каждого значения n вывести в отдельной строке количество незапрещенных строк длины n.

Пример входа

2

3

4

Пример выхода

9

21
51
2523. Строки Фибоначчи

Последовательность строк Фибоначчи определяется следующим образом: s1 = b, s2 = a, sk = sk-1 + sk-2 для k > 2. Например, s3 = ab, s4 = aba, s5 = abaab и т.д.

Даны натуральные числа n, m, l. Вывести подстроку строки sn, начинающуюся с позиции m и имеющую длину l.

Вход. Содержит одну строку, в которой находятся три разделённых пробелом натуральных числа n, m и l, где 1 ≤ n ≤ 40; 1 ≤ m ≤ длина(Sn); 1 ≤ l ≤ 1000.

Выход. Вывести подстроку строки sn, начинающуюся с позиции m и имеющую длину l (длина выведенной подстроки может оказаться  меньше, если длина оставшейся части строки sn, начинающейся с позиции m, меньше l).

Пример входа

5 3 10

Пример выхода

aab

3326. Создание Бинарного Дерева Поиска

Бинарным деревом поиска (БДП) является дерево с корнем, обладающее следующими свойствами:

· Левое поддерево содержит только вершины, значения которых строго меньшие корня. 

· Правое поддерево содержит только вершины, значения которых строго больше корня. 

· Все значения вершин разные. 

· Левое и правое поддерево рекурсивно является бинарным деревом поиска. 

При вставке новой вершины запускается следующий алгоритм:

1. Если дерево пустое, то новая вершина становится корнем и процесс вставки заканчивается. Иначе перейти на шаг 2. 

2. Объявим текущей вершиной корень дерева. 

3. Если значение новой вершины меньше корня, то: 

· Если левое поддерево корня пусто, то установим новую вершину левым сыном корня и останавливаемся. 

· Иначе установим текущей вершиной корень левого поддерева и повторим шаг 3. 

4. Если значение новой вершины больше корня, то:    

· Если правое поддерево корня пусто, то установим новую вершину правым сыном корня и останавливаемся. 

· Иначе установим текущей вершиной корень правого поддерева и повторим шаг 3.

Структура БДП зависит от входной последовательности. Разные последовательности могут порождать разные структуры, несмотря на то что числа в них одинаковые.

Рассмотрим последовательность 1 2 3. Получим следующее БДП:

[image: image108.png]



Если входная последовательность имеет вид 2 1 3, то получим дерево

[image: image109.png]



С другой стороны, разные входные данные могут порождать одинаковые БДП структуры. Например, входная последовательность 2 1 3 породит ту же структуру БДП, что и последовательность 4 6 2. Дерево будет иметь вид:

[image: image110.png]®/ \@ ®/ \@




По заданным n вершинам БДП определить, сколько различных входных последовательностей образуют ту же самую БДП структуру, что и заданная. Вершины дерева принимают значения из диапазона 1..m.

Вход. Первая строка содержит количество тестов t (t ≤ 100). Каждый тест начинается с двух целых чисел n и m (1 ≤ n ≤ m ≤ 1000) – количество вершин в БДП и максимальное значение диапазона соответственно. Следующая строка содержит n целых чисел ai (1 ≤ ai ≤ 1000) – последовательность, из которой строится БДП.

Выход. Для каждого теста вывести количество разных последовательностей, образующих ту же самую БДП структуру, что и входная последовательность. Вершины дерева принимают значения из диапазона 1..m. Результат следует выводить по модулю 1,000,003.

Пример входа

3

3 4

1 2 3

3 4

3 1 4

5 6

3 1 5 4 6

Пример выхода

4

8

48
3936. Ханойские башни

Даны три стержня. На первом стержне находятся несколько дисков сверху вниз по возрастанию размера диска. Два другие пустые. Требуется перенести все диски с первого стержня на второй. Переносить диски разрешается только по одному. Не разрешается класть больший диск на меньший. В программе нельзя пользоваться циклами.

Вход. Количество дисков n (1 ≤ n ≤ 19) на первом стержне.

Выход.  Выведите по два числа в строке – номера стержней, откуда и куда переносится диск. Решение должно быть кратчайшим.

Пример входа

3 

Пример выхода

1 2

1 3

2 3

1 2

3 1

3 2

1 2

5491. Муу

Коровы подсели на новую игру в слова, называемую "Муу". В нее играют несколько коров, стоящих в линию. Каждая корова должна назвать одну определенную букву как можно быстрее. Корова, которая ошибется, выбывает из игры.

Последовательность букв в игре Муу бесконечна. Начинается она так:

m o o m o o o m o o m o o o o m o o m o o o m o o m o o o o o

Наилучшим образом последовательность задается рекурсивно: пусть S(0) – слово из 3-х букв "m o o". Последовательность S(k) получается из копии последовательности S(k – 1), слова "m o ... o" с k + 2 буквами o, за которым следует еще одна копия последовательности S(k – 1). Например:

   S(0) = "m o o"

   S(1) = "m o o m o o o m o o"

   S(2) = "m o o m o o o m o o m o o o o m o o m o o o m o o"

Можно заметить, что таким образом строится бесконечно длинная строка, и именно она используется в игре Муу. Бесси, мудрая корова, хочет узнать n – ую букву этой последовательности: какой она будет – "m" или "o"? Помогите ей узнать это!

Вход. Одно целое число n (1 ≤ n ≤ 109).

Выход. Одна буква – m или o.

Пример входа

11

Пример выхода

m

5493. Просто просуммируйте

Для заданных целых чисел n и k найдите

(Zn + Zn-1 – 2Zn-2) mod 10000007,

где Zn = Sn + Pn, Sn = 1k + 2k + 3k + ….. + nk и Pn = 11 + 22 + 33 + …… + nn.

Вход. Состоит из нескольких тестов. Каждый тест состоит из одной строки, содержащей два положительных целых числа n и k (1 < n < 2*108,  0 < k < 106). Последний тест содержит два нуля и не обрабатывается.

Выход. Для каждого теста выведите ответ в отдельной строке.

Пример входа

10 3

9 31

83 17

5 2

0 0

Пример выхода

4835897

2118762

2285275

3694

5973. Выйти из строя!

n солдат построены в одну шеренгу. Сколькими способами можно выбрать из них несколько человек (хотя бы одного) так, чтобы среди них не было стоящих в шеренге рядом?

Вход. Единственное число n (1 ≤ n ≤ 90).

Выход. Единственное число – ответ задачи.

Пример входа

3

Пример выхода

4

АНАЛИЗ ЗАДАЧ

273. Возведение в степень

В задаче достаточно вычислить ответ при помощи одного цикла за время O(b).

324. Числа

Пусть функция f(x) вычисляет сумму цифр всех чисел от 0 до x. Тогда ответом задачи будет значение f(b) – f(a – 1). Рассмотрим рекурсивную реализацию функции f(x). 

Суммирование цифр чисел от 0 до  x = 
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1. суммирование цифр чисел от 0 до 
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2. суммирование цифр чисел от 
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Рассмотрим первое множество чисел. На последней позиции повторяется последовательность из чисел 0, 1, …, 9  x / 10 раз. Сумма цифр от 0 до 9 равна 45, поэтому сумма единиц в числах первого множества равна x / 10 * 45. Сумма цифр, стоящих на других местах, равна 10  * f(x / 10 – 1). 

Сумма цифр в числах второго множества состоит из суммы цифр единиц (0 + 1 + … + a0) и суммы цифр числа 
[image: image115.wmf]1
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 = x /10, умноженного на количество чисел во множестве, то есть на (a0 + 1). Положим temp = a0 = x % 10. Пусть sum(x) – функция, вычисляющая сумму цифр числа x. Тогда сумма цифр всех чисел второго множества равна 

(temp + 1) * sum(x / 10)  +  temp * (temp + 1) / 2

1007. Числовая система Штерна-Броко

В задаче достаточно промоделировать при помощи рекурсии процесс построения дерева Штерна-Броко.

1121. A^B mod C

Поскольку значение степени b велико, следует воспользоваться алгоритмом возведения в степень с оценкой O(log2b). 

Пусть f(n) = an, где n – некоторая константа. Тогда имеет место соотношение:
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1207. Корень, логарифм, синус

Реализуем рекурсию с запоминанием значений xi в линейном массиве размера миллион.

1212. Бесконечная последовательность 2

Поскольку n  1013, то запоминать значения Ai (i = 0, 1, …, n) последовательности невозможно ни при помощи массива, ни при помощи структуры map. Поэтому запрограммируем рекурсию как указано в рекуррентном соотношении, но при этом значения Ai, для которых i < 5000000, будем запоминать в массиве m. 

1343. Плохая подстрока

Обозначим через f(n) количество искомых строк длины n. Рассмотрим возможные способы построить требуемые строки.
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Имеем соотношение:

f(n) = 2f(n – 1) + f(n – 2) + f(n – 3) + … + f(1) + f(0) + 1

Отметим, что в то же время 

f(n – 1) = 2f(n – 2) + f(n – 3) + f(n – 4) + … + f(1) + f(0) + 1,

откуда

f(n – 2) + f(n – 3) + f(n – 4) + … + f(1) + f(0) + 1 = f(n – 1) –  f(n – 2)

Подставим эту сумму в первое соотношение:

f(n) = 2f(n – 1) + f(n – 1) –  f(n – 2) = 3f(n – 1) –  f(n – 2)

Таким образом получили рекуррентное соотношение:
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1511. Разрезание торта

Благодаря верхнему ограничению на число кусков pieces, задача может быть просто решена полным перебором разрезаний торта. Если кусок размером length на width следует разбить на pieces кусков, то после совершения первого разреза (который по условию задачи можно совершить либо по горизонтали, либо по вертикали) площади двух полученных кусков должны быть пропорциональны числам 1 и pieces – 1, или 2 и pieces – 2 и так далее. То есть после первого разреза должны получаться два куска размером i * length / pieces на width и ((pieces – i ) * length / pieces на width, или length на i * width / pieces и length на (pieces – i) * width / pieces,  где 1  i < pieces. При этом дальше первый кусок следует делить на i кусков, а второй на pieces – i кусков.

Совершаем разрез исходного куска на две части и далее рекурсивно запускаем разрезание каждой из полученных частей. Ищем такое разрезание, при котором максимум отношения кусков является наименьшим.
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Временная оценка работы алгоритма

Пусть f(pieces) – функция, которая возвращает количество вызовов функции cut в зависимости от значения pieces.

Очевидно, что f(1) = 1, так как в этом случае сразу после вызова функции выйдем по команде return.
При pieces = 2 первый вызов функции cut будет со значением pieces = 2. Далее кусок будем стараться разделить пополам вертикальным разрезом, в результате чего дважды будет вызвана f(1). Потом попробуем совершить горизонтальный разрез, снова будет дважды вызвана f(1). Итого получим f(2) = 5 вызовов функции cut.
Пусть pieces = 3. Первый вертикальный разрез разобьет кусок на две части, первый из которых далее надо будет делить на 1 часть, а второй на 2 части. Второй вертикальный разрез также разобьет кусок на две части, первый из которых далее надо будет делить на 2 части, а второй на 1 часть. Аналогичное количество вызовов функции следует произвести при горизонтальных разрезах. Итого

f(3) = 1 + 2 * ( (f(1) + f(2) ) +  (f(2) + f(1)) ) = 1 + 2 * 2 * (1 + 5) = 25

В общем случае f(n) = 1 + 
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Например:

f(4) = 1 + 
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 = 1 + 4 * (1 + 5 + 25) = 125,

f(5) = 1 + 
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Докажем методом математической индукции, что f(n) = 5n-1.

База индукции. f(1) = 50 = 1.
Шаг индукции. f(n) = 1 + 
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Временная оценка работы программы составляет O(5pieces).
1512. Последовательность Фарея

Последовательность Фарея n-го порядка можно задать следующим образом:

Fn = 
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Дробь 0 / n считаем нулевым элементом в Fn.

Последовательность Фарея порядка n + 1 можно построить из последовательности порядка n по следующему правилу:

· Копируем все элементы последовательности порядка n.

· Если сумма знаменателей в двух соседних дробях последовательности порядка n дает число не большее, чем n + 1, то вставляем между этими дробями их медианту, равную отношению суммы их числителей к сумме знаменателей.

Начиная с F1 = {0/1, 1/1}, будем рекурсивно строить F2, F3, …, Fn. То есть брать две соседние дроби a / b и c / d и записывать между ними медианту (a + c) / (b + d), если b + d ≤ n. Рекурсивно сгенерируем все элементы Fn вплоть до k-го, который и выведем.

Последовательность Фарея порядка n содержит все элементы последовательности Фарея порядка n – 1, а также все несократимые дроби со знаменателями, равными n. Последних имеется в точности φ(n). Обозначив через Ln длину последовательности Fn, получим рекуррентное соотношение: Ln = Ln-1 + φ(n). Решаем его, учитывая что L1 = 2 (так как F1 = {0/1, 1/1}), получим:

Ln = 1 + 
[image: image131.wmf](
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Например, L1 = 1 + φ(1) = 1 + 1 = 2, L4 = 1 + φ(1) + φ(2) + φ(3) + φ(4) = 1 + 1 + 1 + 2 + 2 = 7.

Множество всех неотрицательных дробей можно построить при помощи дерева Штерна – Брокко:
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Для получения последовательности Фарея Fn необходимо взять множество дробей, получаемое при построении дерева Штерна-Броко на бесконечной итерации, и оставить в нем только те дроби, знаменатели которых не превосходят n, а числители не превосходят знаменатели.

Пример. Рассмотрим процесс построения F5 из F4:
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1513. Прямой, центрированный и обратный порядок

Корень дерева (обозначим его через A) содержится в начале последовательности прямого обхода. Пусть последовательность прямого обхода имеет вид Ax2x3…xn, центрированного –  y1y2…ykAyk+2…yn. В центрированном обходе ищем корень A. Тогда левое поддерево содержит вершины y1y2…yk (всего k вершин), а правое yk+2…yn.

Пример. Структура дерева для третьего теста имеет вид:
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1514. Истина, спрятанная в рекуррентности

Рассмотрим все n - цифровые числа в системе исчисления с основанием k (включая числа с ведущими нулями). Общее их количество равно kn. Пусть f(n, r) – количество таких чисел, сумма цифр которых равна r. Тогда

f(n, r) = f(n – 1, r) + f(n – 1, r – 1) + … + f(n – 1, r – k + 1) = 
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Минимальная сумма цифр для таких чисел равна 0, максимальная (k – 1) * n.  Просуммировав значения f(n, r) для r от 0 до (k – 1) * n, получим общее количество n - цифровых чисел в системе исчисления с основанием k, то есть kn. 

Таким образом x = kn (mod 10t). Поскольку t < 10, то при вычислении модулярной экспоненты достаточно использовать беззнаковый 64-битный целочисленный тип.

Пример. Для первого теста имеет место равенство: 12341234 (mod 104) = 736.

1515. Повторяющийся Иосиф

Пусть n – количество людей в круге. Обозначим через f(n) номер последнего уцелевшего. Положим f(1) = 1. 

Если n = 2k – четное, то после прохода первого круга будут удалены люди с четными номерами: 2, 4, ..., 2k. Останутся люди с нечетными номерами, а отсчет продолжаем с номера 1. Это все равно, что если бы у нас было k людей, а номер каждого удвоился и уменьшился на 1. То есть получим соотношение f(2k) = 2 f(k) – 1.
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Если n = 2k + 1 – нечетное, то после прохода первого круга будут удалены люди с четными номерами 2, 4, ..., 2k, а жертва с номером 1 уничтожается сразу же после жертвы с номером 2k. Остается k людей с номерами 3, 5, 7, …, 2k + 1. Это все равно, что люди занумерованы от 1 до k, только номер каждого удвоился и увеличился на 1. Получаем соотношение: f(2k + 1) = 2 f(k) + 1.


Объединяя полученные соотношения, получим рекуррентность (1):

f(1) = 1

f(2k) = 2 f(k) – 1, k  1

f(2k + 1) = 2 f(k) + 1, k  1

Составим таблицу первых значений f(n).

	n
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	f(n)
	1
	1
	3
	1
	3
	5
	7
	1
	3
	5
	7
	9
	11
	13
	15
	1


Если сгруппировать значения n по степеням 2, то в каждой группе f(n) будет всегда начинаться с 1, а затем увеличиваться на 2. Если записать n в виде n = 2m + l, где 2m – наибольшая степень 2, не превосходящая n, а l – то что останется, то решение рекуррентного соотношения должно быть следующим:
f(2m + l) = 2l + 1, где m ≥ 0, 0 ≤ l < 2m    (2)
Последнее неравенство справедливо, так как l = n – 2m < 2m+1 – 2m  = 2m.
Доказательство последнего соотношения проведем по индукции по m.

База индукции. При m = 0 получим l = 0, откуда f(1) = 1.
Шаг индукции. Имеем m > 0. Индуктивный шаг следует провести как для четного, так и нечетного значения l. Если l четно, то
f(2m + l) = 2 f(2m-1 + l / 2) – 1 = 2 (2 l / 2 + 1) – 1 = 2l + 1
Если l нечетно, то
f(2m + l) = 2 f(2m-1 + (l – 1) / 2) + 1 = 2 (2 (l – 1) / 2 + 1) + 1 = 2l + 1
Из рекуррентности (1), например, следует соотношение f(2k + 1) – f(2k) = 2.

Пример. f(100) = f(26 + 36) = 2 * 36 + 1 = 73, f(73) = f(26 + 9) = 2 * 9 + 1 = 19.

Теорема. Значение f(n) получается путем циклического сдвига двоичного представления числа n влево на один бит. Например, f(100) = f(11001002) = 10010012 = 73, f(73) = f(10010012) = 100112 = 19.
Доказательство. Рассмотрим бинарное представление числа 

n = bmbm-1…b1b0 = 1bm-1…b1b0 (первый бит bm обязательно равен 1)
Если n = 2m + l, то l = 0bm-1…b1b0. Тогда 2l + 1 = bm-1…b1b01. Исходя из равенства f(2m + l) = 2l + 1, получим

f(1bm-1…b1b0) = bm-1…b1b01 или f(bmbm-1…b1b0) = bm-1…b1b0bm,
что и требовалось доказать.

Многократное применение функции f порождает последовательность убывающих значений, достигающих неподвижной точки n такой что f(n) = n. Число n будет состоять из одних единиц со значением 2v(n) – 1, где v(n) – количество единиц в бинарном представлении числа n.

Пример. Рассмотрим входные данные для второго теста. При n = 13 последовательно будут казнены 2, 4, 6, 8, 10, 12, 1, 5, 9, 13, 7, 3. Выживет номер 11. Он не равен 13 (количеству людей в раунде), поэтому следует повторить процедуру. Для n = 11 казнены будут 2, 4, 6, 8, 10, 1, 5, 9, 3, 11. Выживет человек с номером 7, равным n. При n = 7 выживет номер 7. После первой итерации проведено еще 2 повторения процедуры казни.

f(13) = f(11012) = 10112 = 11, f(11) = f(10112) = 1112 = 7, f(7) = 7. 
1516. Создание двоичного дерева поиска
Полное бинарное дерево высоты h содержит 1 + 2 + 4 + … + 2h-1 = 2h - 1  вершин. Если n  2h, то искомого дерева не существует. Иначе будем строить такое дерево, в котором будет по максимуму заполняться правое поддерево. 

Пусть следует расположить в дереве поиска высоты не более h числа от a до b. Тогда в правом поддереве высоты h – 1 следует расположить 2h-1 – 1 элементов, а число d = b – 2h-1 + 1 следует расположить в корне. Числа от a до d – 1 располагаем в левом поддереве, а числа от d + 1 до b в правом. 
Если d < a, то в левом поддереве чисел не будет и в таком случае положим d = a. 
Пример. Рассмотрим второй пример, где n = 6, h = 3. Дерево высоты 3 может содержать до 23 – 1 = 7  вершин. В корне дерева расположим число d = 6 – (22 – 1) = 3. Рекурсивно вставляем числа от 1 до 2 в левое поддерево и числа от 4 до 6 в правое. Получим последовательность 3 1 2 5 4 6.
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1517. Простое сложение

Приведенная в условии функция f(n) находит последнюю ненулевую цифру числа n. Обозначим через 

g(p) = 
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Тогда S(p, q) = g(q) – q(p – 1). Для вычисления функции g(p), суммы последних значащих цифр для чисел от 1 до p, разобьем числа от 1 до p на три множества (операция деления ‘/’ является целочисленной):
1. Числа от (p / 10) * 10 + 1 до p;
2. Числа от 1 до (p / 10) * 10, не оканчивающиеся нулем;
3. Числа от 1 до (p / 10) * 10, оканчивающиеся нулем;
Например, при p = 32 к первому множеству отнесутся числа 31, 32, ко второму 1, …, 9, 11,  …, 19, 21, …, 29, к третьему 10, 20, 30.
Сумма последних значащих цифр в первом множестве равна 1 + 2 + … + p mod 10 = t * (t + 1) / 2, где t = p mod 10. Во втором множестве искомая сумма равна p / 10 * 45, так как сумма всех цифр от 1 до 9 равна 45, а число полных десятков равно p / 10. Требуемую сумму для третьего множества найдем рекурсивно: она равна g(p / 10). Получим рекуррентность:

g(p) = 
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g(0) = 0
Пример. При p = 32 к первому множеству отнесутся числа 31, 32, ко второму 1, …, 9, 11,  …, 19, 21, …, 29, к третьему 10, 20, 30. Значение t = 32 mod 10 = 2.
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g(32) = 
[image: image142.wmf]2

3

2

×

 + 
[image: image143.wmf]3

45

×

 + 
[image: image144.wmf](

)

3

g

 = 3 + 135 + (1 + 2 + 3) = 144

1518. Разбиение треугольника

Два треугольника считаются подобными (принадлежат одному стилю), если отношения их сторон одинаковы. Стилем треугольника со сторонами (a, b, c) будем называть пару 
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. Тогда два треугольника будут подобными, если их стили одинаковы.

Промоделируем процесс разрезания треугольников медианами, запоминая их стили. Если на очередном шаге получим треугольник уже имеющегося стиля, то дальше его разрезать не будем. Поскольку по условию задачи стилей не больше 100, то и число разрезаний будет удовлетворять этому условию.

Для каждого треугольника отсортируем длины его сторон: a ≤ b ≤ c. То есть самой длинной стороной бедет с. Длина медианы, проведенной к ней, равна
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Таким образом, треугольник со сторонами (a, b, c) будет разрезан на два треугольника со сторонами (a, m, c/2) и (b, m, c/2).

1519. Коды Грея

Запишем рекурсивную функцию find(n, k), которая будет находить число в k - ой позиции последовательности кодов Грея длины n. Если значение k лежит в первой части последовательности (k < 2n-1, так как позиции нумеруются с нуля), то следует искать число, стоящее в k - ой позиции кодов Грея длины n – 1. Иначе воспользуемся симметрией при построении кодов Грея: результат будет равен 2n-1 плюс число, стоящее в (2n –  k – 1) - ой позиции кодов Грея длины n – 1.
Таким образом find(n, k) = 
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1520. Нечетные делители

Если число n нечетное, то f(n) = n. Если число n четное, то f(n) = f(n / 2). 

Пусть g(n) = f(1) + f(2) + ... + f(n).
Разобьем множество натуральных чисел от 1 до n на два подмножества: нечетных ODD = {1, 3, 5, …, 2k – 1} и четных EVEN = {2, 4, 6, …, 2l} чисел. Предполагаем, что среди натуральных чисел от 1 до n имеется в точности k = 
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Тогда f(1) + f(3) +  f(5) + ... + f(2k – 1) = 1 + 3 + 5 + … + (2k – 1) = 
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 = k2. 
В то же время f(2) + f(4) +  f(6) + ... + f(2l) = f(1) + f(2) +  f(3) + ... + f(l) = g(l) = 
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Таким образом g(n) = k2 + 
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Пример. Рассмотрим первый тест: g(7) = 
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 = 16 + g(3) = 16 + 
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 = 16 + 4 + g(1) = 16 + 4 + 1 = 21.

1554. Запрещенные строки

Занесем в rep[i] количество незапрещенных строк длины i, у которых две последние буквы одинаковы. В ячейке nonrep[i] будем хранить число незапрещенных строк длины i, у которых две последние буквы разные. Ответом на задачу будет значение rep[n] + nonrep[n].

Вычислим непосредственно значения ячеек: 

rep[1] = 0, rep[2] = 3 (AA, BB, CC),

nonrep[1] = 3 (A, B, C), nonrep[2] = 6 (AB, AC, BA, BC, CA, CB)

Вычисление rep[i]. На место i - ой буквы необходимо ставить ту же букву, которая стоит на (i – 1) - ом  месте.

rep[i] = rep[i – 1] + nonrep[i – 1]

Вычисление nonrep[i]. Если (i – 1) - ая и (i – 2)  - ая буквы одинаковы, то на i - ое место можно поставить любую из двух букв, не совпадающую с ней. Если (i – 1) - ая и (i – 2)  - ая буквы разные, то (i – 1) - ую букву продублировать в качестве i - ой нельзя, нельзя поставить на i - ое место букву, отличную от (i – 1) - ой и (i – 2)  - ой. Поэтому в этом случае на i - ое место следует ставить (i – 2) - ую букву.

nonrep[i] = 2 * rep[i – 1] + nonrep[i – 1]

Например, ячейки массивов rep и nonrep будут содержать следующие значения:

	i
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	rep[i]
	0
	0
	3
	9
	21
	51
	123
	297

	nonrep[i]
	0
	3
	6
	12
	30
	72
	174
	420


2523. Строки Фибоначчи

Пусть fib(i) – i-ое число Фибоначчи. Используя тот факт, что sn = sn-1 + sn-2, будем искать подстроку стоящую на позициях [m … m + l] либо в sn-1, либо в sn-2, либо на их пресечении – то есть искомая подстрока является конкатенацией суффикса sn-1 и префикса sn-2.

3326. Создание Бинарного Дерева Поиска

Имеется бинарное дерево поиска с n вершинами. Необходимо найти количество последовательностей (порядков вставки вершин), которые образуют такую же структуру. Поскольку вершины дерева могут принимать m значений, а само дерево содержит только n вершин (n ≤ m), то имеется 
[image: image158.wmf]n
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 вариантов выборки этих n значений.

Рассмотрим некоторую последовательность вставок, которая генерирует дерево с корнем v. Пусть левое поддерево корня имеет nLeft вершин, а правое nRight вершин. Естественно, что корень v дерева всегда находится в начале последовательности. Метки вершин, попадающие в левое поддерево, объединим в список А. Метки вершин правого поддерева  объединим в список B. Рассмотрим nLeft + nRight чисел последовательности без корня v. Между собой числа из разных списков можно переставлять как угодно (нельзя менять относительный порядок чисел одного списка), при этом структура дерева будет получаться одна и та же. То есть 
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 различных последовательностей образуют одну и ту же структуру.

Остается для каждой вершины дерева посчитать количество вершин в ее левом и правом поддереве. После чего перемножить значения 
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 для всех вершин построенного дерева. Для получения окончательного ответа следует умножить полученное произведение на 
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. Все вычисления проводятся по модулю 1,000,003.

Пример. Рассмотрим третий тест. После вставки всех вершин получим следующее дерево:
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Под каждой вершиной записано два числа: количество вершин в ее левом nLeft и правом nRight поддереве. Остается перемножить значения 
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 всех вершин, а полученное произведение еще умножить на 
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 = (4 * 2 * 1 * 1 * 1) * 6 = 48

Рассмотрим корень v = 3, список А = {1} и список B = {5, 4, 6}. Построим последовательность, первым числом которого будет 3, а далее идут числа из списков А и В. При этом будем сохранять относительный порядок чисел каждого списка. Такой последовательностью может быть одна из следующих:

	3, 1, 5, 4, 6
	3, 5, 1, 4, 6
	3, 5, 4, 1, 6
	3, 5, 4, 6, 1


Для поддерева с корнем v = 5 получим два списка А = {4} и B = {6}. Это значит, что в любой из построенных последовательностей, генерирующей требуемую структуру, можно переставлять между собой числа 4 и 6. Таким образом получим следующие последовательности:

	3, 1, 5, 4, 6
	3, 5, 1, 4, 6
	3, 5, 4, 1, 6
	3, 5, 4, 6, 1

	3, 1, 5, 6, 4
	3, 5, 1, 6, 4
	3, 5, 6, 1, 4
	3, 5, 6, 4, 1


3936. Ханойские башни

Пусть требуется перенести n дисков со стержня А на стержень B при помощи стержня C. Воспользуемся следующей рекурсивной схемой:

· перенесем n – 1 дисков со стержня А на стержень C, используя B;

· перенесем диск со стержня А на стержень B;

· перенесем n – 1 дисков со стержня C на стержень B, используя А;

5491. Муу

Ищем наименьшее k, для которого S(k) содержит n-ую букву. Далее определяем, в какой из трех частей S(k) лежит n-ая буква. Она лежит либо во второй части (посередине), либо в третьей (в этом случае положим m равным сумме длин первой и второй частей и запустим поиск (n – m)-ой буквы в S(k – 1), так как третья часть S(k) полностью совпадает с S(k – 1)).

Пример. Пусть необходимо определить n = 20 -ую букву. Поскольку длина S(2) равна 10, а длина S(3) равна 25, то 20-ая буква лежит в S(3).
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20-ая буква лежит в третьей части S(3), равной S(2). Следовательно 20-ая буква будет такой же, как и 20 – 15 = 5-ая буква S(2).

5493. Просто просуммируйте

Упростим требуемое выражение: 

Zn + Zn-1 – 2Zn-2 = Sn + Sn-1 – 2 Sn-2 + Pn  + Pn-1 – 2* Pn-2  =

(1k + 2k + 3k + ….. + nk) + (1k + 2k + 3k + ….. + (n – 1)k) –  2*(1k + 2k + 3k + ….. + (n – 2)k) +

+ (11 + 22 + 33 + …… + nn) + (11 + 22 + 33 + …… + (n – 1)n-1) –  2*(11 + 22 + 33 + …… + (n – 2)n-2) = 

= nk + 2(n – 1)k + nn + 2(n – 1)n-1
Остается вычислить сумму четырех слагаемых, взятую по модулю 10000007.

5973. Выйти из строя!

Обозначим через f(n) количество искомых способов. Очевидно, что f(1) = 1 и f(2) = 2.
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Пусть солдаты в строю пронумерованы в убывающем порядке от n до 1. Тогда выход из строя можно организовать одним из следующих трех способов:

· выходит n-ый, а все остаются на месте;

· выходит n-ый, тогда (n – 1)-ый должен остаться на месте. После чего рекурсивно рассматривается решение для (n – 2) солдат;

· n-ый остается на месте. Тогда рекурсивно решаем задачу для (n – 1) солдата;

Таким образом получили рекуррентное соотношение:
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РЕАЛИЗАЦИЯ ЗАДАЧ

273. Возведение в степень

Воспользуемся 64 битовым целочисленным типом long long. Вычисляем результат при помощи цикла и выводим его.

scanf("%lld %lld %lld",&a,&b,&m);

for(res = i = 1; i <= b; i++)

  res = (res * a) % m;

printf("%lld\n",res);

324. Числа

Функция sum вычисляет сумму цифр числа x.
long long sum (long long x)

{

  return (x <= 0) ? 0 : x % 10 + sum(x / 10);

}

Реализация функции f(x).
long long f(long long x)

{

  if (x <= 0) return 0;

  long long res = x / 10 * 45;

  long long temp = x % 10;

  res = res + 10 * f(x / 10 - 1) + (temp + 1) * sum(x / 10) + 

        temp * (temp + 1) / 2;

  return res;

}

Основная часть программы. Читаем входные данные. Вычисляем и выводим ответ.

scanf("%lld %lld",&a,&b);

res = f(b) - f(a - 1);

printf("%lld\n",res);

1007. Числовая система Штерна-Броко

Пусть искомая дробь m / n находится между дробями a1 / b1 и a2 / b2. В зависимости от того, лежит ли она правее или левее медианты (a1 + a2) / (b1 + b2), будем сдвигать левую или правую границу текущего интервала функции farrey.

void farrey(int a1, int b1, int a2, int b2)

{

  if (n < b1 + b2) return;

  if ((m == a1 + a2) && (n == b1 + b2)) return;

Выражение m / n < (a1 + a2) / (b1 + b2) эквивалентно m * (b1 + b2) < n * (a1 + a2).

  if (m * (b1 + b2) < n * (a1 + a2))

    printf("L"), farrey(a1,b1,a1+a2,b1+b2);

  else

    printf("R"), farrey(a1+a2,b1+b2,a2,b2);

}

Основная часть программы. Читаем входные данные. Запускаем функцию генерации всех дробей, начиная с (0/1, 1/0).

while(scanf("%d %d",&m,&n), !((m == 1) && (n == 1)))

{

  farrey(0,1,1,0);

  printf("\n");

}

1121. A^B mod C

Работать будем с беззнаковым 64-битовым целочисленным типом.

typedef unsigned long long ull;
Умножение двух 63-битовых чисел, взятое по модулю: ab mod c. Во избежании реализации длинной арифметики, мы можем воспользоваться при умножении только одним дополнительным 64-ым битом.
Пусть b1b2b3…bk – двоичное представление числа b. Тогда произведение ab можно расписать как сумму abk + 2abk-1 + 4abk-2 + … + 2k-1ab1.
ull mult(ull a, ull b, ull c)

{

  ull res = 0;

  a = a % c;

  while(b)

  {

    if (b & 1)

    {

      res += a;

      if (res > c) res -= c;

    }

    a <<= 1;

    if (a > c) a -= c;

    b >>= 1;

  }

  return res;

}

Вычисление ab mod c согласно приведенной в анализе задачи рекуррентности.
ull pow(ull a, ull b, ull c)

{

  ull temp;

  if (b == 0) return 1;

  temp = pow(a,b/2,c);

  if (b % 2 == 0)

    return mult(temp,temp,c);

  else

    return mult(mult(temp,temp,c),a,c);

}

Основная часть программы.

while(scanf("%llu %llu %llu",&a,&b,&c) == 3)

{

  a = a % c;

  if (a == 1) res = 1; else res = pow(a,b,c);

  printf("%llu\n",res);

}

1207. Корень, логарифм, синус

Значения xi будем хранить в массиве x.

#define MAX 1000001

int x[MAX];

Функция eval(n) вычисляет значение xn.

int eval(int n)

{

  int a, b, c;

Если xn уже вычислено (x[n] ≠ -1), то просто возвращаем его.

  if (x[n] != -1) return x[n];

Вычисляем рекурсивно первое, второе и третье слагаемое.

  a = eval((int)(n - sqrt(1.0*n)));

  b = eval((int)(log(1.0 * n)));

  c = eval((int)(n * sin(1.0 * n) * sin(1.0 * n)));

Вычисляем, запоминаем и возвращаем значение xn.

  return x[n] = (a + b + c) % 1000000;

}

Основная часть программы. Положим x[i] = -1, если xi не вычислено. Читаем входное значение n и выводим ответ.

memset(x,-1,sizeof(x)); x[0] = 1;

while(scanf("%d",&n), n != -1)

  printf("%d\n",eval(n));
1212. Бесконечная последовательность 2

Для хранения значений Ai (i < 5000000) объявим массив m.

#define MAX 5000000

long long m[MAX];

Функция calc вычисляет значение An.

long long calc(long long n, long long p, long long q, 

               long long x, long long y)

{

  long long temp;

Если n  0, то An = 1.

  if (n <= 0) return 1;

Если n < 5000000 и значение m[n] уже вычислено (не равно нулю), то возвращаем его.

  if ((n < MAX) && m[n]) return m[n];

  temp = calc(n/p-x,p,q,x,y) + calc(n/q-y,p,q,x,y);

Если n < 5000000, то запоминаем An в массиве m чтобы избежать в дальнейшем повторных вычислений.

  if (n < MAX) m[n] = temp;

  return temp;

}

Основная часть программы. Читаем входные данные, вычисляем и выводим ответ.

scanf("%lld %lld %lld %lld %lld",&n,&p,&q,&x,&y);

res = calc(n,p,q,x,y);

printf("%lld\n",res);

1343. Плохая подстрока

Значения функции f(i) будем запоминать в ячейках f[i].

#define MAX 46

long long f[MAX];

Вычислим значения f(i) (0 ≤ i ≤ MAX) по приведенной в анализе алгоритма формуле.

f[0] = 1; f[1] = 3;

for(i = 2; i < MAX; i++)

  f[i] = 3 * f[i-1] - f[i-2];

Прочитаем входное значение n и выведем результат.

scanf("%d",&n);

printf("%lld\n",f[n]);

1511. Разрезание торта

Функция cut возвращает наименьшее возможное максимальное значение отношения сторон полученных pieces кусков в результате разрезания прямоугольника длины length и ширины width.

double cut(double length, double width, int pieces)

{

  double temp, res = 1e100;

  int i;

Если pieces равно 1, то возвращаем отношение сторон текущего куска.

  if (pieces == 1) return max(length,width) / min(length,width);

Совершаем вертикальный разрез торта на две части, каждая из которых дальше будет делиться на i и pieces – i кусков.

  for(i = 1; i < pieces; i++)

  {

    temp = max(cut(i * length / pieces,width,i),

               cut((pieces - i) * length / pieces,width,pieces - i));

    if (temp < res) res = temp;

  }

Совершаем горизонтальный разрез торта на две части, каждая из которых дальше будет делиться на i и pieces – i кусков.

  for(i = 1; i < pieces; i++)

  {

    temp = max(cut(length,i * width / pieces,i),

               cut(length,(pieces - i) * width / pieces,pieces - i));

    if (temp < res) res = temp;

  }

  return res;

}
Основной цикл программы.

while(scanf("%d %d %d",&length, &width, &pieces) == 3)

{

  double res = cut(length,width,pieces);;

  printf("%.4lf\n",res);

}

Временная оценка работы алгоритма

Пусть f(pieces) – функция, которая возвращает количество вызовов функции cut в зависимости от значения pieces.

Очевидно, что f(1) = 1, так как в этом случае сразу после вызова функции выйдем по команде return.
При pieces = 2 первый вызов функции cut будет со значением pieces = 2. Далее кусок будем стараться разделить пополам вертикальным разрезом, в результате чего дважды будет вызвана f(1). Потом попробуем совершить горизонтальный разрез, снова будет дважды вызвана f(1). Итого получим f(2) = 5 вызовов функции cut.
Пусть pieces = 3. Первый вертикальный разрез разобъет кусок на две части, первый из которых далее надо будет делить на 1 часть, а второй на 2 части. Второй вертикальный разрез также разобъет кусок на две части, первый из которых далее надо будет делить на 2 части, а второй на 1 часть. Аналогичное количество вызовов функции следует произвести при горизонтальных разрезах. Итого

f(3) = 1 + 2 * ( (f(1) + f(2) ) +  (f(2) + f(1)) ) = 1 + 2 * 2 * (1 + 5) = 25

В общем случае f(n) = 1 + 
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Например:

f(4) = 1 + 
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f(5) = 1 + 
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Докажем методом математической индукции, что f(n) = 5n-1.

База индукции. f(1) = 50 = 1.
Шаг индукции. f(n) = 1 + 
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Временная оценка работы программы составляет O(5pieces).

1512. Последовательность Фарея

Функция farey генерирует все дроби последовательности Фарея Fn, лежащие в интервале от a1 / b1 до a2 / b2 (не включительно) согласно следующей схеме:
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Как только будет сгенерирована k-ая дробь, выводим ее, устанавливаем flag = 1 и выходим из функции.

void farey(int a1, int b1, int a2, int b2)

{

  if (n < b1 + b2) return;

  farey(a1,b1,a1+a2,b1+b2);

  if (flag) return;

  if (k == 1)

  {

    printf("%d/%d\n",a1+a2,b1+b2); flag = 1;

    return;

  }

  k--;

  farey(a1+a2,b1+b2,a2,b2);

}

Основная часть программы. Генерируем все дроби из Fn, начиная с интервала (0/1, 1/1). Как только будет сгенерирована k-ая дробь, выводим ее и останавливаем дальнейший процесс генерации. Если по окончанию работы функции farey flag = 0, то это означает, что k-ой дробью является 1/1.

while(scanf("%d %d",&n,&k) == 2)

{

  flag = 0; farey(0,1,1,1);

  if (!flag) printf("1/1\n");

}

1513. Прямой, центрированный и обратный порядок

В символьных массивах pre_order и in_order будем хранить последовательность вершин при прямом и центрированном обходе дерева.

char pre_order[53],in_order[53];

Пусть последовательность вершин при прямом обходе некоего поддерева содержится в ячейках от pre_order[prea] до pre_order[preb], а при центрированном – в ячейках от in_order[ina] до in_order[inb]. Тогда функция post_order напечатает это поддерево в обратном порядке.

void post_order(int ina, int inb, int prea,int preb)

{

  int lsize,rt_in;

  char root;

  if (ina == inb) return;

  root = pre_order[prea];

  for(rt_in = ina; rt_in < inb; rt_in++)

    if (in_order[rt_in] == root) break;

  lsize = rt_in - ina;

  post_order(ina,rt_in,prea+1,prea+lsize);

  post_order(rt_in+1,inb,prea+1+lsize,preb);

  printf("%c",root);

}

Читаем число тестов n. Для каждого теста читаем количество вершин дерева d и последовательность вершин при прямом и центрированном обходе дерева. Запускаем процедуру post_order, которая и выводит искомый обратный порядок вершин.

scanf("%d",&n);

for(i = 0; i < n; i++)

{

  scanf("%d %s %s",&d,pre_order,in_order);

  post_order(0,strlen(pre_order),0,strlen(in_order));

  printf("\n");

}

Линейный алгоритм

Можно достигнуть линейности по времени работы алгоритма, если за константу по времени мы сможем находить корень в центрированном обходе. Для этого перепишем основную часть программы, добавив препроцессинг.

scanf("%d",&tests);

for(i = 0; i < tests; i++)

{

  scanf("%d %s %s",&n,pre_order,in_order); Len = strlen(pre_order);

  for (char j = 0; j < n; j++) Positions[in_order[j]] = j;

  post_order(0,0,Len);

  printf("\n");

}

Равенство Positions[c] = i означает, что символ с ASCII кодом c находится в массиве in_order в ячейке с номером i. Такой препроцессинг возможен, так как все вершины дерева имеют разные метки.

Функция post_order выводит обратный обход дерева. Ей на вход передаются индексы начала прямого и центрированного обходов, а также количество вершин Length в текущем дереве.

void post_order(int LeftPreOrder, int LeftInOrder, int Length)

{

  if (!Length) return;

Корень дерева Root находится в центрированном обходе в позиции pos. Количество вершин в левом поддереве newLength равно pos – LeftInOrder, в правом Length – newLength – 1.

  int Root = pre_order[LeftPreOrder];

  int pos = Positions[Root];

  int newLength = pos - LeftInOrder;

Запускаем рекурсивный обход левого и правого поддерева. После чего выводим значение корня Root.

  post_order(LeftPreOrder+1,LeftInOrder,newLength);

  post_order(LeftPreOrder+newLength+1,pos+1,Length-newLength-1);

  printf("%c",Root);

}

1514. Истина, спрятанная в рекуррентности

При вычислении используем беззнаковый 64-битовый целый тип unsigned long long.
Функция вычисления kn mod m с оценкой сложности O(log2n):

unsigned long long PowMod(unsigned long long x, unsigned long long y, 

                          unsigned long long n)

{

  if (!y) return 1;

  if (y & 1) return (x * PowMod((x * x) % n, y / 2, n)) % n;

  return PowMod((x * x) % n, y / 2, n);

}

Читаем входные значения k, n, t, вычисляем m = 10t. Находим x = kn (mod 10t) = (k mod m)n (mod 10t). Поскольку k < 1019, то во избежание переполнения перед вызовом функции powmod следует найти остаток от деления k на m. Таким образом значение первого аргумента k функции powmod будет не более 109 и при вычислении k * k не будет переполнения. Выводим результат с номером теста cs.

int cs = 1;

while(scanf("%llu %llu %llu",&k, &n, &t), k + n + t)

{

  m = 1; for(i = 0; i < t; i++) m *= 10;

  res = powmod(k % m,n,m);

  printf("Case #%d: %lld\n",cs++,res);

}
1515. Повторяющийся Иосиф

Функция last по первоначальному количеству людей n в круге возвращает номер уцелевшего согласно рекуррентному соотношению.

int last(int n)

{

  if (n == 1)   return 1;

  if (n%2 == 0) return 2 * last(n / 2) - 1;

           else return 2 * last((n - 1) / 2) + 1;

}

Переменная r содержит количество повторений процедуры казни (изначально r = 0). По заданному входному n ищем номер уцелевшего k. Если он не равен n, то повторяем в цикле процедуру казни. 

scanf("%d",&tests);

for(i = 1; i <= tests; i++)

{

  scanf("%d",&n); r = 0;

  while ((k = last(n)) != n) r++, n = k;

  printf("Case %d: %d %d\n",i,r,n);

}

1516. Создание двоичного дерева поиска
Функция find располагает в дереве поиска высоты не более h числа от a до b и выводит их. Число d = b – 2h-1 + 1 располагаем в корне, числа от a до d – 1  располагаем в левом поддереве, числа от d + 1 до b в правом. Если правое поддерево будет заполнено не полностью, то d < a. В таком случае левое поддерево будет пустым, в корне расположим d = a, а числа от a + 1 до b вставим в правое поддерево. Обработку заканчиваем, как только правый конец интервала станет меньше левого (a > b).
void find(int a, int b, int h)

{

  int d = b - (1 << (h-1)) + 1;

  if (a > b) return;

  if (d < a) d = a;

  printf(" %d",d);

  find(a,d-1,h-1);

  find(d+1,b,h-1);

}

Последовательно читаем входные значения n и h, печатаем номер теста. Проверяем, существует ли искомое дерево: выводим ‘Impossible.’, если n  2h. Иначе выводим искомую последовательность вершин, вызвав функцию find(1, n, h).

  while(scanf("%d %d",&n,&h), n+h)

  {

    printf("Case %d:",cs++);

    if (n >= 1 << h) printf(" Impossible.");

    else find(1,n,h);

    printf("\n");

  }
1517. Простое сложение

Поскольку выполняется обработка 32-битовых знаковых чисел, то для избежания переполнения при вычислениях используем тип long long.

long long p, q;

Функция g(p) вычисляет сумму значений функции f(n) для значений аргумента n от 1 до p.

long long g(long long p)

{

  long long t = p % 10;

  if (!p) return 0;

  return t * (1 + t) / 2 + p / 10 * 45 + g(p / 10);

}

Значение функции S(p, q) считаем как g(q) – q(p – 1).
long long s(long long p, long long q)

{

  return g(q) - g(p - 1);

}

Основной цикл программы. Для каждой пары чисел p и q выводим значение s(p, q).

  while(scanf("%lld %lld",&p,&q), p + q >= 0)

    printf("%lld\n",s(p,q));
1518. Разбиение треугольника

Стиль i-го треугольника будем запоминать в паре (y[i], z[i]). В переменной ptr будем подсчитывать количество стилей.

double y[101],z[101];

int ptr;

Добавление треугольника со сторонами (x1, y1, z1) в базу стилей. Если его стиль уже встречался ранее, то ничего не делаем. Иначе заносим пару 
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  в (y[ptr], z[ptr]).

int add(double x1, double y1, double z1)

{

  int i;

  y1 = y1 / x1; z1 = z1 / x1;

  for(i = 0; i < ptr;i++)

    if ((fabs(y1 - y[i]) < 0.000001) && (fabs(z1 - z[i]) < 0.000001)) 

       return 0;

  y[ptr] = y1; z[ptr] = z1; ptr++;

  return ptr;

}

Разбиваем треугольник со сторонами (a, b, c) на два со сторонами (a, m, c/2) и (b, m, c/2). Перед разбиением сортируем стороны в неубывающем порядке. Рекурсивно запускаем разбиение полученных треугольников.

void triangle(double a, double b, double c)

{

  double temp[3], m;

  temp[0] = a; temp[1] = b;  temp[2] = c;

  sort(temp,temp+3);

  if(!add(temp[0],temp[1],temp[2])) return;

  m = sqrt(2*temp[0]*temp[0]+2*temp[1]*temp[1]-temp[2]*temp[2])/2;

  triangle(temp[0],m,temp[2]/2);

  triangle(temp[1],m,temp[2]/2);

}

Основная часть программы.

scanf("%d",&n);

for(test = 1; test <= n; test++)

{

  scanf("%lf %lf %lf",&a,&b,&c);

  ptr = 0; triangle(a,b,c);

  printf("Triangle %d: %d\n",test,ptr);

}

1519. Коды Грея

Функция find(n, k) находит число, которое находится в k - ой позиции последовательности кодов Грея длины n.
int find(int n, int k)

{

  if (!n) return 0;

  int temp = 1 << (n-1);

  if (k < temp) return find(n-1,k);

  return temp + find(n-1, (1 << n) - 1 - k);

}

Основной цикл программы. Читаем количество тестов tests. Для каждого теста читаем входные данные n и k. Вычисляем и выводим значение find(n, k).

scanf("%d",&tests);

while(tests--)

{

  scanf("%d %d",&n,&k);

  res = find(n,k);

  printf("%d\n",res);

}
1520. Нечетные делители

Реализация функции g приведена ниже.

long long g(long long n)

{

  long long k = (n + 1) / 2;

  if (n == 0) return 0;

  return k * k + g(n / 2);

}

Основная часть программы. Читаем значение n и выводим g(n).

while(scanf("%lld",&n) == 1)

  printf("%lld\n",g(n));

1554. Запрещенные строки

Объявим глобальные переменные.

long long rep[31], nonrep[31];

Заполняем ячейки массивов rep и nonrep согласно выше приведенным формулам.

long long countNotForbidden(int n)

{

  int i;

  rep[1] = 0; rep[2] = 3;

  nonrep[1] = 3; nonrep[2] = 6;

  for(i = 3; i <= n; i++)

  {

    rep[i] = rep[i-1] + nonrep[i-1];

    nonrep[i] = 2 * rep[i-1] + nonrep[i-1];

  }

  return rep[n] + nonrep[n];

}

Основная часть программы.

while(scanf("%d",&n) == 1)

{

  res = countNotForbidden(n);

  printf("%lld\n",res);

}

2523. Строки Фибоначчи

В массив fib занесем числа Фибоначчи.

#define MAX 44

int fib[MAX] = {0, 1};

Функция solve находит подстроку Фибоначчи sn, лежащую в позициях от Left до Right включительно. Если n = 1, то выводим соответствующую строку, состоящую из одного символа. Поскольку sn является конкатенацией строк sn-1 и sn-2, то попробуем установить, в какой из этих частей (sn-1 или sn-2) лежит искомая подстрока. При этом длины sn-1 и sn-2 нам известны (именно для этого мы и посчитали числа Фибоначчи в массиве fib).

Если Right < fib(n – 1), то искомая подстрока всецело лежит в sn-1.

Если Left ≥ fib(n – 1), то искомая подстрока полностью лежит в sn-2. При этом следует пересчитать индексы искомой подстроки, а именно вычесть из Left и Right длину sn-1.

Иначе искомая подстрока начинается в sn-1 и заканчивается в sn-2. Следует вернуть подстроку из sn-1 на позициях [Left … fib(n – 1)] и конкатенировать с подстрокой из sn-2 на позициях [0 … Right – fib(n – 1)].

string solve(int n, int Left, int Right)

{

  if (n == 1) return "b";

  if (n == 2) return "a";

  if (Right < fib[n-1]) return solve(n-1, Left, Right);

  if (Left >= fib[n-1]) return solve(n-2, Left - fib[n-1], Right - fib[n-1]);

  return solve(n-1, Left, fib[n-1]) + solve(n-2, 0, Right - fib[n-1]);

}

Основная часть программы. Вычисляем первые MAX – 1 чисел Фибоначчи. 

for(int i = 2; i < MAX; i++)

  fib[i] = fib[i-1] + fib[i-2];

Читаем входные данные. Уменьшим m на 1, так как в языке Си индексация строк начинается с нуля, а в условии задачи с единицы. Вычисляем и выводим ответ.

scanf("%d %d %d",&n,&m,&l); m--;

string res = solve(n,m,m+l-1);

puts(res.c_str());

3326. Создание Бинарного Дерева Поиска

Объявим вспомогательные константы.

#define MOD 1000003

#define MAX 1001

Вершина дерева описывается структурой tree. В переменных nLeft и nRight содержится соответственно количество вершин в левом и правом поддереве.

struct tree

{

  int data, nLeft, nRight;

  struct tree *left, *right;

} *t;

В массив cnk заносятся значения биномиальных коэффициентов: 
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long long cnk[MAX][MAX];

long long c(int n, int k)

{

  if (cnk[n][k] > 0) return cnk[n][k];

  if (n - k < k) return c(n,n-k);

  if (!k) return cnk[n][k] = 1;

  return cnk[n][k] = (c(n-1,k) + c(n-1,k-1)) % MOD;

}

Вставка новой вершины со значением data в дерево T. При вставке нового элемента в левое или правое поддерево увеличиваем в корне на единицу соответственно значение nLeft или nRight.

void insert(struct tree *&T,int data)

{

  if (!T) 

  {

    T = new tree;

    T->data = data; T->left = T->right = NULL;

    T->nLeft = T->nRight = 0;

    return;

  }

  if (data < T->data)

  {

    (T->nLeft)++; 

    insert(T->left,data); 

  }

  else 

  {

    (T->nRight)++; 

    insert(T->right,data);

  }

}

Обход дерева слева направо.

void InOrder(struct tree *t)

{

  if (!t) return;

  InOrder(t->left); 

  res = (res * c(t->nLeft + t->nRight, t->nLeft)) % MOD;

  InOrder(t->right);

}

Удаление дерева, освобождение памяти.

void Delete(struct tree *t)

{

  if (t->left != NULL) Delete(t->left); 

  if (t->right != NULL) Delete(t->right); 

  delete t;

}

Основная часть программы. Читаем входные данные. Из входной последовательности строим двоичное дерево поиска. Одновременно для каждого узла подсчитываем количество вершин в левом и правом поддереве.

scanf("%d",&tests);

while(tests--)

{

  scanf("%d %d",&n,&m);

  for(i = 0; i < n; i++)

    scanf("%d",&value), insert(t,value);

Вычисляем и выводим результат.

  res = c(m,n); InOrder(t);

  printf("%lld\n",res);

Чистим память, отведенную под построенное дерево. Переходим к следующему тесту.

  Delete(t); t = NULL;

}

3936. Ханойские башни

Функция hanoi моделирует перенос дисков со стержня from на стержень to, используя дополнительный стержень additional.

void hanoi(int n, int from, int to, int additional)

{

  if (n == 0) return;

  hanoi(n-1,from,additional,to);

  printf("%d %d\n",from,to); 

  hanoi(n-1,additional,to,from);

}

Читаем количество дисков n. Моделируем работу ханойских башен по переносу n дисков с первого стержня на  второй, используя третий.

scanf("%d",&n);

hanoi(n,1,2,3);
5491. Муу

Функция len(k) возвращает длину последовательности S(k).

int len(int k)

{

  if (k == -1) return 0;

  int x = len(k - 1);

  return x + k + 3 + x;

}

Поиск n-ой буквы в последовательности S(k).

char Solve(int n, int k)

{

Если длина S(k) меньше чем n, то следует искать n-ую букву в S(k + 1).

  if (n > len(k)) return Solve(n,k+1);

Если n не больше длины S(k – 1), то следует искать n-ую букву в S(k – 1).

  if (n <= len(k-1)) return Solve(n,k-1);

Поскольку n > len(k – 1), то n-ую букву следует искать или посередине, или во второй части S(k).

  n = n - len(k-1);

Проверим, лежит ли n-ая буква в средней части последовательности S(k).
  if (n <= k + 3)
    return (n == 1) ? 'm' : 'o';

n-ая буква находится в последней части S(k). Это все равно что искать ее в последовательности S(k – 1).
  n = n - (k + 3);

  return Solve(n,k-1); 

}

Основная часть программы. Начинаем искать n-ую букву в S(0).

scanf("%d",&n);

printf("%c\n",Solve(n,0));

5493. Просто просуммируйте

Объявим константу MOD, равную 10000007.

#define MOD 10000007

Функция PowMod возвращает значение xn mod MOD .

long long PowMod(long long x, long long n)

{

  if (!n) return 1;

  if (n & 1) return (x * PowMod((x * x) % MOD, n / 2)) % MOD;

  return PowMod((x * x) % MOD, n / 2);

}

Основная часть программы. Для каждой пары чисел вычисляем сумму nk + 2(n – 1)k + nn + 2(n – 1)n-1 по модулю MOD.

while(scanf("%lld %lld",&n,&k), n + k)

{

  res = (PowMod(n,k) + 2*PowMod(n-1,k) + PowMod(n,n) + 

                       2*PowMod(n-1,n-1)) % MOD;

  printf("%d\n",res);

}

5973. Выйти из строя!

Значения функции f(i) будем запоминать в ячейках f[i].

#define MAX 91

long long res[MAX];

Вычислим значения f(i) (0 ≤ i ≤ MAX) по приведенной в анализе алгоритма формуле.

res[1] = 1; res[2] = 2;

for(i = 3; i < MAX; i++) 

  res[i] = res[i-1] + res[i-2] + 1;

Прочитаем входное значение n и выведем результат.

scanf("%d",&n);

printf("%lld\n", res[n]);
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В конце 60-х годов под влиянием ЭВМ кибернетика окончательно сформировалась как наука физико-математического профиля с собственным предметом исследований – так называемыми кибернетическими системами.

Научный базис кибернетики пополнился теорией цифровых автоматов, основами программирования, теорией искусственного интеллекта, теорией проектирования ЭВМ, компьютерными технологиями разнообразных информационных процессов, которые обеспечили становление новой науки, получившей название "Computer Science" (компьютерная наука) в США и "информатика" в Европе.

Термин "информатика" касался науки о получении, передаче, сохранение и обработку информации. В свою очередь, ее разделяли на теоретическую и прикладную. Теоретическая информатика включала математическое моделирование информационных процессов. Прикладная информатика охватывала вопросы построения и проектирования ЭВМ, сетей, мультимедиа, компьютерные технологии информационных процессов и другие. Сегодня термин "информатика" постепенно заменяется более содержательным термином "информационные технологии", обозначающий, с одной стороны, разработку, проектирование и производство компьютеров, периферии и элементной базы для них, сетевого оборудования, алгоритмического и системного программного обеспечения, а с другой стороны – их применение в системах различного назначения.

Систематический подход к организации и развитию компьютерной инфраструктуры актуализировал необходимость подготовки кадров. Именно поэтому в Киевском университете в мае 1969 года был открыт факультет кибернетики – первый факультет соответствующего профиля в бывшем СССР, который вобрал в себя специальности компьютерного профиля.

Сегодня факультет кибернетики является крупнейшим в Киевском университете. Факультет состоит из 9 кафедр и 9 научно-исследовательских лабораторий, где работают 130 штатных преподавателей и научных (39 профессоров, докторов наук, 64 доцентов, кандидатов наук). На факультете обучается более тысячи студентов, а также около ста аспирантов и докторантов.

Цикл фундаментальных и профессионально ориентированных дисциплин, которые читаются студентам факультета кибернетики, состоит из нескольких блоков:

• математика: математический анализ, алгебра и геометрия, дискретная математика, теория вероятностей и математическая статистика, теория случайных процессов, дифференциальные уравнения; функциональный анализ, методы оптимизации, численные методы, теория алгоритмов и математическая логика, математическое моделирование, теория управления; численные методы и уравнения математической физики, теория функций комплексного переменного, модели и методы принятия решений, теория систем.

• информатика и компьютерные системы: программирование, теория программирования, практикум на ЭВМ, архитектура ЭВМ, базы данных и информационные системы, системное программирование, компьютерные сети, основы проектирования баз знаний, анализ данных, прикладные пакеты статистической обработки, компьютерная графика, интеллектуальные системы, теория вычислений, АСУ, защита информации.

• дисциплины социально-экономической направленности: математическая экономика, основы экологии; моделирование экономических, экологических и социальных процессов, эконометрика, теория экономического анализа, основы менеджмента, менеджерские системы, мировая экономика и международные экономические отношения, финансы, деньги и кредит, экономика предприятия, учет и аудит, микроэкономика, макроэкономика, маркетинг, страховое дело.
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          обеспечение систем
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прикладная математика – применение современных математических методов и средств решения научно-технических задач (кафедры вычислительной математики, моделирования сложных систем, исследование операций);

информатика – разработка архитектуры и программного обеспечения новейших компьютерных систем и комплексов, защита данных, искусственный интеллект, базы данных и знаний, применения информационных технологий в экономике и бизнесе (кафедры математической информатики, теоретической кибернетики, теории и технологии программирования);

системный анализ – использование современных информационных технологий и математического аппарата для анализа сложных систем в условиях неформального описания, неполноты информации, иерархичности и т.д. (кафедры прикладной статистики, системного анализа и теории принятия решений);

программная инженерия и программное обеспечение систем – конструирование информационно-аналитических программных систем, прежде всего для компьютерных сетей, задач мультимедиа и искусственного интеллекта, WEB-технологии, защита информации, языки программирования, распределенные системы (кафедра информационных систем).

Наши выпускники работают и проходят стажировку в ведущих компаниях мира:
Facebook, Google, Samsung, Microsoft, IBM, Yandex, EPAM Systems, Materialise
Изучи мир информационных технологий 
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вместе с факультетом кибернетики !!!
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