Поурочные планы по теме 
«Алгоритмы на графах»
Блок 1 
Тема:  Представление информации в форме графа
Цель: Познакомить учащихся с понятием графа, историей возникновения и развития теории графов, представлением информации в форме графа и представлением графа в памяти компьютера.
Тип занятий: Формирование новых знаний.

План:
I. Объяснение нового материала:

1. Вводные понятия.

2. История возникновения и развития теории графов.

3. Представление графа в памяти компьютера.

I. Объяснение нового материала:
1. Вводные понятия.

Вы имеете представление о компьютерных сетях. Компьютеры в нашем кабинете  объединены в локальную сеть.  Понятно, что сеть образуется только тогда, когда компьютеры каким-либо образом соединены между собой каналами передачи данных.

Размещение абонентов сети (подключённых к ней компьютеров или других систем автоматической обработки данных) и способ их соединения друг с другом называется конфигурацией сети. Продемонстрировать различные типы конфигураций вычислительных сетей можно, например, с помощью таких информационных моделей, как графы. 

Если вы любите решать олимпиадные задачи, тогда, наверное, не раз составляли таблицы, изображали объекты точками, соединяли их отрезками или стрелками, подмечали закономерности у полученных рисунков, выполняли над точками и отрезками операции, не похожие на арифметические, алгебраические или на преобразования в геометрии. То есть вам приходилось строить математический аппарат специально для решения задачи. А это означает, что вы открывали для себя начала теории графов.

Граф — совокупность точек, соединённых между собой линиями. Точки называют вершинами графа. Они могут изображаться точками, кружочками, прямоугольниками и пр. Линии, соединяющие вершины, называются дугами (если задано направление от одной вершины к другой) или рёбрами (если направленность двусторонняя, то есть направления равноправны).

Две вершины, соединенные ребром (дугой) называются смежными.
Вершины и рёбра графа могут характеризоваться некоторыми числовыми величинами. Например, может быть известна длина ребра или «стоимость прохождения» по нему. Такие характеристики называют весом, а граф называется взвешенным.
Граф однозначно задан, если заданы множество его вершин, множество рёбер (дуг) и указано, какие вершины с какими рёбрами (дугами) соединены и, возможно, указаны веса вершин и рёбер (дуг). Определение всех этих элементов и составляет суть формализации в этом случае. 

2. История возникновения и развития теории графов.

Исторически сложилось так, что теория графов зародилась двести с лишним лет назад именно в ходе решения головоломок. Очень долго она находилась в стороне от главных направлений исследований ученых, была в царстве математики на положении Золушки, чьи дарования раскрылись в полной мере лишь тогда, когда она оказалась в центре общего внимания. 

Первая работа по теории графов, принадлежащая известному швейцарскому математику Л. Эйлеру, появилась в 1736 г. Толчок к развитию теория графов получила на рубеже ХIX и ХХ столетий, когда резко возросло число работ в области топологии и комбинаторики, с которыми ее связывают самые тесные узы родства. Графы стали использоваться при построении схем электрических цепей и молекулярных схем. Как отдельная математическая дисциплина теория графов была впервые представлена в работе венгерского математика Кенига в 30-е годы ХХ столетия. 

В последнее время графы и связанные с ними методы исследований органически пронизывают на разных уровнях едва ли не всю современную математику. Теория графов рассматривается как одна из ветвей топологии; непосредственное отношение она имеет также к алгебре и к теории чисел. Графы эффективно используются в теории планирования и управления, теории расписаний, социологии, математической лингвистике, экономике, биологии, медицине, географии. Широкое применение находят графы в таких областях, как программирование, теория конечных автоматов, электроника, в решении вероятностных и комбинаторных задач, нахождении максимального потока в сети, кратчайшего расстояния, максимального паросочетания, проверки планарности графа и др. Как особый класс можно выделить задачи оптимизации на графах. Математические развлечения и головоломки тоже являются частью теории графов, например, знаменитая проблема четырех красок, интригующая математиков и по сей день. Теория графов быстро развивается, находит все новые приложения и ждет молодых исследователей. 
Теория графов дает простой  и мощный инструмент построения моделей и решения задач упорядочения объектов. В настоящее время существует множество проблем, где требуется построить некоторые сложные системы с помощью определенного упорядочения их элементов. Сюда относятся календарное планирование промышленного производства, задачи теории сетевого планирования и управления, тактические и логические задачи, проблемы построения систем связи и исследования процессов передачи информации, выбор оптимальных маршрутов и потоков в сетях, методы построения электрических сетей, задачи идентификации в органической химии и способы переключения переключательных схем. Таким же является большой круг экономических задач, проблемы выбора структуры социальных групп и т.д. Таким образом, область возможных применений теории графов очень широка. Комбинаторные методы нахождения нужного упорядочения объектов существенно отличаются от классических методов  анализа  поведения систем с помощью уравнений. Кроме языка теории графов, задачи упорядочения объектов можно формулировать  в терминах теории матриц с элементами ноль - один. 
С полным основанием можно сказать, что теория графов является одним из простейших  и наиболее элегантных разделов современной математики   с широкой областью применения. Имея в своей основе простейшие идеи и элементы: точки, соединенные линиями, теория графов строит из них богатое многообразие форм, наделяет эти формы интересными свойствами и в результате становится полезным инструментом при исследовании самых разнообразных систем. Кроме того, теория графов внесла большой вклад в разработку методов анализа широкого круга комбинаторных проблем. Если помимо основных чисто структурных соотношений в графе задаются  некоторые количественные характеристики  точек и линий, образующих граф, тогда вместо понятий графа можно использовать понятие сеть. В качестве примеров можно назвать электрические сети, сети выполнения работ в проектах сети потоков. При этом ребром сети ставятся в соответствие определенные количественные характеристики энергии, затрат и потока.

3. Представление графа в памяти компьютера

Определим граф G как пару (V,E), где V – конечное множество вершин, а Е – множество неупорядоченных и упорядоченных пар вершин. Мощности множеств V и E обозначим буквами N и M. (Мощность конечного множества совпадает с количеством элементов в нем.)  Неупорядоченная пара вершин называется ребром, а упорядоченная  пара – дугой. Граф, содержащий только ребра, называется  неориентированным; граф, содержащий только дуги – ориентированным или орграфом.  Единственное структурное различие между ориентированным  и неориентированным графом состоит в том, что в первом случае граничные вершины ребра  образуют упорядоченную пару, а во втором неупорядоченную.  Говорят, что ребро (U, V)  соединяет вершины U и V. Вершины, соединенные ребром, называются смежными. Ребра, имеющие общую вершину, также называются смежными. Ребро и любая  из его 2-х вершин называютя инцидентными. Каждый граф можно представить на плоскости множеством точек, соответствующих вершинам, которые соединены линиями, соответствующими ребрам и дугам. Направление дуги графа на рисунке обозначается стрелкой. В 3-х мерном пространстве любой граф можно представить таким образом, что линии не будут пересекаться. 
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рис.1

На рис.1 представлены различные изображения  одного и того же графа.

В прикладных задачах теории графов необходимость введения ориентации ребер возникает по 2-м причинам. Например, в системах городских улиц необходимо изображать улицы с одностороннем движением. При описании систем связи между людьми или машинами необходимо учитывать существенно однонаправленные устройства. С другой стороны, введение ориентации необходимо для установления системы координат и устранения неоднозначности. 

Например, при соединении электрических приборов одно направление необходимо обозначить как положительное, для того чтобы однозначно описать распределение электрического тока, хотя действительное направление может и не быть жестко ограничено.

Способы описания графа:

Выбор подходящей структуры данных для представления графа имеет принципиальное значение при разработке эффективных алгоритмов. При решении задач используются  способы описания графа: матрица инцидентности графа; матрица смежности графа; списки связи и перечня ребер.

Для хранения перечня ребер необходим 2- мерный массив Х размерности  2*М. Каждая строка массива описывает одно ребро.

Пример:
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 l1        V1    V3

 l2        V1    V2
               l3         V1   V2
               l4         V2    V3

Матрица смежности – это двумерный массив  А размерности N*N
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                                                 1, если вершины i и j - смежные

                                 A[i,j]= 

                                                  0, если вершины i и j - несмежны 
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Пример:  Данный граф можно представить в виде матрицы смежности:

                                              V1  V2    V3    V4    V5    V6    V7    V8

                V1   0      0      0      0      0      0      0      0

                                       V2   1      0      0      0      0      0      0      0

                                       V3  0      1      0      1      1      0      0      0

                                              A=   V4  0      0      0      0      1      0      0      0

                                        V5  0      1      0      0      0      0      0      0

                                        V6  0      0      0      0      0      0      1      1

                                        V7  0      0      0      0      0      0      0      1

                                        V8  0      0      0      0      0      0      0      0

Матрица инцидентности графа, имеющего n вершин и m ребер– это двумерный массив  А размерности N*M
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                         1, если j-е ребро инцидентно i-й вершине
         A[i,j]=   

                         0, если j-е ребро неинцидентно i-й вершине 

  

 e1  e2  e3  e4  e5  e6

     v1     1    0    0    0    0    0

   v2     1    1    0    0    0    1

   v3
  0    1    1    0    1    0

                 v4     0    0    1    1    0    0

                 v5     0    0    0    1    1    1

Пример.  На рис. 2 представлены различные типы конфигураций локальных вычислительных сетей (ЛВС), являющиеся информационными моделями структур ЛВС, представленными в виде графов:

• шинная конфигурация, когда к незамкнутому каналу с некоторыми интервалами подключаются отдельные абоненты (К), информация от абонента-источника распространяется по каналу в обе стороны;

• кольцевая конфигурация, когда каждый абонент непосредственно связан с двумя соседними абонентами, а информация передаётся по замкнутому кольцу, чаще всего в одну сторону;

• звездообразная конфигурация, в центре которой находится центральный коммутатор (ЦК), который последовательно опрашивает абонентов и предоставляет им право на обмен данными;

• древовидная конфигурация образуется подсоединением нескольких простых каналов связи к одному магистральному;

• полносвязная конфигурация обеспечивает выбор наиболее быстрого маршрута связи между абонентами и удобна там, где управление оказывается достаточно сложным.

Рис. 2
Различные типы 


конфигураций 
Шинная
локальных

вычислительных

сетей


Кольцевая


     Звездообразная


                                 Полносвязная

Древовидная

Задания:

1. Описать двумя способами различные типы конфигураций ЛВС.

2. Описать двумя способами  графы на рис 1.

3. Привести пример графа и описать его двумя способами.

Практическая работа.

Задание 1 Разработать программы ввода описания графа для каждого способа. Для контроля ввода обеспечить вывод каждого описания на экран монитора.

Задание 2  Разработать процедуры преобразования способов описания графа.
Задание 3. Создать граф по его матрице смежности. 

Поурочные планы по теме 
«Алгоритмы на графах»
Блок 2 
Тема блока:  Поиск в графе. 

Цель: Познакомить учащихся с алгоритмами просмотра вершин графа..
Тип занятий: Активизация и формирование новых знаний.

План:

1. Активизация знаний

2. Объяснение нового материала.

а)Поиск в глубину.

б)Поиск в ширину.

в)Деревья.

1. Активизация знаний:

Вопросы:
 

1.   Дайте определение графа.

                   2.   Какие ребра называются смежными?

       3.   Какой граф называется взвешенным?

       4.   Где в жизни можно наблюдать использование графов?

       5.   Какие способы описания графа используются?      

2. Объяснение нового материала. 
Множество алгоритмов на графе требует просмотра вершин графа.
а)  Алгоритм поиска в глубину

Идея метода

Просмотр вершин графа начинается с некоторой вершины v. Выбирается вершина u, смежная с v. Процесс повторяется с вершины u. Если на очередном шаге мы работаем с вершиной q и нет вершин, смежных с q и не просмотренных ранее  (новых ), то возвращаемся из вершины q к вершине, из которой мы попали в q. Если это вершина v, просмотр закончен. Для фиксации признака, просмотрена вершина графа или нет, требуется структура данных типа: 

Nnew: array[1..N] of  boolean;

Пример

Пусть граф описан матрицей смежности A. Просмотр начинается с первой вершины. На рис. 1а приведен исходный граф, а на рис. 1б у вершин в скобках указана очередь, в которой вершины графа просматривались в процессе поиска в глубину.



          (a)


рис. 1


 (б)

Реализация алгоритма

(Массив Nnew и A глобальные)

procedure PG(v:integer);

var j:integer;

begin

Nnew[v]:=false; write (v:3);

for  j:=1 to N do 

if (A[v,j]<>0) and  Nnew[j]  then  Pg(j);

end;

Фрагмент вызывающего алгоритма
FillChar(Nnew,SizeOf(Nnew),true);

for i:=1 to N do if   Nnew[i]   then Pg(i);

Рассмотрим нерекурсивную реализацию этого алгоритма. А-матрица смежности; Nnew – массив признаков вершин (новая/просмотренная). Номера просмотренных вершин запоминаются в стеке St, указатель стека – переменная yk.

procedure PG1(v:integer);

var St:array[1..N] of integer;

      yk:integer;

      t,j:integer;
      pp:boolean;

begin


FillChar (St,SizeOf (St), 0); yk:=0;


Inc(yk); St[yk]:=v; Nnnew[v]:=false;


while yk<>0 do
    begin  {пока стек не пуст}


t:=St[yk]; {выбор вершины из стека}


j:=0; pp:=false;

                repeat



if (A[t,j+1]<>0) and Nnnew[j+1] then pp:=true else Inc(j);


    until pp or (j>=N);

{найдена новая вершина или все вершины, связанные с данной, просмотренны}

      if pp then 

   begin

         Inc(yk); St[yk]:=j+1;

         Nnew[j+1]:=false; {добавляем вершину в стек}

   end
      else Dec(yk); {убираем вершину из стека}

      end;

end;


Работа алгоритма на примере графа приведенного выше. Первое обращение к PG(1).

	yk
	St
	Nnew
	t

	1
	1
	f    t    t   t   t   t   t   t    t 
	1

	2
	3  1
	f    t    f   t   t   t   t   t    t
	3

	3
	2  3  1
	f    f    f   t   t   t   t   t    t
	2

	2
	3  1 
	f    f    f   t   t   t   t   t    t
	3

	3
	6  3  1
	f    f    f   t   t   f   t   t    t
	6

	4
	7  6  3  1
	f    f    f   t   t   f   f   t    t
	7

	5
	5  7  6  3  1
	f    f    f   t   f   f   f   t    t
	5

	6
	4  5  7  6  3  1
	f    f    f   f   f   f   f   t    t
	4

	5
	5  7  6  3  1  
	f    f    f   f   f   f   f   t    t
	5

	6
	8  5  7  6  3  1
	f    f    f   f   f   f   f   f    t
	8

	5
	5  7  6  3  1
	f    f    f   f   f   f   f   f    t
	7

	5
	9  7  6  3  1
	f    f    f   f   f   f   f   f    f
	9

	4
	7  6  3  1
	f    f    f   f   f   f   f   f    f
	6

	3
	6  3  1
	f    f    f   f   f   f   f   f    f
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б) Алгоритм  поиска в ширину

Идея метода


Суть метода заключается в том, чтобы рассмотреть все вершины, связанные с текущей. Принцип выбора следующей текущей вершины таков: выбирается та, которая была  раньше рассмотрена. Для реализации данного принципа необходима структура данных «очередь».


Пример


На рис.2а изображен исходный граф. На рис.2б рядом с вершинами в скобках указана очередь их просмотра.




   (а)





      (б)






рис. 2


Процедура реализации данного метода.

procedure PW(v:integer);

var   Og:array[1..N] of   0..N;  {очередь}
        yk1, yk2: integer;  {указатели очереди, yk1 - запись; yk2 - чтение}

        j:integer;

begin

FillChar(Og,SizeOf(Og),0); yk1:=0;yk2:=0;  {начальная инициализация}


Inc(yk1); Og[yk1]:=v; Nnew[v]:=false; {в очередь - вершину v}


while yk2<yk1 do  {пока очередь не пуста}

       begin


Inc(yk2); v:=Og[yk2]; write (v:3);  {берем элемент из очереди}



for j;=1 to N do   {просмотр всех вершин связанных с вершиной v}




if (A[v,j}<>0) and Nnew[j] then 

         begin   {если вершина ранее не просмотрена}

              Inc(yk1); Og[yk1]:=j;  Nnew:=false;  {заносим ее в очередь}

         end;

      end;

end;

Для полноты изложения приведем реализации обоих алгоритмов, основанные на другом представлении графа — одномерном массиве списков вершин, связанных с каждой из вершин. Для этого будем использовать  такую структуру данных, как динамический связанный список. Для описания графа используется массив указателей а на начала динамических списков и массив указателей на конечные элементы списков — b (последний нужен лишь для организации поиска в ширину). В основной программе может вызваться любая из описанных процедур. При поиске в ширину в очередь будут помещаться все элементы, связанные с вершиной, находящейся в начале очереди, зато за одну операцию соединения списков. Помечаться же как обработанные вершины будут лишь при удалении из очереди.

const nmax = 500;

type ptr = ^el; (указатель на элемент списка) el = record
i: integer; next: ptr end;
var a, b: array[1..nmaxJ of ptr;
vert: array[1..nmax] of boolean;
p: ptr;
i, j, k, m, n, cnt: integer;
procedure d_f_s(v: integer);
begin
vert[v] := false;

while a[v] о nil do

{пока список вершин, связанных с v, не исчерпан} begin
if vert[a[v]^.i] then d_f_s(a[v]^.i) ;

{переходим к следующему элементу списка} a[v] := a[v]^.next
end
end;                                       
 procedure b_f_s(v: integer) ;

var p,q: ptr;
begin
vert[v] := false; 

p := a[v]; {указатель на начало очереди}

 q := b[v]; {указатель на конец очереди} 
while p о nil do {пока очередь не исчерпана}

 begin
if vert[p^.i] then begin
vert[p^.i] := false;
{добавим в очередь сразу все элементы, связанные с p^.i} 

q^ .next := а[р^.i];

q := b[p^.i];

end;
p := p^.next (меняем начало очереди) end;
end;
begin (основная программа)

readln(n); {n - количество вершин}

 for i :=l to n do a[i] := nil ;

readin(m); {m - количество ребер}

 for i := 1 to m do {считываем ребра} begin
read(j, k) ; {ребро из j в k} {добавляем элемент в список a[j]}

 new (p) ;

p^.i := k;
p^.next := a[j);
if a[j] = nil  then b[j] := p;
a[j] := p;
{добавляем элемент в список a(k]}

 new (p) ;

p^.i := j;
p^.next := a [k] ;

if a[k] = nil   then   b[k] := p;
a[k] :=p end;
{структура для описания графа создана}

(метим все вершины как непосещенные}     
   fillchar (vert, sizeof (vert), true);        

 cnt :== 0;(счетчик компонент связности) 
for i : = 1 to n do if vert[i] then 

begin
inc(cnt) ;

d_f_s(i) end;
writein(cnt) end.
 end.
Время выполнения каждой из приведенных процедур теперь составляет 0(М), то есть пропорционально количеству ребер в графе, что может дать существенный выигрыш для разреженных графов.

в) Деревья

1. Основные понятия


Деревом называют произвольный связный неориентированный граф без циклов или по другому: связный граф, содержащий N вершин и N-1 ребер. Для произвольного связного неориентированного графа G=(V,E) каждое дерево <V,T>,где   T  _  E   называют стягивающим деревом (каркасом, остовом). Ребра такого дерева называются ветвями, а остальные ребра графа – хордами.


Число различных каркасов полного связного неориентированного помеченного графа с N вершинами было впервые найдено Кэли и равно N-1.


Пример


Граф и его каркасы.



Поиск стягивающего дерева (каркаса)


Рассмотрим для алгоритма нахождения  каркаса (одного), основных на методах просмотра графа поиском в глубину и в ширину. Граф описывается матрицей смежности А, массив Nnew (array[1..N] of  boolean) служит для хранения признаков вершин. Значение  Nnew[i], равное true, говорит о том, что вершина с номером i еще не просмотрена. Для хранения ребер, образующих каркас, будем использовать структуру данных Tree (array[1..2,1..N] of integer).


Как при поиске в глубину, так  при поиске в ширину просматриваются все вершины связного графа. Использование массива Nnew обеспечивает «подключение» очередного ребра к каркасу без образования циклов. Цикл образуется, если соединить две просмотренные вершины. В нашем случае «подключается» ребро, соединяющее просмотренную вершину с непросмотренной. По логике методов поиска в глубину и в ширину строится связный граф.


Процедура для построения каркаса связного графа методом поиска в глубину:

procedure Tree_depth (v:integer); {рекурсивная процедура}

{А, Nnew, Tree, yk – глобальные}

var i:integer;

begin


Nnew[v]:=false;


for i:=1 to N do

   
     if (A[v,i]<>0) and Nnew[i] then

       begin {добавляем ветвь в каркас}

            Inc(yk); Tree[1,yk]:=v; Tree[2,yk]:=i;


Tre_Depth (i);

       end;

end;


Фрагмент алгоритма, вызывающего:

begin

    FillChar(Nnew,SizeOf(Nnew),true); yk:=0;

    Tree_Depth(1); {строим от первой вершины}

    <вывод каркаса>

end.


Построение каркаса для связного графа методом поиска в ширину.

procedure Tree_Width (v:integer); {А,  Tree, yk – глобальные структуры данных}

var Nnew: array[1..N] of boolean;

      Turn: array[1..N] of integer;

    yr,yw,i:integer;

begin


FillChar(Nnew,SizeOf(Nnew),true);


FillChar(Turn,SizeOf(Turn),0); yr:=0;yw:=0;


Inc(yw); Turn[yw]:=v; Nnew[v]:=false;


while ym<>yr do

       begin



Inc(yr); v:=Turn[yr];



for i:=1 to N do




if (A[v,i]<>0) and Nnew then



begin

         


Inc(yw); Turn[yw]:=i; Nnew[i]:=false;




Inc(yk); Tree[1,yk]:=v; Tree[2,yk]:=i;



end;

     end;

end;


Пример


На рис.3 изображен граф (3а) и его каркасы, построенные методами поиска в глубину (3б) и в ширину (3в). В круглых скобках указана очередность просмотра вершин графа при соответствующем поиске.




(а)



(б)



  (в)






рис.3

Практическая работа..

Задание 1. Муравей забрался в банку из-под сахара, имеющую форму куба. Сможет ли он последовательно обойти все рёбра куба, не проходя дважды по одному ребру? 

Задание 2. Сколько получится листков бумаги, если первоначально было m листов, некоторые листы разрезали на 5 частей, а всего было разрезано k листов? 

Задание 3. Дана карта участка реки Волошихи. Требуется обойти все 13 мостов, соединяющих острова и берега этой реки, так, чтобы каждый мост оказался пройденным не более одного раза. Возможно ли это? 

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=[Maple Math]"
Задание 4. Разработать программы поиска в глубину и поиска в ширину при различных способах описания графа.


Поурочные планы по теме 
«Алгоритмы на графах»
Блок 3 

Тема:  Эффективные алгоритмы на графах. 

Цель: Познакомить учащихся с эффективными алгоритмами на графах.

Тип занятий: Актуализация знаний и формирование новых знаний.

План:

1. Актуализация знаний.

2. Объяснение нового материала.

а) Волна на графе.

б) Поиск эйлерова пути в графе.

в) Пути в графах.

1. Актуализация знаний:

Вопросы:       1.  Что такое граф? Какие способы  описания графа вы знаете?

2. Какой граф называется неориентированным?  

3. Какой граф называется ориентированным? Приведите примеры.

4. Нарисуйте два варианта графа системы «Компьютер» содержащего следующие вершины процессор, оперативная память внешняя память, клавиатура, дисплей, принтер, а) линия связи обозначает отношение «передает информацию»  б) линия связи обозначает отношение «управляет».
5. Нарисуйте алгоритм поиска фальшивой монеты среди десяти рублевых монет.  В вашем распоряжении имеются лабораторные весы (с двумя чашечками) без гирек Известно, что фальшивая монета всего одна и она легче настоящей.
 2.  Объяснение нового материала:

а).  Волна на графе.

 
Рассмотрим задачу нахождения оптимального маршрута из одного населенного пункта в другой, при предположениях:

чтобы достигнуть конечного пункта быстрее, будем использовать самолет, а следовательно, строить авиационный маршрут. А поскольку самое неприятное в полете — это взлет и посадка, будем минимизировать их число. Таким образом, маршрут — это последовательность населенных пунктов А1 А2, ..., Аn, таких что из Ai в Ai+1можно долететь без промежуточных посадок. Мы имеем набор точек, ряд из которых являются "соседними" (в смысле беспосадочного перелета). Число соседей может быть различным у разных точек. 

Маршрутом на графе называется последовательность вершин А1, А2, ..., Аn такая, что для всех k = 1, ..., п—1 вершины Аi и аi+1 связаны ребром.

В этих терминах рассматриваемая задача об авиационном маршруте формулируется так: задан граф, в котором выделены две вершины, требуется найти маршрут, соединяющий их и содержащий наименьшее число вершин.

При изображении графа его вершины обозначаются точками, а ребра — отрезками или линиями, соединяющими вершины. Например, граф с пятью вершинами а, Ь, с, d, е и ребрами (a, b), (a, с), (b, с), (с, d) и (d, е) можно изображать так:

[image: image1.png]



Рис. 1

Простейшим способом описания графа, содержащего п вершин, является таблица смежности размера n x п. Она строится так: вершины графа перенумеровываются, и на пересечении i-й строки с j-м столбцом записывается 1, если вершины с номерами i и j связаны между собой ребром, и 0 в противном случае. Так, таблица смежности для графа, изображенного на рис. 1 с нумерацией вершин в алфавитном порядке, имеет вид:

0 1 1 0 0 

1 0 1 0 0

1 1 0 1 0 

0 0 1 0 1

0 0 0 1 0

При таком способе описания информацию о графе удобно хранить в двухмерном числовом массиве с числом строк и столбцов, равным числу вершин (таблица смежности).

К сожалению, таблица смежности неэкономна, так как в ней содержится избыточная информация, в то время как для работы с графом достаточно перечислить лишь соседние пары (которых может быть существенно меньше, чем всех пар).

Другим способом представления графов (и часто более экономичным) являются списковые структуры, в которых ссылки указывают на соседние вершины. Например, для графа, изображенного на рис. 1, списковую структуру можно взять такую, как на рис. 2


1 Поле


        2

 3
      0

            информации

2 Поле


        1

 3
      0

            информации

3  Поле


        1

 2
      4
           0

            информации

4 Поле


        3

 5
      0

            информации

5 Поле


        4

 0

            информации

Массив записей: каждый 

     Списки создаются динамически

элемент массива содержит                в процессе работы программы

имя вершины (номер) и ука-

затель на список соседних

с ней вершин. Этот массив 

создается статически (перед 

началом работы программы)




рис. 2

      Ниже приведены описание данных и процедура создания списковой структуры для представления графа:

(...)

const max_graf = 100; { максимальное число вершин графа)

type    list = ^elem;

elem = record

num : integer;

next : list;

end;

var   Graf : array(1..max_graf] of elem;

(...) 

Procedure CreateGraf (n:integer) ;

(n - число вершин графа)

 var a: integer;

sosed, sosedl : list;

begin

for i:=l to n do { для каждой вершины }

 begin
new(sosed); { выделили память для нового элемента }

graf[i].next := sosed; { ссылка на новый элемент }

Writeln ('Для элемента ‘,i,’ введите номер очередного соседа или 0’);

repeat
Readln(a) ;

sosed^.num := a; { указатель на очередного соседа }

 if а<>0 then begin

new(sosedl) ;

sosed^.next := sosedl ;

 sosed := sosedl end;

until a=0 { больше соседе нет} 

end 

end;

Покажем, как будет выглядеть процедура распространения волны.

Procedure Wave (num_begin, num_end : integer) ;

{номера вершин начала и конца пути }

var

k    : integer; { номер "фронта волны" }

num : integer; { номер текущей вершины }

flag : boolean; { признак необходимости строить очередной фронт }

beg_qu, end_qu, elem_qu : list;  {начало, конец и элемент очереди }                         

Procedure Add (num : integer; var end_qu : list ) ; { добавление элемента к очереди } 

var
е1em_qu : list;

begin
end_qu^.num:=num; { поместили элемент в конец очереди }

new (elem_qu); { выделили память под следующий элемент }

end qu^.next:=elem_qu; {присоединили новый элемент }

end_qu:=elem_qu 

end;

Procedure Extract (var num : integer; var begin_qu : list ) ; 

{извлечь элемент из списка }

var
elem_qu : list;

begin
num:=beg_qu^.num; { считали первый элемент очереди } 

elem_qu:=beg_qu; { запомнили ссылку на первый элемент для последующего уничтожения } beg_qu:=beg_qu^.next; { переносим указатель начала очереди на второй элемент}    

  Dispose(elem_qu) { освобождаем память, уничтожив первый элемент }

end;

begin
new(elem_qu); { инициализация очереди и размещение в ней первого элемента } beg_qu:=elem qu; { очередь пока пуста ) end qu:=elem_qu;

Graf[num_begin].num := 1; { начальный этап }

 Add(num_begin, end_qu); {поместили начало пути в очередь. }

 flag := true; {нужно строить фронт}

while flag and (not goal) do {строим очередной фронт } begin

Extract(num, beg_qu);

{берем значение очередного элемента очереди } 

k:=Graf[num].num; { число шагов до извлеченного элемента — 1 }

{ просмотреть соседей, пометить очередной фронт и добавить помеченные элементы в очередь } 

ref := graf[num].next;

repeat

а:=геf^.num;

if a<>0 then begin
{обработка очередного соседа}

 if Graf[a].num=0 {пометить вершину следующим фронтом} then begin
Graf[a].num := k+1;

Add(a,end_qu) end;

ref := ref.next; {переходим к следующему соседу }      

                   end 

until a=0;

if Graf [num_end] .num<>0 then_goal:=true { дошли до цели } else

if beg_qu=end_qu then flag:=false {очередь пуста} end

 end;

б). Поиск эйлерова пути в графе.
Эйлеровым путем в графе называется произвольный путь, проходящий через каждое ребро графа в точности один раз.

Теорема 1. Эйлеров путь в неориентированном графе существует тогда и только тогда, когда граф связан и содержит не более двух вершин нечетной степени.
Степенью вершины v в неориентированном графе называют количество вершин, смежных с v. Таким образом, проверить эйлеровость графа не составит труда. Причем очевидно, что одна вершина с нечетной степенью в графе существовать не может, поэтому допустимым является лишь наличие двух таких вершин, одна из которых должна быть выбрана в качестве начала эйлерова пути, а вторая окажется его концом. Мы можем соединить эти вершины фиктивным ребром, сделав тем самым степени всех вершин четными, и, не снижая общности изложения, решать задачу поиска самого пути в предположении отсутствия вершин нечетной степени.

Алгоритм построения эйлерова пути начинает свою работу с произвольной вершины v, строя путь с началом в v, причем вершины этого пути помещаются в стек, а ребра удаляются из графа. Когда этот путь уже нельзя будет удлинить, включив в него новую вершину, то это означает, что из графа был удален некоторый цикл, а степень всех вершин по-прежнему осталась четной. Текущая вершина записывается в результат и извлекается из стека. Верхний элемент стека становится текущим, и путь ищется уже из него. Процесс продолжается до тех пор, пока стек не станет пустым. Приведем нерекурсивную схему реализации алгоритма, не зависящую от способов представления графа, организации стека и формы записи результата.

v := произвольная вершина графа, обычно первая;
STACK<— v; {вершина заносится в стек} 

while {STACK не пуст} do begin

v:=  верхний элемент стека STACK;
if {в графе еще есть вершины, связанные с v} then 
begin
u := любая вершина, связанная с v;
STACK <= и;
удаляем ребро {v — и} из графа 

end 

else 

begin
v <— STACK; (вершина удаляется из стека)

 RES <— v {вершина заносится в результат}  

end 

end;

В схеме программы показано, что если связанный граф без вершин нечетной степени представлен массивом списков, то количество операций в алгоритме есть 0(М), т.е. пропорционально числу ребер. Программа работает с такой структурой данных, как стек, основной характеристикой которой является то, что добавленный в стек элемент оказывается в нем верхним, то есть первым же поступит на обработку или удаление. 

 Перепишем приведенный алгоритм в виде рекурсивной подпрограммы, для простоты использующей матрицу смежности в качестве способа описания графа. Результат будем размещать в массиве res, указывать на первый свободный элемент, в котором будет глобальная переменная р.

procedure search(v: byte);

var j: byte;

begin

for  j := 1 to n do

 if a[v, j] =1 then begin

a[v, j] := 0; a[j, v] := 0;

search (j) end;

inc (p) ;

res [p] := v end;

в) Пути в графах.

Неориентированный граф называется связным, если существует хотя бы один путь между каждой парой вершин u и v (u<>v).

Путем от А1 до Аn в графе называется такая последовательность ребер, ведущая от А1 до Аn , в которой каждые два соседних ребра имеют общую вершину и никакое ребро не встречается более одного раза. 

Циклом называется путь, в котором совпадают его начальная и конечная вершины. 

Простым циклом в графе называется цикл, не проходящий ни через одну вершину графа более одного раза. 

Пусть дан связанный неориентированный граф, для каждого ребра которого задан неотрицательный вес. Задача состоит в нахождении такого подмножества ребер этого графа, которое по-прежнему связывает все вершины, а суммарный вес ребер из этого подмножества минимален. Такое подмножество обязательно окажется деревом (т.е. графом без циклов), ведь в любом цикле одно ребро можно удалить, не нарушая связности графа. Поэтому искомый подграф называют "минимальным покрывающим деревом", или "остовом минимального веса".


Алгоритмы, решающие эту задачу, относятся к классу так называемых жадных. Наиболее простым в реализации является алгоритм Прима. Он позволит произвести поиск кратчайшего пути во взвешенном графе. Формирование остова начинается с произвольной вершины графа. Первым в остовное дерево включается ребро наименьшего веса, выходящее из выбранной вершины. На каждом шаге к дереву добавляется ребро наименьшего веса среди ребер, соединяющих вершины этого дерева с вершинами, пока в дерево не вошедшими. При реализации важно уметь быстро выбирать требуемое ребро минимального веса. Для того чтобы на каждом шаге не пересчитывать расстояние от текущего остовного дерева до всех не вошедших в него вершин, эти расстояния удобно хранить в линейном массиве, пересчитывая его значения после добавления в остов нового элемента. Как и ранее, для пометки вершин, уже вошедших в остовное дерево, будем использовать булевский массив vert. Следующие две процедуры показывают, как для произвольного графа, вес ребер которого задается с помощью функции а (u, v) , а отсутствие ребра между двумя вершинами обозначается весом, равным  (конкретное числовое значение для этого параметра подбирается  исходя из условия задачи), построить остовное дерево.

procedure calc(i: integer);

{пересчитывает расстояние до остова, i -- вершина, включенная в остов последней}

var j: integer;

begin

for j : = 1to n do if not vert[j] then

if d[j ] >a(i, j) then 

begin

d [ j ]   := a ( i, j ) ;

res [j ] := i 

end 

end;

procedure build;

{строит минимальный остов}

 var i, j, imin: integer;

mm: extended;

begin

fillchar(vert, sizeof(vert), false);

for i := 1 to n do d[i] :=9999;

vert[1] := true;

calc(1) ;

for  j : = 1 to n - 1 do {остов состоит из n - 1 ребра}

 begin

min :=9999 ;

for  i := 1 to n –1 do if not vert[i] then 

if min > d[i] then 

begin 

    min := d[i] ;

    imin := i 

end;

vert[imin] := true;
calc(imin) ;  {в остов вошло ребро imin - res[imin]} 

writein(imin,' ', res[imin])

end end;

Рассмотрим алгоритм нахождения кратчайшего элементарного пути с использованием структуры данных «приоритетная очередь».

1. Добавляем в кучу стартовую вершину s с приоритетом p(s)•= 0.

2. Пока не просмотрена конечная вершина ( или куча не станет пустой, выполняем следующую последовательность шагов:

• из кучи удаляется вершина и (с минимальным приоритетом р(u));

• если эта вершина ранее удалялась из кучи, то она игнорируется;

• вершина v считается просмотренной;

• для вершины v находятся ее непросмотренные соседи w (они уже могут быть в куче) и добавляются в кучу с приоритетом p(w) = p{v) + с(u, w).

Заметим, что

1) элементами кучи может быть следующая тройка чисел:

• приоритет (это поле является ключевым);

• номер вершины;

• предшествующий элемент, т. е. тот элемент, из которого для данной вершины было вычислено значение ее приоритета;

type

zap = record
prior: integer;
n_ver: integer;
pred: integer;
end;

var
heap: array[0..n] of zap;

Num: integer;

2) одна вершина может несколько раз поместиться в кучу; приоритет, с которым вершина находится в куче, есть длина некоторого произвольного элементарного пути из стартовой вершины s в данную вершину;

3) вершина становится просмотренной при ее первом удалении из кучи; каждой вершине u ставим в соответствие потенциал, равный тому приоритету, который был у v при ее первом удалении из кучи; потенциал вершины v — длина кратчайшего элементарного пути из стартовой вершины s в данную вершину;

4) ситуация, в результате которой некоторая вершина v достается из кучи повторно, обрабатывается следующим образом: удаляем вершину u из кучи и ничего для нее не делаем; в данном случае для вершины u уже известен кратчайший элементарный путь до нее, а тот факт, что данная вершина находилась в куче с приоритетом р(u), говорит о том, что в эту вершину из стартовой вершины существует еще один элементарный путь, но его длина p(v) больше, чем длина кратчайшего элементарного пути в вершину u;

5) количество элементов в куче ограничено числом ребер. Восстановить кратчайший путь из вершины s в вершину и можно одним из следующих двух способов:

• двигаться из вершины и в вершину s по обратным дугам, для которых стоимость дуги  (х, у) равна разности потенциалов вершины х и вершины у;
• двигаться из вершины v в вершину s, используя метку «предшествующий элемент». 

Трудоемкость алгоритма поиска кратчайшего пути в графе равна 0(п + т log т).

Пример: Для изображенного на рис. 2 графа найти кратчайший элементарный путь из стартовой вершины s = 1 во все вершины, достижимые из нее.


                                     рис. 2

Далее приводится содержимое структуры данных «куча» на каждом шаге алгоритма.

1) начальное состояние кучи:

(приоритет = 0, вершина = 1, предшествующая вершина = 0);

2) вершина 1 просмотрена;

(приоритет = 1, вершина = 2, предшествующая вершина =1);

(приоритет = 5, вершина = 3, предшествующая вершина = 1);

3) вершина 2 просмотрена;

(приоритет = 5, вершина = 3, предшествующая вершина = 1);

(приоритет = 9, вершина = 4, предшествующая вершина = 2);

4) вершина 3 просмотрена;

(приоритет = 9, вершина = 4, предшествующая вершина = 2);

(приоритет = 7, вершина = 4, предшествующая вершина = 3);

5) вершина 4 просмотрена;

(приоритет = 7, вершина = 4, предшествующая вершина = 3).
После завершения работы алгоритма все вершины, достижимые из стартовой вершины s=l, имеют потенциал (на рис. 2 он записан у каждой из вершин в квадратных скобках): это длина кратчайшего элементарного пути из стартовой вершины s в данную вершину. Для восстановления самого пути можно, например, одновременно с потенциалом хранить номер той вершины, из которой данная вершина получила свой потенциал.

Программную реализацию алгоритма нахождения кратчайшего элементарного пути в графе, использующую структуру данных «приоритетная очередь». Для задания графа будут использованы списки смежности.

type
uk = ^el;
el = record val: integer;

c: integer;

next: uk ;

end;

var

gr: array [l..n] of uk;

z, d: zap;                                       

 begin

d.prior:=0;

d. n_ver: =s;

d.pred:=0 ;

insert_heap(d, H, Hum, code);

for i:=l to n do 

begin

visible[i]:=false;

ptn[i]:=0;

ptn_ver[i]:=0  end;

while Num <> 0 do

begin

d:= delete_min_heap(H, Num, code);

if not (visible[d.n ver]) then 

begin 

ptn[d.n_ver]:=d.prior;

ptn_ver[d.n_ver]:=d.pred;

dop:=gr[d.n_ver];

while dop <> nil do

 begin

if not(visible[dop^.val]) then 

begin

z.prior:=d.prior+dop^.с;

z.n_ver:=dop^.val;

z.pred:=d.n_ver ;

insert_heap(z, H, Num, code)

 end;

dop:=dop^.next

 end;

visible[d.n_ver]:=true 

end

 end

 end.

Практическая работа.

Задание 1  Дана матрица 4х4. Напишите программу определяющую, включает ли она в себя игровую фигуру, т.е. фигуру из игры "Тетрис" (рис. 1-7) и если включает, то указать ее номер. Считается, что фигура является игровой только в том случае, если матрица содержит ее одну.

Задание 2   Разработать прграмму нахождения кратчайшего пути между двумя заданными вершинами графа. (Путем, соединяющим вершины u и v, называют такую последовательность вершин v0 , v1 , ….,vn  (n>=0), что v0=u, vn=v и для любого i 

(0<=i<=n-1) vi  и   vi+1  смежные. Длина пути равна количеству ребер.).

Задание 3  Имеется механизм, состоящий из N расположенных в одной плоскости и свободно надетых на зафиксированные оси пронумерованных шестеренок, зубья которых сопрягаются друг с другом. Информация о механизме ограничивается тем, что для каждой шестеренки перечислены все те, с которыми она находится в непосредственном зацеплении. Напишите программу, определяющую, есть ли такая шестеренка, поворачивая которую мы приведем в движение весь механизм.

Задание 4. На участке 3 дома и 3 колодца. От каждого дома к каждому колодцу ведет тропинка. Когда владельцы домов поссорились, они задумали проложить дорогу от каждого дома к каждому колодцу так, чтобы не встречаться на пути к колодцам. Может ли осуществиться их намерение?

Задание 5. Дана карта автомобильных дорог. Найти кратчайший путь, учитывая длины дорог, из Ярославля до Новосибирска. Использовать только те города, которые отмечены флажком. Совпадет ли кратчайший маршрут, если не брать во внимание длины дорог?
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