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ВСТУП
В наш час активно проводиться комп’ютеризація усіх сфер діяльності людини. Зокрема це стосується наукових досліджень, які тепер усе більше залежать від сучасної комп’ютерної техніки. Адже є загально відомим той факт, що кількість інформації подвоюється кожні три роки, а це в свою чергу все більш потужної техніки для проведення різноманітних обчислень. Тому зараз є достатньо актуальними програмні засоби, які автоматизують виконання великої кількості обчислень. Достатньо інтенсивний розвиток чисельних методів зумовив появу великої кількості програм, які реалізують ці методи. Але більшість таких програм є вузькоспеціалізованими, тобто вони оперуються тільки одним методом, або розв’язують тільки один клас задач. Важливим етапом еволюції програмних засобів такого типу є створення універсальних програм, які дозволяють розв’язувати велику кількість різнотипних задач, застосовуючи при цьому різні методи до однієї і тієї ж задачі. Саме це і зумовлює актуальність наукової роботи. 





Метою наукової роботи було створення цілісного програмного продукту, який володіючи зручним, інтуїтивно зрозумілим інтерфейсом є потужним засобом для розв’язування рівнянь, систем рівнянь, для інтерполювання функцій та обчислення власних інтегралів. Реалізація мети потребувала:   
· ознайомлення з теоретичним курсом чисельних методів по
· розв’язуванню рівнянь, систем рівнянь, інтерполювання функцій та обчисленню власних інтегралів та з курсом математичної статистики;

· вибір середовища та засобів програмування;

· вивчення питання розробки користувацького інтерфейсу. 


Для підвищення функціональності розробленої програми було створено спеціальний модуль, який дозволяє використовувати при розв’язуванні рівнянь не конкретний набір функцій, а вводити ці функції у відповідне поле самостійно. Маючи деякий початковий набір елементарних функцій, можна будувати довільні за складністю функціональні вирази. Всі доступні елементарні функції знаходяться у спеціальній динамічній бібліотеці, що дозволяє не змінюючи основної програми, змінювати або доповнювати множину допустимих елементарних функцій. Такий підхід суттєво розширив множину рівнянь, розв’язок яких може знайти програма. Саме цей факт і визначає новизну роботи. Ця програма представляє собою засіб для розв’язування багатьох класів математичних задач, використовуючи при цьому різні методи. Використавши при розробці програми тільки стандартні засоби операційної системи Windows, було забезпечено низьку вимогливість програми до системних ресурсів. Це дозволяє використовувати розроблену програму людям, які не володіють потужною комп’ютерною технікою.

РОЗДІЛ І. Математичні основи чисельних методів
Метод поділу відрізка пополам (метод дихотомії).
Нехай задане рівняння [image: image2.png]f(x)=0



. Нехай [image: image4.png]f(x)



 неперервна на [image: image6.png][a; b]



 і приймає на кінцях відрізка значення різних знаків.

Алгоритм:

1. Ділимо[a,b] пополам точкою х. визначимо чи f(x)=0.

2. Перевіряємо добуток f(x)f(a)<0.

3. Робимо до тих пір, доки 
[image: image7.wmf]e
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4. Знайдемо середину відрізка 
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Потрібний результат можна отримати за вказаним алгоритмом.

1.2. Уточнення коренів рівняння методом хорд
Нехай дано рівняння [image: image10.png]f(x)=0



. Залишимо в силі припущення попереднього пункту. Розглянемо геометричну ітерацію методом хорд.

[image: image229.wmf]1
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  Виведемо рекурентну формулу для побудови наближення:

[image: image230.wmf]a
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Зауваження: в загальному випадку за нерухому точку вибирають той кінець відрізка [a,b] в якому знак функції f співпадає з знаком другої похідної, тоді (2 ) буде:
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Другий кінець проміжку зручно вибирати за початкове наближення. 

Виведемо формулу для оцінки точності. Нехай похідна 
[image: image17.wmf])
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неперервна на [a,b], тоді вона приймає найбільше і найменше значення, тобто 
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[image: image19.wmf])
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[image: image20.wmf])
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[image: image21.wmf]a

- розв’язок рівняння. Застосуємо теорему Лагранжа: 
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. Розкривши душки додавши до обох частин рівності вираз 
[image: image23.wmf])
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 і звівши подібні доданки, отримаємо:
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. Врахувавши межі зміни похідної  
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Метод дотичних (метод Ньютона).
Розглянемо геометричну інтерпретацію даного методу. Нехай маємо рівняння 
[image: image27.wmf]0
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(1) і всі умови попереднього пункту виконуються. Беремо точку B, проводимо в ній дотичну.




Рівняння дотичної в точці 
[image: image28.wmf]n
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 має вигляд 
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Зауваження: в якості вихідної точки 
[image: image32.wmf]0
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слід вибирати той кінець відрізка [a,b] в якому функція має той самий знак, що і її друга похідна.

Для оцінки точності користуються точністю 
[image: image33.wmf]
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a

<

-

£

-

+

+

2

1

1

1

)

(

2

n

n

n

x

x

m

M

x



[image: image35.wmf])
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[image: image37.wmf]e
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[image: image38.wmf]e
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Зауваження: метод дотичних не зручно використовувати тоді, коли в околі точки 
[image: image39.wmf]a

похідна 
[image: image40.wmf])
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 набирає малих значень.

Метод простої ітерації для рівняння з однією змінною.

Нехай 
[image: image41.wmf]0
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 (1), де 
[image: image42.wmf])
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 неперервна на 
[image: image43.wmf][a,b] функція. Замінимо рівняння (1) рівносильним рівнянням 
[image: image44.wmf])
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(2). Виберемо грубо початкове наближення 
[image: image45.wmf]0
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 і побудуємо послідовність: 
[image: image46.wmf])
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Якщо послідовність 
[image: image47.wmf]{
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 збігається до числа 
[image: image48.wmf]a

a

=

n

x

lim

:

, то перейшовши в (3) отримаємо:
[image: image49.wmf])
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 є розв’язком (2), а отже (1).

Виникають деякі запитання:

1) Які умови повинна задовольняти функція f(x), щоб послідовність (3) була збіжна

2) Як з(1) отримати (2), щоб функція  
[image: image50.wmf]j

 забезпечувала збіжність послідовності (3)

Теорема: нехай 
[image: image51.wmf])
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 задовольняє наступним умовам: 

1. 
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2. 
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4. 
[image: image55.wmf]q
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тоді:   

процес ітерації збіжний при довільному значенні 
[image: image56.wmf]0
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[image: image57.wmf]Î

  [a,b]

1. 
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 - єдиний розв’язок рівняння (2)

2. справедлива оцінка:
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Для доведення (1) до виду (2) можна застосувати такий метод. Замінимо рівняння (1) рівносильним рівнянням 
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,то (1) (2) рівносильні. Та 
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 повинно бути таке, що 
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, тобто якщо знак функції 
[image: image65.wmf])
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 на [a,b] не змінився, то
[image: image66.wmf]l

повинна мати той самий знак, що й 
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Зауваження: для оцінки точності на практиці зручно користуватися формулою: 
[image: image69.wmf]e
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Метод Гауса.
Найпростішим методом розв’язування систем лінійних алгебраїчних рівнянь є метод послідовного включення змінних, або метод Гауса. Є кілька модифікацій цього методу. Розглянемо схему єдиного ділення, за якою систему розв’язують в два етапи. На першому етапі вихідну систему рівнянь зводять до рівносильної їй системи трикутної форми. Цей процес перетворення називають зворотним ходом, знаходять розв’язок лінійної системи рівнянь трикутної форми. 

Обмежимося розглядом системи трьох рівнянь з трьома змінними визначник 
[image: image70.wmf]D

 якої не дорівнює нулю.
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[image: image72.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image73.wmf](1)

Нехай 
[image: image74.wmf]11
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≠0. Поділимо коефіцієнти першого рівняння системи (1), включаючи й вільний член, на коефіцієнти 
[image: image75.wmf]11
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  (2), де 
[image: image77.wmf]11
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Включимо тепер змінну 
[image: image78.wmf]1
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 з другого боку і третього рівнянь системи (1). Для цього рівняння (3) помножимо послідовно спочатку на коефіцієнт 
[image: image79.wmf]21
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 і віднімемо його від другого рівняння системи (1), а потім на 
[image: image80.wmf]31
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 і віднімемо від третього рівняння системи (1). Дістанемо систему двох рівнянь з двома змінними 
[image: image81.wmf],

2

x

 
[image: image82.wmf]3

x

.

                          
[image: image83.wmf]î

í

ì

=

+

=

+

34

2

32

2

32

24

3

23

2

22

b

x

b

x

b

b

x

b

x

b

                               ( 4)

де коефіцієнти 
[image: image84.wmf]sj
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 обчислюються за формулами

                           
[image: image85.wmf]j
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Далі поділимо коефіцієнти першого рівняння системи (4) на 
[image: image86.wmf]22
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Із системи (4) виключимо змінну 
[image: image89.wmf]2
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З рівняння (8) маємо 
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Після трьох кроків перетворення дістанемо систему рівнянь трикутної форми  яка еквівалентна системі (1)
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На цьому прямий хід методу Гауса завершено. Описаний процес перетворень системи (1) до рівносильної їй системи (11) можна здійснити, якщо виконуються умови 
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Оскільки системи (1) і (11) еквівалентні, то розв’язком системи (1) буде розв’язок системи (11), який можна записати так
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Цим завершено зворотній хід методу Гауса.

Метод простої ітерації для систем лінійних алгебраїчних рівнянь.
Нехай задано система рівнянь:
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Або 
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Розв’яжемо кожне і-те рівняння відносно змінної 
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 (3), або 
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Виберемо початкове наближення 
[image: image105.wmf](
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 і побудуємо послідовність за формулою 
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Якщо отримана послідовність має границю, то ця границя є розв’язком (4), а отже й (2).

Зауваження: Для успішного застосування методу ітерації модулів ідеальних елементів системи (1) повинні бути великі в порівнянні з іншим модулем.

Зауваження: в якості початкового наближення вибирають вектор 
[image: image107.wmf]b
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, хоча не обов’язково – можна брати довільний вектор. Тому процес ітерації має властивість самовиправлення, тобто окрема помилка в обчисленнях не впливає на кінцевий результат.                  






Твердження: Ітераційний  метод буде збіжний, якщо матриці системи (1) всі діагональні елементи будуть більші за суму модулів усіх інших елементів відповідного рядка. 








Теорема: якщо для системи (1) виконується одна з умов:
[image: image108.wmf]å
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,  то процес ітерації збігається до єдиного розв’язку системи не залежно від вибору початкового значення. 
Наслідок: для системи (1) метод ітерації є збіжним якщо 
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. Для зведення системи (1) до вигляду зручного до застосування процесу ітерації можна робити так:




Звідси слідує правило за яким систему (1) зводять до виду (3) для подальшої побудови ітерації.









З системи (1) вибираємо рівняння в яких є коефіцієнти, модулі яких більші за суму модулів всіх інших коефіцієнтів цього рівняння. Кожне з таких рівнянь ставимо на те місце в системі щоб виділений елемент був діагональним.
З невикористаних і виділених рівнянь системи складаємо лінійно незалежні комбінації так, щоб зберігався заданий принцип.

Ітераційний метод Зейделя.
Даний метод це модифікований метод простої ітерації.


Нехай задана зведена лінійна система:
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  (1). Виберемо деяке початкове наближення 
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 вважаючи, що n – те наближення відоме, будемо шукати (n+1)  наближення за таким принципом:
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Як правило метод Зейделя дає кращу збіжність, ніж метод простої ітерації. Бувають випадки коли метод Зейделя збіжний, а метод простої ітерації розбіжний і навпаки.

Постановка задачі інтерполяції.
Нехай на сегменті [a;b] задана система (n+1) точок: 
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. Їх називають вузли інтерполяції. Задано також значення в цих точках деякої функції: 
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. Потрібно побудувати деяку функцію 
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(інтерполяційну функцію), яка належить деякому класу функцій і таку , що: 
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Геометрично це означає: потрібно побудувати деяку криву певного типу, яка проходить через задану систему точок. Ці точки називаються вузлами інтерполяції.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Отриману інтерполяційну функцію
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 використовуємо для знаходження значень функції
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 в точках відмінних від вузлів інтерполяції. Така операція називається інтерполяція функцій.







[image: image127.wmf]Виділяють також  поняття екстраполяції функції. Це той випадок, коли шукаємо значення функції
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Інтерполяційна формула Лагранжа.

На відрізку [a;b] задана система точок і задано значення функції  
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Потрібно побудувати поліном 
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Спочатку побудуємо поліном 
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Оскільки на [a;b] згаданий поліном має 
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 Підставивши 
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[image: image145.wmf]
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Знайденні 
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Тоді :
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 Будуємо многочлен 
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Очевидно, що степінь цього многочлена  Лагранжа 
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Формулу  (7) можна записати в компактному вигляді:
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Підставивши 
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Врахувавши останні позначення, отримаємо:
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Кусково-кубічна сплайн інтерполяція.

Сплайном називається функція для якої існує поділ її області визначення на підобласті, такі що в середині кожної підобласті ця функція є многочленом деякого степеня 
[image: image160.wmf]n

. Крім того ця функція неперервна на області визначення разом зі своїми похідними до 
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Найчастіше використовують випадок 
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Кубічним сплайном, який наближає дану функцію будемо називати функцію  
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а) на кожному з відрізків 
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в) для всіх 
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Будемо позначати через 
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Задача чисельного інтегрування функцій. Формули трапецій.
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Похибка формули (2) буде рівна сумі похибок на кожному з відрізків.
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Квадратурні формули Сімпсона.
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 (3)- узагальнена формула Сімпсона.

Похибка останньої формули буде дорівнювати сумі похибок на відповідних парах відрізків: 
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РОЗДІЛ ІІ. Опис програмної розробки
2.1. Опис функціональних можливостей

Програма  для автоматизації комп’ютерних обчислень «Finder»  розроблена  так, щоб поєднати в собі простоту та зручність використання користувацького інтерфейсу Windows і зробити програму потужним засобом для розв’язування рівнянь, систем рівнянь, для інтерполювання функцій,  обчислення власних інтегралів та обробки статистичних даних.


Програма «Finder» розв’язує такі типи завдань:обчислює значення виразів; розв’язує рівняння (методом дихотомії, хорд, дотичних, простої ітерації та комбінованим);

· розв’язує системи лінійних рівнянь n-го порядку (методом Гауса, простої ітерації та ітерації Зейделя);

· інтерполює функції (методом Лагранжа та сплайн інтерполяції);

· обчислює власні інтеграли (методом прямокутників, трапецій та Сімпсона);

· створює статистичні вибірки та обчислює вибіркові характеристики.

Всі наведені задачі розв’язуються повністю автоматично. Це означає, що від користувача вимагається тільки вибрати задачу, метод її розв’язання та вказати початкові дані, які залежать від конкретної задачі. Усі наступні дії по розв’язуванню виконуються програмою самостійно. При цьому кожного разу спочатку виконується перевірка коректності вхідних даних. Якщо якісь дані не задовольняють допустимих меж, то користувачу буде видано відповідне повідомлення.










Для розв’язання або для ілюстрації задачі часто буває необхідно будувати графіки функцій. Інколи це завдання важко виконати через надмірну складність досліджуваної функції. Для розв’язання цієї проблеми в програму вбудовано засіб для побудови графіків функції довільної складності. Цей модуль дозволяє відображати графіки всіх функцій, які використовуються при розв’язуванні рівнянь. Також передбачена можливість масштабування графіка і зміщення початку координат. Це дозволить детально розглянути всі деталі графіка. Для більшої зручності модуль дозволяє зберігати побудоване зображення графіка або дані про функцію, графік якої будується.






При обчисленні значень виразів або при розв’язуванні рівнянь головним параметром є функція (вираз), значення якої буде обчислювати програма. Щоб не обмежувати користувача вибором функції із певної скінченної множини, було розроблено систему аналізу функцій. Така можливість програми дозволяє використовувати функції довільної складності, які будуються із певної виділеної сукупності базових функцій. Таким чином єдиним обмеженням при побудові функцій є саме множина базових функцій. Для забезпечення зручного розширення цієї множини, всі базові функції були винесені за межі основної програми в динамічно під’єднувану бібліотеку. Такий підхід дозволив нарощувати функціональність програми без її перекомпіляції. Це суттєво спрощує розповсюдження та модифікацію програми в майбутньому.

2.2. Інтерфейс програми та правила користування нею

Важливим завданням при розробці програми було створення зручного на інтуїтивно зрозумілого користувацького інтерфейсу. Основною вимогою до інтерфейсу було забезпечення зручності користування програмою, не зменшуючи при цьому основні функціональні можливості.



Розв’язування різних типів задач, використовуючи при цьому різні методи, вимагає наявності в програмі великої кількості елементів управління (кнопки, поля для введення, таблиці та інші). Таке нагромадження компонентів не дозволило б забезпечити зручність користування програмою та неодмінно привело б до виникнення помилок при введенні даних задач. Для вирішення цієї проблеми головне вікно програми було розділено на дві частини, як показано на малюнку додатку 1.








У лівій частині вікна знаходиться дерево задач. Верхні рівні цього дерева представляють типи задач, які розв’язує програма. Підрівні дерева представляють конкретні методи розв’язування кожного типу задач. Вибравши один із підрівнів, ви тим самим активуєте в правій частині головного вікна набір елементів управління, які необхідні для розв’язання вибраної вами задачі. Всі інші елементи управління в цей час стають не видимими і не заважають зосередитись на виконанні тільки вибраної задачі.




Враховуючи подібність початкових даних, які необхідні для розв’язання одного типу задач різними методами, для всіх методів одного типу задач використовуються однакові набори компонентів. Якщо якийсь компонент в силу реалізації методу не є потрібним, то він стає неактивним, щоб не заважати роботі користувача. Такий підхід суттєво спростив процес програмування та зменшив кількість можливих помилок.






Для прискорення виклику вікна відображення графіків функцій, а також для викрику допомоги або інформації про програму використовується панель інструментів, яка знаходиться в верхній частині головного вікна під головним меню. Всі ці опції дублюються пунктами головного меню.




На малюнку додатку 2 зображено вікно для побудови та відображення графіків функцій. Це вікно складається з трьох частин. В верхній частині вікна знаходяться елементи управління, які дозволяють вказувати функцію та межі аналізу функцій. При цьому функція має залежати від змінної «x». В функціональний вираз також можуть входити константи, які описані бібліотеці функцій.











При натисненні кнопки «Намалювати» графік відповідної функції буде зображено в полі відображення графіків. Крім графіка в цьому полі також відображається система координат із одиничними позначками.



В нижній частині вікна знаходяться поля, які дозволяють вказувати розмір одиничного відрізка в пікселях і зміщення початку координат відносно центра поля для відображення графіка. Маніпулювання цими параметрами дозволяє добитися найкращого вигляду побудованого графіка.



За допомогою контекстного меню є можливість зберегти зображення графіка або зберегти дані про функцію.



РОЗДІЛ ІІІ. Будова програми

Програма «Finder» розроблена з використанням середовища програмування Delphi 7.0. При проектуванні використовувались принципи об’єктно-орієнтованого та модульного проектування. Програма складається з трьох великих відносно незалежних частин:

· модуль для аналізу та обчислення значень функцій;

· модуль для реалізації використаних чисельних методів;

· головна програма.

Кожна із вище наведених частин складається із кількох модулів. Розглянемо детальніше їх будову та функціональні особливості.

3.1. Аналіз та обчислення значень функцій

Ця частина програми поділяється на власне аналізатор функцій та завантажувач функцій і складається із двох модулів.



Аналізатор функцій реалізований у вигляді класу TfunctionAnalizer, код якого знаходиться в модулі FunctionAnalizer. Цей клас містить в собі набір полів та методів, які є необхідними для аналізу та для обчислення значень функціональних виразів.







Алгоритм аналізу функціональних виразів базується на побудові динамічної деревовидної структури, яка містить в собі інформацію про базові функції, змінні та константи, з яких складається функція, значення якої обраховується. Відношення між елементами в дереві вказують на пріоритет виконання операцій. Під час побудови також виконується перевірка на правильність структури функціонального виразу. Така структура дозволяє враховувати різні пріоритети виконання операцій а також розстановку дужок в виразі.











Оскільки кожен функціональний представляє собою певний набір символів, то перш ніж приступити до побудови дерева, необхідно спочатку розбити цей масив символів на набір лексем, тобто на набір слів, які представляють базові функції, константи, числа, дужки та інші знаки.


Робота із масивами слів виконується значно повільніше, ніж робота із числами. Тому для прискорення роботи програми кожній лексемі присвоюється числовий ідентифікатор. Саме ці ідентифікатори і використовуються при побудові динамічного дерева. Для індексації функцій і констант використовуються дані, які завантажуються із динамічної бібліотеки. На цьому кроці також обраховуються пріоритети для кожної із функцій, які входять до функціонального виразу.








Для обрахунку значення функціонального виразу достатньо замість змінних підставити їх значення і зробити обхід динамічного дерева.


Завантажувач функцій реалізований класом TfunctionLoader, код якого знаходиться в модулі FunctionLoader. Цей клас містить масиви даних про функції і про константи, які завантажуються із бібліотеки. Також він містить методи для завантаження цих даних із бібліотеки «Functions.dll». Якщо з якоїсь причини цю бібліотеку не вдається знайти, то аналізатор функцій не зможе коректно працювати.

3.2. Реалізація чисельних методів

Для впровадження всієї сукупності використаних чисельних методів було створено набір процедур і функцій, оголошення і реалізація яких знаходиться в модулі Utils.










Частина процедур, які реалізують методи для знаходження розв’язків рівнянь, використовують аналізатор функцій для обрахунку значень функцій, їх перших та других похідних.








Сама реалізація чисельних методів не вимагає детального пояснення, адже алгоритми їх роботи досить детально описані в теоретичній частині.

3.3 Головна програма

Головна програма реалізує зручний користувацький інтерфейс для використання вище описаних модулів. Основним її завданням є підготовка та перевірка вхідних даних. Це є важливим етапом роботи програми, адже саме коректність вхідних даних може забезпечити отримання бажаного результату.
Для кожного типу задач реалізовано свою процедуру, яка виконує зчитування даних із відповідних полів. Потім вона перевіряє, чи всі зчитані дані задовольняють умови вибраної задачі. Наступним кроком є виклик процедури (або набору процедур), яка залежить від конкретної задачі і реалізує вибраний чисельний метод. Завершальним етапом роботи є виведення отриманого результату.











Іншою частиною головної програми є модуль для побудови та відображення графіків функцій. Він використовує аналізатор функцій, тому дозволяє використовувати такі ж набори функцій, що і в модулі для реалізації чисельних методів. Весь код по побудові та відображенню графіка винесено в окрему процедуру, яка приймає в якості параметрів розмір одиничного відрізка та зміщення початку координат.

ВИСНОВКИ

Метою наукової роботи було створення цілісного програмного продукту, який володіючи зручним, інтуїтивно зрозумілим інтерфейсом є потужним засобом для розв’язування рівнянь, систем рівнянь, для інтерполювання функцій та обчислення власних інтегралів. Власне забезпечення простоти користування програмою при розв’язуванні задач різних типів, використовуючи для кожного типу декілька методів, становило найбільшу складність роботи.









Створена програма  для автоматизації комп’ютерних обчислень «Finder», яка представляє собою програмний продукт для розв’язування наступних типів задач:

· обчислення значення виразів;

· розв’язування рівняння;

· розв’язування систем лінійних рівнянь n-го порядку;

· інтерполювання функції;

· обчислення власних інтегралів;

· обчислення вибіркових характеристик.


Використовуючи сучасний підхід до створення інтерфейсу користувача, вдалося повністю реалізувати поставлену мету. Всі елементи управління розташовані таким чином, щоб користувач мав доступ тільки до тих, які необхідні йому для розв’язання вибраної задачі. Така будова програми суттєво спростила процес оволодіння навичками користування програмою та зробила можливим використання програми людьми, які погано знайомі з комп’ютерною технікою.











При побудові програми використовувались тільки стандартні засоби операційної системи Windows. Це суттєво зменшило вимоги до системних ресурсів, зробивши можливим використання програми в більшості навчальних закладів України а також для людей, які не володіють потужною комп’ютерною технікою.


Надалі планується робота по вдосконаленню алгоритмів, які реалізують використані чисельні методи. Також буде розширена множина задач, які дозволяє розв’язувати програма, шляхом впровадження нових методів обчислення. 


Важливим етапом по вдосконаленню розробленої програми буде прискорення роботи використаних алгоритмів, що забезпечить більшу зручність користування програмою.
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Додаток 1

Системні вимоги

Процесор: Intel Pentium III 800 Mh.

Оперативна пам’ять: 128 Мб.
Жорсткий диск: 2 МБ.

Операційна система: Microsoft Windows 98/Me/2000/XP/2003/Vista.

Додаток 2
Зображення головного вікна програми
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Додаток 3
Зображення вікна побудови графіків функцій
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