4. Перегони (автор — Дмитро Кордубан)


Розглянемо спочатку інтуїтивно простіший випадок b ≤ a. Якщо оптимальний план харчування передбачає споживання батончиків до початку перегонів, то їх споживання можна пересунути вперед на моменту початку перегонів. Вимоги щодо енергозабезпечення не буде порушено, бо b ≤ a. Так і зробимо. Для того, щоб задовольнити початкову потребу у потужності p0, потрібно  спожити щонайменше (p0 / a) батончиків у момент 0 (якщо частка не є цілою, потрібно округлити до найближчого цілого, що не менше за цю частку). Споживати більше нема сенсу, бо зсунувши споживання додаткових батончиків на 1 секунду у майбутнє, ми можемо лише виграти, бо b ≤ a.
Після розгляду першої секунди перегонів отримуємо задачу для (n – 1) секунд з модифікованими (зменшеними) величинами p (бо частину потреб у перші t1 + t2 секунд вже компенсовано). Таким чином, розв’язання зведено до використання жадібного алгоритму: рухаючись від початку до кінця перегонів, у кожен момент часу споживати найменшу кількість батончиків, що покрива​ють поточні потреби з урахуванням того, що було спожито раніше. 
У випадку b > a розглянемо час у зворотному напрямку.
Викладену ідею можна реалізувати за лінійний час. Спочатку перейдемо до величин  qj = pj – pj –1, так що pj = q0 + q1 + ... + qj. Тоді споживання батончика у момент k призводить до зміни лише трьох таких чисел qj при j =k, k + t1, k + t1 + t2. Розглядаючи масиву q у порядку зростання індексу, ми завжди знатимемо поточну потребу у потужності.


Структура даних із швидкими запитами на відрізку (дерево відрізків, «коренева ідея» тощо) також дає можливість вибрати всі бали.
5. Вибирання каменів (автор — Олександр Рудик)

Дану задачу задумано як таку, що посильна щодо складності алгоритму для багатьох учасників. Вся складність — у моделі, опис якої здійснимо у класичних поняттях теорії антагоніс​тичних ігор з повною інформацією без випадкового втручання. В описі ідеї розв’язання використано такі поняття.
1. Граф гри — множина, що містить елементи двох типів:

· вершини — позиції;

· дуги — ходи — впорядковані пари вершин (позицій), які вказують, яку позицію з якої можна отримати за один хід.

2. Початкова позиція (початок гри) — вершина, на яку не вказує жодна дуга (хід).

3. Кінцева позиція (кінець гри) — вершина, з якої не виходить жодна дуга.

Виграшність позиції (результат гри для того, чия черга ходити) для кінцевої позиції визначають згідно з правилами гри.



Для розглядуваної гри (вибирання каменів):

· позиція — це пара невід’ємних цілих чисел (кількостей камінців у купках) — точка координатної площини;

· кінцева позиція — пара (0; 0) — є програшною.


Для не кінцевих позицій:

· позиція виграшна, якщо існує хоча б один хід з неї у програшну позицію;

· позиція програшна, якщо всі ходи з неї ведуть у виграшні позицію.


Таким чином, у виграшній позиції гравець, чия черга ходу, може вибрати хід у програшну позицію. Це забезпечує йому перемогу за умови відповідного вибору й усіх наступних ходів. У програшній позиції гравець завжди робить хід у виграшну позицію, тобто він не може позбавити суперника можливості виграти. Для нього виграш можливий лише, якщо суперник припуститься помилки і зробить хід у виграшну позицію.


Схема аналізу виграшності позицій

1. Встановити всі кінцеві позиції і визначити, виграшні вони чи програшні.

2. Визначити виграшні позиції, з яких визначені раніше програшні позиції досягають за 1 хід.

3. Визначити програшні позиції, з яких визначені раніше виграшні позиції досягають за 1 хід.

4. Повторювати виконання пунктів 2–3 до встановлення, якими є всі позиції.


Таким чином за скінчену кількість кроків проводять аналіз всіх позицій гри зі скінченою кількістю позицій без циклів, утворених дугами. Аналіз завершують, якщо кроки 2–3 не дають ніякої нової інформації щодо виграшності чи програшності позицій.

Для розглядуваної гри (вибирання каменів) аналіз виграшності позицій має такий вигляд (радимо опис супроводити спогляданням рисунку з умови задачі та позначенням кругами або променями відповідно програшні чи виграшні позиції).
	1. Позицію (0; 0) вважати програшною.

2. Позиції (0; x),  (x; 0), (x; x) при довіль​но​му натуральному x вважати виграш​​ними.
3. Позиції (1; 2) і (2;1) вважати програш​ними.

4. Позиції (1 + x; 2) і (2 + x;1), (1; 2 + x) і (2;1 + x), (1 + x; 2 + x) і (2 + x;1 + x) при довіль​но​му натуральному x вважати виграш​​ними.
5. Позиції (3; 5) і (5; 3) вважати програш​ними.

6. Позиції (3 + x; 5) і (5 + x;3), (3; 5 + x) і (5;3 + x), (3 + x; 5 + x) і (5 + x; 3 + x) при довіль​но​му натуральному x вважати виграш​​ними...
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Послідовність програшних позицій: (0; 0), (1; 2), (3; 5), (4; 7), (6; 10), (8; 13), (9; 15), (11; 18), ... , (an; bn), ... та симетричних їм відносно прямої {y = x} можна знайти послідовно:

a0 = 0 і b0 = 0;
	an —
	найменше з натуральних чисел, відмінних від aj і bj при всіх j у межах від 0 до n – 1 включно;


bn = an + n.


Для позиції (x; x) за умови 0 < x  завжди є виграшний хід: забрати по x  камінців з обох куп. Двійковим пошуком можна знайти невід’ємне ціле j, при якому справджується така нерівність: bj ≤ x < bj + 1. Якщо bj = x, то існують ще два виграшні ходи: забрати (bj – aj) камінців з першої купи або забрати таку саму кількість камінців з другої купи. Інакше (при bj < x) таких ходів немає.

Для позиції (x; y) за умови x < y двійковим пошуком можна знайти невід’ємне ціле j при якому справджується така нерівність: aj ≤ x < aj + 1. Мож​ливі такі випадки:

· aj = x i  bj = y — лише у цьому випадку позиція (x; y) є програшною;
· aj = x i  bj < y — немає виграшного ходу вибирання камінців з першої купи чи з обох куп, з другої купи для виграшу потрібно забрати (y – bj) камінців;
· aj = x i  x < y  < bj — немає виграшного ходу вибирання камінців з другої  купи. Якщо існує таке k, при якому y  = bk, то для виграшу можна забрати з першої купи (x – ak) камінців, інакше виграшного ходу вибирання камінців з першої купи не існує. Але завжди існує виграшний хід вибирання з обох куп по x – ay – x = y – by – x камінців;
· aj < x — існує натуральне k, при якому x = bk. У цьому випадку виграшним є  вибирання (y – ak) камінців з другої купи. Якщо 0 <  x – ay – x = y – by – x, то існує виграшний хід вибирання з обох куп по x – ay – x = y – by – x камінців, інакше такого ходу немає. Якщо y  = bl при l ≤ j, то для виграшу можна забрати з першої купи (x – al) камінців, інакше виграшного ходу вибирання камінців з першої купи не існує. Зауважимо: при aj < x і наявності виграшного ходу вибирання камінців з першої купи завжди існує виграшний хід вибирання камінців з обох куп.
 
Формальною заміною x на  y випадок x > y можна звести до попереднього.
6. Перехрестя (автор — Олександр Рудик)
Вилучаючи по черзі кожну точку графа — схеми шляхів разом з відповідними ребрами й використовуючи пошук у ширину від довільної іншої вершини, можна встановити, чи втрачено зв’язність решти графа після такого вилучення. Але таким чином можна набрати лише частину балів.

Відомий спеціальний алгоритм пошуку точок сполучення, який подано далі разом з елементами теорії графів для його обґрунтування. 
Означення 1. Запровадимо такі поняття:
1. Підграф G’(V’, E’) графа G(V, E) називають остовним (каркасним), якщо V’ = V, тобто множини вершин графа G і підграфа G’ збігаються.
2. Остовним (каркасним) деревом графа називають його довільний остовний (каркасний) підграф, що є деревом.
3. Вершину v зв’язаного неорієнтованого графа G називають точкою сполучення або вершиною, що розрізає (розділяє) граф, якщо вилучення цієї вершини разом з інцендентними їй ребрами (що мають її за кінець) призводить до порушення зв’язності графа.

Теорема 1. Нехай орієнтоване дерево T є остовним (каркасним) деревом нерієнтованого графа G(V, E), побудоване пошуком у глибину, і вершини a, b сполучено ребром графа G(V, E). Тоді або a є нащадком b, або b є нащадком а.

Теорема 2. Нехай орієнтоване дерево T є остовним (каркасним) деревом нерієнтованого графа G(V, E), побудоване пошуком у глибину. Вершина a є точкою сполучення графа G(V, E) тоді й лише тоді, коли вершина a:
· або є коренем дерева T, що має більше одного безпосереднього нащадка;
· або не є коренем дерева T, та існує такий нащадок a, який разом зі своїми нащадками не сполучено жодним ребром у графі G(V, E) з жодним з предків a у дереві T.
Доведення.
· Нехай вершина a є коренем дерева T. Тоді для довільних двох вершин, відмінних від a, існує ланцюг (шлях без врахування напряму дуг дерева T), що проходить через вершину a:

· якщо корінь a має лише одного безпосереднього нащадка b, то, вилучивши ланки (b; a) і (a; b), отримаємо ланцюг, що не проходить через a;

· якщо корінь a має щонайменше два різні безпосередні нащадки, то довільний ланцюг, що сполучає їх, проходить через корінь a (див. пошук у глибину, починаючи від одного з таких нащадків).

· Якщо a не є коренем побудованого дерева, позначимо через p безпо​середнього предка a.

· Нехай для деякого нащадка a немає жодного ребра графа G(V, E), що сполучає його чи його нащадків з p. Тоді всі шляхи у графі G(V, E), що ведуть від цього нащадка a до p, проходять через a. У цьому випадку вершина a є точкою сполучення, бо її вилучення разом з інцендентними їй ребрами робить неможливим сполучення шляхом вказаного нащадка a з p.

· Нехай для всіх нащадків a існує ребро графа G(V, E), що сполучає цього нащадка або котрогось з наступних нащадків з вершиною p або її предком. Тоді вилучення вершини a разом з інцендентними їй ребрами:

· не порушує можливості сполучення шляхами вершин графа G(V, E) без a та її нащадків;

· не порушує можливості сполучення шляхами нащадків a з p, а через p — з іншими вершинами графа G(V, E), відмінними від a.

У цьому випадку вершина a не є точкою сполучення.

     

У початковий момент виконання поданого далі алгоритму:

· величина лічильника i дорівнює 0;

· кожна вершина має мітку «нова»;

· кількість виявлених безпосередніх нащадків кореня дорівнює 0.


У процесі виконання алгоритму обчислюємо такі велични:

· g (v) — порядковий номер у порядку приєднання вершини v до дерева T, яке будуємо пошуком у глибину;

· f (w) — найменший порядковий номер у порядку приєднання вершини x до дерева T, при якій існує ребро, що не перетворене на дугу дерева T і сполучає x або з w, або з нащадком w.


Нехай вершина w є безпосереднім нащадком вершини v і справджується така нерівність: g (v) < f (w). Тоді немає ребра початкового графа, що не перетворене на дугу дерева T і сполучає нащадка w з безпосереднім предком v. Згідно з доведеною теоремою вершина v є точкою сполучення у цьому випадку.

За параметр v для першого виклику вибираємо довільну вершину заданого графа, наприклад з номером 1.

Рекурсивний алгоритм пошуку точок сполучення — РАПТС(v)
1. Змінюємо мітку v на «використана».

2. Збільшуємо величину i на 1.

3. Надамо величини f (v) = g (v) = i.

4. Перебираємо всі суміжні з v вершини w. Якщо w має мітку «нова», робимо таке:

· долучаємо дугу (v; w) до дерева, вважаючи v безпосереднім предком вершини w;

· виконуємо РАПТС(w);

· якщо g (v) ≤ f (w) і v не є коренем дерева, то оголошуємо вершину v точкою сполучення;

· якщо v є коренем дерева, то збільшуємо кількість виявлених безпосередніх нащадків кореня на 1. Якщо ця кількість більша ніж 1, оголошуємо корінь точкою сполучення (останню дію можна виконати і по завершенню виконання алгоритму першого виклику);

· замінюємо величину f (v) на min( f (v), f (w)).

Інакше, тобто якщо вершина w має мітку «використана», а v не є безпосереднім предком w, замінюємо величину f (v) на min( f (v), g (w)).

Саме цей алгоритм реалізовано у розв’язанні, за яким відкалібровано час на виконання тестів. 
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