Лекция 12.

NP-полные задачи. Приближенные методы решения задач.
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Большинство из рассмотренных нами ранее задач решались так называемыми эффективными алгоритмами (работающими за полиномиальное время). Это значит, что время работы алгоритма при наличии N входных данных (это число называют размерностью задачи) составляло не более O(Nk), где k — некоторая константа, не зависящая от N. Почему алгоритмы из этого класса вычислительной сложности принято считать эффективными по сравнению с так называемыми экспоненциальными алгоритмами (т.е. работающими за время O(kN), O(NN) и т.п.)? Дело в том, что для любой из задач этого класса увеличение допустимого времени работы программы или быстродействия компьютера в m раз позволяет увеличить размерность в {Эта формула просто должна быть в тексте}
раз. В случае же экспоненциального алгоритма увеличение размерности задачи происходит всего лишь на какую-то величину (так, для алгоритма из класса O(kN) размерность можно увеличить лишь на 
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Таким образом, в последнем случае максимально допустимая размерность задачи невелика (не превышает 20 для большинства известных экспоненциальных алгоритмов при времени счета 1 минута на персональном компьютере с тактовой частотой 1 гГц), практически жестко определяется алгоритмом и не может быть увеличена до величины, необходимой при решении практических задач (например, 100 или 1000). Следовательно в большинстве случаев такие алгоритмы представляют лишь теоретический 

Однако многие интересные и практически важные задачи не решаются за полиномиальное время или полиномиальные алгоритмы для них на настоящее время еще не найдены. Подходы к рассмотрению подобных задач и будут представлены в настоящей лекции. Но прежде опишем важный класс так называемых NP-полных задач.

NP-полнота.

Сложностной класс задач NP (от Nondeterminictic Polinomial) — это класс задач, для решения которых полиномиального алгоритма может и не существовать, но если решение нам известно (например, мы его угадали), то проверить его правильность за полиномиальное время возможно.

Внутри этого класса принято выделять так называемые NP-полные задачи. Полиномиальные алгоритмы решения этих задач пока не найдены. Но все задачи из этого класса можно свести друг к другу. То есть, если окажется, что какая-либо из NP-полных задач решается за полиномиальное время, то это будет означать, что и все остальные задачи из этого класса эффективно разрешимы.
До настоящего времени большинство специалистов полагали, что NP-полные задачи за полиномиальное время решить нельзя, то есть NP ( P (здесь P — класс задач, разрешимых за полиномиальное время), хотя и не могли это доказать. Однако в последнее время появились работы, пытающиеся данную точку зрения опровергнуть. То есть точка в этом научном споре еще не поставлена. Подробнее о теории сложности и NP-полных задачах можно прочитать в [1-4].

Для большинства же задач из класса NP (а таких задач сформулировано несколько тысяч) либо уже построены эффективные алгоритмы решения, либо доказана их NP-полнота. Тем не менее и в данном вопросе существуют исключения. Так, сложность оптимальной проверки простоты числа до сих пор не известна.

Острая практическая необходимость в решении NP-полных задач заставляет искать пути преодоления сложностей, связанных с их решением. В качестве таких путей можно отметить следующие: нахождение эвристических (приближенных) решений, улучшение переборных алгоритмов, динамическое программирование, использующее таблицы, размер которых экспоненциально зависит от размерности задачи (см. лекции 7,8). Очевидно, что последнее возможно лишь при наличии необходимого количества компьютерной памяти. Ниже будут рассмотрены первые два подхода к решению NP-полных задач.

Как уже было сказано, задачи из этого класса можно свести друг к другу. Поэтому их решение достаточно рассмотреть на примере одной задачи. В качестве такой задачи выберем задачу поиска гамильтонова цикла в графе, разновидность которой известна как “задача коммивояжера”.

Задача коммивояжера.

Пусть дан неориентированный граф. Цикл, включающий все вершины ровно один раз, называется гамильтоновым (данный цикл не следует путать с эйлеровым, проходящим через все ребра графа, задача поиска которого была разобрана в лекции 9). В [3] показано, что задача проверки существования в данном графе гамильтонова цикла является NP-полной. Проверка же найденного решения проста: нужно всего лишь проверить, что предъявленный в качестве решения цикл идет по ребрам графа и проходит через все его вершины. Если же граф является взвешенным, то имеет смысл ставить задачу нахождения гамильтонова цикла минимального веса, где вес цикла определяется как сумма весов входящих в него ребер. Это и есть задача коммивояжера (коммивояжеру требуется объехать все данные населенные пункты — вершины графа, и вернуться в исходный пункт, используя имеющиеся транспортные маршруты между некоторыми из данных населенных пунктов, и потратить при этом как можно меньше времени).

Приведем сначала решение этой задачи, основанное на алгоритме перебора с возвратом, схема которого разобрана в [5], ограничившись поиском длины гамильтонова цикла минимального веса (поиск самого пути не меняет алгоритма решения и аналогичен способу поиска кратчайшего пути в графе, рассмотренному в лекции 8).

type t1 = set of 1..100;

var a : array[1..100, 1..100] of real;

    i : byte;

procedure com(set1:t1;v1:byte;var c1:real);

{ищет длину с1 кратчайшего пути из v1 в 1

 через все вершины из множества set1}

var i : byte;

   c2 : real;

begin

  c1: = (;
  if set1=[] then c1:=a[v1,1]

  else

    for i:=2 to n do
   {выбираем вершину из set1, которая будет
    первой на пути из v1 в 1}

      if (i in set1) and (a[i,v1]>0) then
        begin
          com(set1-[i],i,c2);

          if c2+a[v1,i]<c1 then c1:=c2+a[v1,i]

        end

end;

begin {основная программа}

  …{задаем матрицу смежности a[1..n,1..n],
    обозначая отсутствие ребра нулем}

  com([2..n],1,c);

  writeln(c:0:3)

end.

Рассмотрим теперь как для сокращения перебора в данной задаче можно применить метод ветвей и границ. Не снижая общности рассмотрения, в данном случае будем считать граф полным, то есть между двумя любыми парами вершин существует ребро конечного неотрицательного веса. Пусть мы уже нашли какой-то гамильтонов цикл. Это может быть первый, построенный в процессе перебора цикл, а может быть — цикл, найденный с помощью эвристического алгоритма (т.е. приближенного, но эффективно работающего алгоритма, основанного на разумных соображениях, иногда приводящих даже к точному решению; примером такого алгоритма может являться, например, жадный алгоритм, на каждом шаге вынуждающий коммивояжера ехать в ближайший из еще непосещенных пунктов, однако для неполного графа такой алгоритм гамильтонов цикл может не найти). Обозначим вес найденного цикла min_path_l. Вторым шагом нашего метода будет получение оценок снизу на пути, состоящие из фиксированного числа ребер. Обозначим res[i] нижнюю оценку на длину всех возможных путей в заданном графе, проходящих ровно через i ребер. Пусть Z(1, i1, i1, …, ik), где k < n – 1, — множество маршрутов коммивояжера, каждый из которых обязательно начинается строго последовательным проходом пунктов 1, i1, i1, …, ik. Обозначим сумму весов фиксированных таким образом первых k ребер цикла cur_path_l. Так как после посещения этих k пунктов, остаток пути коммивояжера состоит из n – k ребер графа, то если cur_path_l + res[n-k] ( min_path_l, то рассматривать все множество маршрутов Z (то есть достраивать каждый из маршрутов до образования гамильтонова цикла) уже не имеет смысла. Таким образом мы исключаем из рассмотрения сразу (n – 1 – k)! вариантов, то есть обрезаем целую ветвь в дереве перебора всех вариантов, используя оценку на часть решения от вершины ik до конечной границы перебора. Именно поэтому данный способ сокращения перебора и называется метод ветвей и границ. Если в процессе перебора будет найден цикл, вес которого меньше, чем min_path_l, то последний будет переопределен, что в дальнейшем ускорит процесс обрезания ветвей.

В рамках этого метода возможно построение различных конкретных алгоритмов, которые будут отличаться между собой способами получения нижних оценок и порядком перебора (если на каждом шаге вершины перебираются не по порядку номеров, а согласно какому-либо критерию, то такой перебор называется перебором с предпочтением). В принципе можно построить пример, когда метод ветвей и границ может привести к необходимости анализа всех траекторий, то есть его трудоемкость в худшем случае та же, что и при полном переборе, но на практике оказывается, что эта ситуация крайне редка и размерность решаемых за 1 минуту задач можно довести по крайней мере до 100. Очевидно, что эффективность метода напрямую зависит от качества нижних оценок: чем ближе они будут к точным нижним оценкам на все пути, проходящие через оставшиеся нерассмотренными n – 1 – k вершин, тем большее количество ветвей будет обрезано; однако, время вычисления оценки должно зависеть от n – 1 – k по крайней мере полиномиально, особенное, если в процессе перебора для каждого множества вершин оценки будут вычисляться заново.

Рассмотрим один из возможных способов получения нижних оценок, достаточно простой в реализации. Очевидно, что если в качестве res[1] выбрать минимальное ненулевое значение матрицы смежности, то это и будет точная нижняя оценка всех путей, состоящих из одного ребра. Точной нижней оценкой для путей из двух ребер будет минимальная из сумм длин двух ребер графа, имеющих общую вершину. Однако проще в качестве res[2] взять просто сумму двух наименьших элементов матрицы смежности (один из которых мы уже знаем — это res[1]). В общем случае будем поступать так. Найдем в каждой строке матрицы смежности минимальный элемент (более двух элементов в одной строке матрицы в построении оценок использовать не имеет смысла, так как в любом из интересующих нас путей каждая вершина будет представлена не более одного раза). Отсортируем найденные значения по неубыванию. Возьмем в качестве res[i] cумму первых i из отсортированных значений. В процессе перебора полученные оценки пересчитывать не будем, тогда время получения оценки на каждом из шагов перебора будет равно O(1). Именно этот способ получения оценок используется в программной реализации метода ветвей и границ для задачи коммивояжера, приведенной ниже. Аналогичные оценки можно получать и в процессе перебора, рассматривая только те строки и столбцы матрицы смежности, которые соответствуют еще не фиксированным n – 1 – k вершинам.
Приведем полную реализацию описанного выше метода.

type t1=set of 1..100;

var a : array[1..100,1..100] of real;

  res : array[1..100] of real;

  i,j,v,n,stack_ptr,minj : integer;

  min : real;

  s : t1;

  cur_path,min_path :

    record
      l : real;{вес цикла}

      p : array[1..n]of byte {цикл}

    end;

procedure com(set1:t1;v1:byte);
{ищет кратчайший путь из v1 в 1,

 проходящий через все вершины set1}

var i : byte;

  lastl : real;

begin

  if set1=[] then {текущий цикл построен}

    begin

     {добавляем последнее ребро}
      cur_path.l:=cur_path.l+a[v1,1];

      if cur_path.l<min_path.l then min_path:=cur_path;

    end else

    begin

      inc(stack_ptr);

      lastl:=cur_path.l;

      for i:=2 to n do
        if i in set1 then
         begin

           cur_path.l:=lastl+a[v1,i];

          {сокращение перебора}

           if cur_path.l+res[n-stack_ptr]<min_path.l

           then begin

                  cur_path.p[stack_ptr]:=i;

                  com(set1-[i],i)

                end

         end;

      cur_path.l:=lastl;

      dec(stack_ptr)

    end

end;

begin {основная программа}

…{задаем матрицу смежности a[1..n,1..n]}

  min_path.l:=0;
  v:=1;
  s:=[2..n];
 {ищем приближенное решение жадным алгоритмом}

  for i:=1 to n-1 do
    begin
      min:=(;

      for j:=2 to n do
        if (j in s)and(a[v,j]<min) then
          begin
            min:=a[v,j];
            minj:=j
          end;
      v:=minj;
      s:=s-[v];
      min_path.l:=min_path.l+min

    end;

  min_path.l:=min_path.l+a[v,1];

{ищем оценки снизу на пути различной длины;

 res[i] — минимальный элемент i-й строки a[1..n,1..n]}

  for i:=1 to n-1 do
    begin

      minj:=1;

      for j:=2 to n do
        if (a[i,j]<a[i,minj])then minj:=j;

      res[i]:=a[i,minj]

    end;

 {сортируем res по неубыванию}

  for i:=1 to n-1 do
    for j:=1 to n-i-1 do
      if res[j]>res[j+1] then
        begin

          min:=res[j];

          res[j]:=res[j+1];

          res[j+1]:=min

        end;

{получаем в res[i] оценку снизу

 на длину пути из i ребер}

  for i:=2 to n do
    res[i]:=res[i-1]+res[i];

 {решаем задачу коммивояжера}

  cur_path.l:=0;

  stack_ptr:=0;
  com([2..n],1);

  {печатаем найденный цикл}

  write(1);

  for i:=1 to n-1 do

    write(min_path.p[i]:4)
end.

О методах локальной оптимизации в решении задачи коммивояжера, приближенных способах ее решения и других подходах к ее рассмотрению можно прочитать в [1-4, 6,7].

Программирование игр и головоломок.

Метод ветвей и границ оказывается применим и в данном классе задач. На первый взгляд при решении головоломок, таких как игра “пятнадцать” или “кубик Рубика”, даже применение стандартной схемы перебора с возвратом не очевидно, так как изначально не известно количество ходов, которые необходимо сделать для разрешения головоломки. Тем не менее, мы можем предположить, что головоломка будет решена за N ходов, тогда глубина перебора равна N, а количество рассматриваемых на каждом шаге вариантов М зависит от правил конкретной головоломки, например, в игре “пятнадцать” M = 4, так как за один ход в общем случае может быть передвинута одна из четырех фишек, находящихся в непосредственной близости от пустой позиции (или M = 3, если мы договоримся никогда не перемещать в обратном направлении только что передвинутую фишку). Если мы провели полный перебор MN вариантов и решение головоломки найдено не было, а известно, что оно существует, значит следует увеличить значение N, и, к сожалению, проводить весь перебор заново, так как при этом меняется длина глубины поиска одного варианта. Если же, наоборот, головоломка разрешима за число ходов, меньшее по сравнению с фиксированным нами N, то мы обнаружим это при текущем формировании одного из вариантов, то есть данная ситуация при правильной организации перебора будет отслежена.

Идея, на основе которой мы и в данном случае не будем рассматривать целые ветви бесперспективных вариантов, заключается в следующем. Пусть при попытке разрешить головоломку мы уже сделали какие-либо K < N – 1 ходов. Затем, рассмотрев текущее состояние головоломки, мы определили, что для ее разрешения нужно сделать еще как минимум L ходов. Тогда, если K + L > N, то сделанные K ходов уже точно не позволят решить головоломку за желаемые N ходов, поэтому продолжать перебор вариантов, основанных на этих K ходах, бесполезно (следует вернуться к ситуации, которая была после (K – 1)-го хода и попытаться сделать другой K-й ход). Таким образом, в каждой конкретной задаче остается только определить способ подсчета значения L. В той же игре “пятнадцать” для любого состояния головоломки величину L можно подсчитать как сумму минимальных количеств перемещений каждой из фишек в отдельности, которые необходимо произвести, чтобы каждая из фишек достигла своего места в искомом заключительном состоянии головоломки (очевидно, что за меньшее число ходов разрешить головоломку невозможно).

Приведем пример еще одной задачи, решаемой подобным образом.

Задача 1. Головоломка “Кубики”.

В коробке с квадратным дном размером 3(3(1 без крышки лежат 8 одинаковых кубиков размером меньше единичного. Кубики лежат неплотно, а центральный  кубик отсутствует. Каждый из кубиков имеет одну красную грань и остальные белые. Если рядом с кубиком находится пустое место, то кубик можно перекатить туда через ребро, не вынимая его из коробки. Каждое перекатывание считается одним ходом. Положение красной грани кубика задается одной из букв: U, D, L, R, F, В (если грань находится вверху, внизу, слева, справа, впереди или сзади соответственно).

Требуется написать программу, которая для заданного начального состояния кубика найдет какую-либо последовательность перемещений, приводящую к состоянию, в котором красные грани у всех кубиков будут наверху. Если это возможно, то требуется найти последовательность с минимальным количеством перемещений.

Входными данными в задаче является последовательность из 8 букв, описывающих начальное расположение красных граней у кубиков. Первая буква указывает положение красной грани кубика (1,1), вторая - (1,2), и т. д. по часовой стрелке. Кубик с координатами (1,1) находится в левом верхнем углу. Например, последовательность LRLRUUDD соответствует следующему расположению кубиков в коробке:
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Выходными данными в задаче является последовательность перемещений. В первой строке выходного файла следует поместить количество перемещений N, которые необходимо выполнить (или слово “impossible” в случае отсутствия решения). В каждой из последующих N строк должны быть записаны через пробел координаты кубика (номер строки и номер столбца соответственно), который следует переместить за очередной ход.

Решение. Как и в общем случае прежде всего нам предстоит угадать значение глубины перебора. Однако, так как заранее неизвестно, имеет ли задача решение для любого начального расположения кубиков, в качестве максимального количества ходов, которые мы будем делать в поиске решения, можно подобрать такое число, для которого перебор можно завершить за отведенное для работы программы время. Это число подбирается экспериментально. Если по окончании перебора этой глубины решение найдено не будет, то мы будем считать, что его нет совсем (хотя на самом деле конкретно эта головоломка разрешима всегда !!!). Если перебор оптимизирован всеми возможными способами, то основания поступать подобным образом при решении олимпиадных задач достаточно большие (о способе измерения времени работы программы см. лекцию 3).

Рассмотрим подсчет оценки на количество оставшихся ходов L, необходимой для применения метода ветвей и границ в данной головоломке. Для этого для каждого кубика в отдельности подсчитаем, за какое минимальное число перемещений его красную можно перевести в верхнее положение. Так, для примера из условия задачи, кубикам (1, 1), (1, 2), (2, 3) требуется по одному перемещению, кубикам (2, 1) и (3, 1) — по два, а кубику (1, 3) — три (минимально необходимое количество перемещений зависит не только от текущего положения красной грани, но и от положения кубика). Таким образом L = 10.

Очевидно, что применение даже оптимизированного перебора для многих игр и головоломок невозможно. Тогда на помощь приходят уже упоминавшиеся выше эвристические алгоритмы. В данном случае они представляют из себя некоторую стратегию игрока, основанную на оценке ситуации в игре или головоломке. Подобные стратегии далеко не всегда гарантируют выигрыш или минимальность ходов при решении головоломки, зато обеспечивают завершение работы программы за требуемое время, так как при оценке ситуации в основном используют эффективные (полиномиальные) алгоритмы. Качество же такого алгоритма напрямую зависит от качества применяемых оценок. Рассмотрим это на примере следующей задачи.

Задача 2. Игра “Просто Филя” (X Всероссийская олимпиада по информатике)

Дано прямоугольное клеточное поле 41(45 клеток. Каждая клетка покрашена в один из шести цветов. Цвета пронумерованы от 1 до 6. Левая верхняя и правая нижняя клетки поля имеют различный цвет. В результате поле разбивается на некоторое количество одноцветных областей. Две клетки одного и того же цвета, имеющие общую сторону, принадлежат одной и той же области.

Правила игры. Играют два игрока. За первым игроком закреплена область, включающая левую верхнюю клетку, за вторым - правую нижнюю. Игроки ходят по очереди. Делая ход, игрок перекрашивает свою область в любой из шести цветов по своему выбору, за исключением цвета своей области и цвета области противника. В результате хода к области игрока присоединяются все прилегающие к ней области выбранного цвета, если такие имеются (в таблице показана раскраска левого верхнего угла поля до хода первого игрока и после него).

3445666
3355661
4356246
2656546
2432656
3661111
5445666
5555661
4556246
2656546
2432656
3661111

Цель игры - включить в свою область как можно больше клеток. Игра заканчивается, когда все поле разобьется на две области или в течение 4 ходов ни одна область не увеличится.

Требуется написать программу, которая по текущему состоянию поля делает один ход за первого игрока. Время на один ход — 3 секунды.

· Программа будет участвовать в играх с другими программами следующим образом:

· по данным входного файла ваша программа выбирает номер цвета, записывает его в выходной файл и заканчивает свою работу;

· тестирующая система по выбранному цвету перекрашивает область первого игрока, “инвертирует” матрицу, запускает программу соперника и вновь запускает вашу программу, предоставляя ей в качестве начальных данных “инвертированное” поле, измененное программой соперника;

· ваша программа будет запускаться до тех пор, пока игра не завершится;

· в случае некорректного хода вашей программы игра завершается досрочно с поражением.

Качество вашей программы будет оцениваться в зависимости от количества клеток в вашей области после завершения тестовой игры.

Входной файл содержит 41 строку по 45 цифр в каждой без пробелов. Первая цифра файла соответствует цвету левой верхней клетки игрового поля. Вам предоставляется пример входного файла.

Выходной файл содержит номер цвета хода.

Решение. Наиболее простыми эвристическими алгоритмами в данном случае являются так называемые жадные алгоритмы, выбирающие из некоторых соображений наиболее выгодный для результатов этого хода цвет. Различаются они между собой выбором критериев оценки результатов хода. Самый простой из них подсчитывает количество клеток каждого из допустимых для хода цветов, граничащих с текущей областью первого игрока. Выбирается цвет, количество граничных клеток для которого максимально. Такой алгоритм для примера из условия выбрал бы цвет 4. Более разумным является подход, при котором для каждого из допустимых цветов подсчитывается, сколько клеток присоединится к области первого игрока в результате соответствующего хода. При этом неплохо учитывать и те клетки, которые к области первого игрока еще не присоединятся, но уже навсегда окажутся недоступными для второго игрока (будут отрезаны областью первого игрока). Из этих соображений следует выбирать цвет 5 (что и сделано в примере хода). Но поведение программы, эмитирующей стиль игры человека (а это уже задача искусственного интеллекта), должно быть несколько более сложным. На начальной стадии игры следует, не обращая внимания на ходы противника, построить цепочку ходов, в результате которой будет от противника будет отсечена как можно большая область поля. Клетки этой области будут присоединены к области первого игрока на завершающей стадии игры. Когда же границы областей первого и второго игрока оказываются достаточно близкими (на расстоянии трех-четырех ходов), следует применить полный перебор вариантов, для определения хода, в результате которого гарантированный выигрыш (то есть количество занятых клеток при самых неудобных для первого игрока ходах противника) оказывается максимальным. Оптимизация такого перебора осуществляется с помощью так называемого альфа-бета отсечения, см., например, [1], схожего с методом ветвей и границ, но учитывающего противоположные интересы двух игроков.

Заметим, что при решении различных олимпиадных задач эвристические алгоритмы имеет смысл применять и в том случае, когда у задачи существует точное эффективное решение, но во время тура найти его оказывается затруднительно. При этом чем точнее эвристика учитывает все особенности задачи, тем лучше оказывается результат работы программы. В такой ситуации полезно решать задачу одновременно с помощью нескольких различных приближенных алгоритмов и программным путем для каждого конкретного набора входных данных определять, какой из них наиболее близко приближает правильный ответ. Так, в задачах оптимизации логично лучшей считать ту эвристику, которая дает максимальный (или соответственно минимальный) ответ. Фактически мы приближенно решаем задачу несколькими способами и выбираем из них наилучший. Хорошая система эвристик может оказаться и полной, то есть для каждого из возможных вариантов входных данных одна из эвристик даст верный ответ и задача окажется решенной верно.

Заключение.

На этом завершим наш относительно краткий обзор методов решения олимпиадных (и не только) задач. Конечно же мир олимпиадных задач и способов их решения намного богаче и разнообразнее, чем это было показано в данной серии лекций, иначе бы сами олимпиады не представляли такого большого интереса. Ряд задач абсолютно оригинальны и не поддается систематизации. Тем не менее, знание описанных приемов и алгоритмов может оказаться полезным для нынешних и будущих участников олимпиад по информатике различного уровня и оказать методическую помощь их педагогам. Поэтому хочется пожелать всем читателям данного курса лекций больших успехов в различных соревнованиях, но еще больше — в программировании, красоту которого большинство олимпиадных задач только подчеркивают.

Литература
1. Ахо А.А., Хопкрофт Д.Э., Ульман Д.Д. Построение и анализ вычислительных алгоритмов. М.: Мир, 1979.

2. Гордеев Э.Н. Задачи выбора и их решение. В кн.: Компьютер и задачи выбора. M.: Наука, 1989.
3. Гэри М., Джонсон Д. Вычислительные машины и трудноразрешимые задачи. М.: Мир, 1982.

4. Кормен Т., Лейзерсон Ч., Ривест Р. Алгоритмы. Построение и анализ. М.: МЦНМО, 2000.
5. Андреева Е.В. Еще раз о задачах на полный перебор вариантов. “Информатика”, №45, 2000.
6. Основы программирования. {точную ссылку пришлю позже}

7. Асанов М.О. Дискретная оптимизация. Екатеринбург: УралНаука, 1998.
� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���








[image: image3.wmf]k

m

[image: image4.wmf]).

log

m

k

_1078822511.unknown

_1078823518.unknown

