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100%, çà íå¨ áóäóòü ÿêiñü áàëè?

ç ïèòàíü ó÷àñíèêiâ

1 �Ðîçáið çàäà÷i Plusxor� (Äàíi¨ë Íåéòåð).

Òàì îãðàíè÷åíèå 2 â 64 -1 äëÿ à

è á? ïðîñòî äëÿ ñòàíäàðòíîãî

òèïà íàäî 2 â 63 -1!

ç ïèòàíü ó÷àñíèêiâ

Ñïî÷àòêó ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó â ïðèïóùåííi, ùî øóêàíà ïàðà ÷èñåë X, Y iñíó¹. Áóäåìî ïîçíà÷àòè äâiéêîâi
öèôðè â çàïèñi ÷èñåë íàñòóïíèì ÷èíîì: X = (x63x62 . . . x1x0)2, Y = (y63y62 . . . y1y0)2, A = (a63a62 . . . a1a0)2,
B = (b63b62 . . . b1b0)2.

Ç îçíà÷åííÿ ïîáiòîâîãî "âèêëþ÷íîãî àáî" âèïëèâà¹, ùî bi = xi + yi(mod 2) (1). Ç iíøîãî áîêó ai = xi +
yi + ci − 1(mod2) (2), äå ci ïîçíà÷à¹ ïåðåíîñ ç i-ãî äâiéêîâîãî ðîçðÿäó, ÿêèé îá÷èñëþ¹òüñÿ çà òàêîþ ôîðìóëîþ:
ci = [xi+yi+ci−1

2 ], äå ÷åðåç [] ïîçíà÷à¹òüñÿ îïåðàöiÿ âçÿòòÿ öiëî¨ ÷àñòèíè. Äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷èìî c−1 = 0.
Ç (1) i (2) âèïëèâà¹ ai + bi(mod 2) = [(xi + yi) mod 2 + (xi + yi + ci−1) mod 2] mod 2 = (2xi + 2yi + ci−1) mod 2 =

[(2xi) mod 2 + (2yi) mod 2 + ci−1 mod 2] mod 2 = 0 + 0 + ci−1. Îòæå, ci = ai+1 + bi+1(mod 2). Çâiäñè ìà¹ìî
C = (A xor B) shr 1, äå ÷åðåç shr ïîçíà÷åíèé áiòîâèé çñóâ âïðàâî.

Âðàõîâóþ÷è, ùî bi = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè xi = yi, à ci = 0 òiëüêè òîäi, êîëè xi +yi < 2, ñêëàäåìî òàáëèöþ
iñòèííîñòi äëÿ âèçíà÷åííÿ xi òà yi ÷åðåç bi òà ci:

bi ci xi yi ïðèìiòêè
0 0 0 0
1 0 0 1 íåîáõiäíî, ùî ci−1 = 0
0 1 1 1
1 1 0 1 íåîáõiäíî, ùî ci−1 = 1

Ó âèïàäêó, êîëè bi = 1, âèáèðà¹ìî ñàìå xi = 0, yi = 1 äëÿ çàáåçïå÷åííÿ óìîâè ìiíiìàëüíîñòi X.
Âèõîäÿ÷è ç òàáëèöi, ìîæíà çàïèñàòè áiòîâi âèðàçè äëÿ çíàõîäæåííÿ X òà Y ÷åðåç íîðìàëüíó äèç'þíêòíó

ôîðìó:
X = C and not B

Y = B or C

äå and, or, not ïîçíà÷àþòü ïîáiòîâå �I�, ïîáiòîâå �ÀÁÎ� òà ïîáiòîâå �ÍI� âiäïîâiäíî.
Îòæå, ÿêùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i iñíó¹, éîãî ìîæíà çíàéòè çà íàâåäåíèìè âèùå ôîðìóëàìè. Äëÿ ïåðåâiðêè

iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çíàéäåìîX òà Y çà öèìè ôîðìóëàìè òà ïåðâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ A = X + Y , B = X xor Y .
ßêùî âîíè âèêîíóþòüñÿ � ðîçâ'ÿçîê çíàéäåíî, ÿêùî íi � ðîçâ'ÿçêó äëÿ çàäàíî¨ ïàðè ÷èñåë A, B íå iñíó¹.

Îòðèìàíèé àëãîðèòì äîçâîëÿ¹ ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó çà êîíñòàíòíèé ÷àñ, òîáòî éîãî ÷àñîâà ñêëàäíiñòü O(1).

1.1 Iíøi ïiäõîäè.

1.1.1 Àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä.

Ìîæíà ïîìiòèòè, ùî áiòè, âñòàíîâëåíi â X, âñòàíîâëåíi i â Y . Òîäi Y = X + B. Âðàõîâóþ÷è, ùî X + Y =
X +X +B = A, îòðèìó¹ìî íàñòóïíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ X òà Y :

X = (A−B)/2

Y = X +B
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1.1.2 Íà¨âíèé ïiäõiä.

Ïåðåáèðàòè âñi ÷èñëà X çà çðîñòàííÿì âiä 0 äî A
2 . ßêùî X xor (A − X) = B, òî ïàðà X, A − X ¹ ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i.
×àñîâà ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó O(A). Òàêèé ðîçâ'ÿçîê íàáèðà¹ 50 áàëiâ.

1.2 Îñîáëèâîñòi ðåàëiçàöi¨.

Îáìåæåííÿ çàäà÷i ïîòðåáó¹ âèêîðèñòàííÿ 64-áiòíèõ áåççíàêîâèõ òèïiâ äàíèõ (ó C/C++ öå unsigned long long, â
Pascal - uint64).

2 �Ïîäàðóíîê� (Ðîìàí �äåìñüêèé).

À ðàçáîéíèêè ìîãóò

ïîòðåáîâàòü 0 çîëîòûõ è 0

ñåðåáðÿíûõ ìîíåò çà äîðîãó?

ç ïèòàíü ó÷àñíèêiâ

2.1 Ôîðìàëiçàöiÿ óìîâè çàäà÷i.

Ïåðåêëàäåìî óìîâó çàäà÷i ìîâîþ òåîði¨ ãðàôiâ. Äàíî ãðàô ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç N âåðøèí òà M ðåáåð â ÿêîìó
ìiæ äâîìà âåðøèíàìè ìîæå iñíóâàòè áiëüøå îäíîãî ðåáðà. Äëÿ êîæíîãî ðåáðà âiäîìi äåÿêi ïàðàìåòðè Silveri òà
Goldi (â óìîâi - ìiíiìàëüíi îáìåæåííÿ íà êiëüêiñòü ñðiáíèõ òà çîëîòèõ ìîíåò).

Îçíà÷åííÿ 2.1. Íåõàé çàäàíî äåÿêó ïàðó íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë (A,B). Ãðàô ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âèõiäíèõ âåðøèí,
à òàêîæ íàáîðó ðåáåð äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ Silveri ≤ A ∧Goldi ≤ B áóäåìî ïîçíà÷àòè R(A,B).

Îçíà÷åííÿ 2.2. Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i áóäåìî íàçèâàòè ïàðó ÷èñåë (A,B) äëÿ ÿêî¨ R(A,B) � çâ'ÿçíèé.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Áóäåìî ââàæàòè ðîçâ'ÿçîê (A,B) îïòèìàëüíèì, ÿêùî âåëè÷èíà Cost(A,B) = A · S + B · G ¹
ìiíiìàëüíîþ ìîæëèâîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.4. Ïîçíà÷èìî Silver = Silveri|i ∈ (1,M).

Îçíà÷åííÿ 2.5. Ïîçíà÷èìî Gold = Goldi|i ∈ (1,M).

2.2 Î÷åâèäíèé àëãîðèòì.

Íåõàé ïàðà ÷èñåë (A,B) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i. ßêùî A 6∈ Silver, òî ìè ìîæåìî çìåíøèòè A íå çìiíèâøè çâ'ÿçíiñòü
ãðàôó. Àíàëîãi÷íî ìîæíà çðîáèòè, ÿêùî B 6∈ Gold. Îòæå, îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñëiä øóêàòè ëèøå ñåðåä ïàð
÷èñåë (A,B), ó ÿêèõ A ∈ Silver ∧B ∈ Gold.

Çâiäñè ìîæíà îòðèìàòè àëãîðèòì iç ÷àñîâîþ ñêëàäíiñòþ O((N+M)·M2) : ïåðåáåðåìî óñi òàêi ïàðè (A,B) i äëÿ
êîæíî¨ ïåðåâiðèìî, ÷è ¹ öÿ ïàðà ðîçâ'ÿçêîì, òîáòî ÷è ¹ ãðàô R(A,B) çâ'ÿçíèì. ßêùî ¹ � ïîðiâíÿ¹ìî Cost(A,B)
ç ïîòî÷íîþ âiäïîâiääþ i çìiíèìî ¨¨ ïðè íå îáõiäíîñòi.

2.3 Ïîêðàùåííÿ î÷åâèäíîãî àëãîðèòìó çà äîïîìîãîþ áiíàðíîãî ïîøóêó.

Íåõàé ïàðà ÷èñåë (A,B) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i. Òîäi ïàðà ÷èñåë (A,B + 1) òàêîæ áóäå ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i, îñêiëüêè
ðåáðà ó ãðàô R(A,B) ìîæóòü òiëüêè äîäàòèñÿ.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî ïàðà (A,B) íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i, òî i ïàðà (A,B − 1) òàêîæ íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i.
Ðîçãëÿíåìî òàêèé àëãîðèòì:

• Ïåðåáåðåìî óñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ A ç ìíîæèíè Silver.

• Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî A çðîáèìî áiíàðíèé ïîøóê ïî B.

• ßêùî äëÿ äàíîãî B ãðàô çâ'ÿçíèé, òî i äëÿ âñiõ áiëüøèõ B âií òàêîæ áóäå çâ'ÿçíèì, îòæå ìè ìîæåìî
çìåíøèòè ïðàâó ãðàíèöþ ïîøóêó.

• ßêùî äëÿ äàíîãî B ãðàô íåçâ'ÿçíèé, òî i äëÿ âñiõ ìåíøèõ B âií òàêîæ áóäå íåçâ'ÿçíèì, îòæå ìè ìîæåìî
çáiëüøèòè ëiâó ãðàíèöþ ïîøóêó.

Ìè îòðèìàëè àëãîðèòì ç ÷àñîâîþ ñêëàäíiñòþ O((N +M) ·M + logM).
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2.4 Åôåêòèâíèé àëãîðèòì.

Çàôiêñó¹ìî ÿêåñü A ∈ Silver. Ðîçãëÿíåìî óñi ìîæëèâi ðåáðà i, äëÿ ÿêèõ Silveri ≤ A. Ïîáóäó¹ìî íà óñiõ òàêèõ
ðåáðàõ ãðàô H(A) ç âàãàìè ðåáåð Goldi. Íàì òðåáà çíàéòè òàêå íàéìåíøå B, äëÿ ÿêîãî ïðèáðàâøè ç öüîãî ãðàôà
óñi ðåáðà ç âàãàìè, áiëüøèìè çà B, ãðàô âñå ùå çàëèøèòüñÿ çâ'ÿçíèì. ßêùî ãðàô çâ'ÿçíèé, òî â íüîãî iñíó¹
êàðêàñíå äåðåâî, ïðè÷îìó óñi éîãî ðåáðà ìàþòü âàãó íå áiëüøó çà B.

Íå âàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî çâîðîòí¹ òâåðäæåííÿ òàêîæ âiðíå: ÿêùî ó ãðàôi H(A) iñíó¹ êàðêàñíå äåðåâî, óñi
ðåáðà ÿêîãî íå ïåðåâèùóþòü ÿêîãîñü B′, òî B ≤ B′. Îòæå, íàì òðåáà çíàéòè êàðêàñíå äåðåâî, ó ÿêîãî ìàêñèìàëüíå
ðåáðî ¹ íàéìåíøèì ìîæëèâèì.

Ðîçãëÿíåìî òàêèé àëãîðèòì:

• Âiäñîðòó¹ìî ðåáðà çà çðîñòàííÿì Silveri

• Áóäåìî éòè ïî öüîìó ìàñèâó çëiâà íàïðàâî òà íà i-ìó êðîöi äîäàâàòè i-òå ðåáðî äî ãðàôà. Âàãà ðåáðà ðiâíà
Goldi.

• ßêùî ïðè öüîìó óòâîðèâñÿ öèêë, òî çíàéäåìî ìàêñèìàëüíå ðåáðî ó íüîìó i âèäàëèìî éîãî.

• Ïiñëÿ äîäàâàííÿ êîæíîãî ðåáðà ïåðåâiðèìî, ÷è çâ'ÿçíèé ãðàô i ÿêùî òàê � çíàéäåìî ó íüîìó ìàêñèìàëüíå
ðåáðî. Ïîðiâíÿ¹ìî âàãó öüîãî ðåáðà ç âiäïîâiääþ i çìiíèìî ¨¨, ÿêùî òðåáà.

Äîâåäåííÿ êîðåêòíîñòi àëãîðèòìó.
Ïåðåä ïî÷àòêîì ðîáîòè àëãîðèòìó ðåáåð â ãðàôi íåìà¹ i ó íüîìó N êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi. Ïðè äîäàâàííi

÷åðãîâîãî ðåáðà ó íàñ àáî çëèâàþòüñÿ 2 êîìïîíåíòè ìiæ ñîáîþ, àáî ðåáðî äîäà¹òüñÿ ó ÿêóñü îäíó êîìïîíåíòó i
ç íå¨ æ âèäàëÿ¹òüñÿ îäíå ðåáðî. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî ïiñëÿ êîæíîãî êðîêó àëãîðèòìó ãðàô áóäå ÿâëÿòè
ñîáîþ ëiñ.

Òâåðäæåííÿ 2.1. ßêùî äëÿ ÿêîãîñü ðåáðà (a, b) iñíó¹ øëÿõ ç âåðøèíè a äî âåðøèíè b, ÿêèé íå ìiñòèòü öå ðåáðî,
ïðè÷îìó ó öüîìó øëÿõó óñi ðåáðà ìàþòü íå áiëüøó âàãó, íiæ ðåáðî (a, b), òî iñíó¹ ìiíiìàëüíå êàðêàñíå äåðåâî,
ÿêå íå ìiñòèòü öüîãî ðåáðà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêå ìiíiìàëüíå êàðêàñíå äåðåâî. ßêùî éîìó íå íàëåæèòü ðåáðî (a, b) � òâåðäæåííÿ
äîâåäåíî. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî ìiñòèòü öå ðåáðî. Ïiñëÿ éîãî âèäàëåííÿ ãðàô ðîçïàäåòüñÿ íà 2 äåðåâà. Îñêiëüêè
ç a ó b iñíó¹ øëÿõ, ÿêèé îìèíà¹ öå ðåáðî, òî iñíó¹ ðåáðî êðiì (a, b), ÿêå ñïîëó÷à¹ öi 2 êîìïîíåíòè, ïðè÷îìó öå
ðåáðî ìà¹ âàãó íå áiëüøó, íiæ ó (a, b). Îòæå, ïðè äîäàâàííi öüîãî ðåáðà âàãà ìiíiìàëüíîãî êàðêàñíîãî äåðåâà íå
çáiëüøó¹òüñÿ, îòæå íîâå äåðåâî òàêîæ áóäå ìiíiìàëüíèì êàðêàñíèì.

Òâåðäæåííÿ 2.2. Êîæíà êîìïîíåíòà ãðàôà ¹ ìiíiìàëüíèì êàðêàñíèì äåðåâîì äëÿ ãðàôà ç âåðøèí òi¹¨ êîìïîíåíòè.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåä ïî÷àòêîì ðîáîòè àëãîðèòìó êîæíà êîìïîíåíòà ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ âåðøèíè, i, î÷åâèäíî,
¹ ìiíiìàëüíèì êàðêàñíèì äåðåâîì ãðàôà ç îäíi¹þ âåðøèíî. Íåõàé ïiñëÿ êðîêó K òâåðäæåííÿ 2 ñïðàâåäëèâå.
Äîâåäåìî, ùî ïiñëÿ äîäàâàííÿ îäíîãî ðåáðà âîíî òàêîæ çàëèøèòüñÿ ñïðàâåäëèâèì. Ìîæëèâi 2 âèïàäêè:

1. Ðåáðî ñïîëó÷à¹ 2 ðiçíi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi. Îñêiëüêè äî öüîãî âîíè íå áóëè ñïîëó÷åíi, òî öå ðåáðî
îáîâ'ÿçêîâî íàëåæèòü ìiíiìàëüíîìó êàðêàñíîìó äåðåâó ç öèõ äâîõ êîìïîíåíò. Âèäàëèâøè éîãî ìè îòðèìó¹ìî
2 êîìïîíåíòè, ó ÿêèõ âæå ïîáóäîâàíi ìiíiìàëüíi êàðêàñíi äåðåâà. Î÷åâèäíî, ùî ïðè öüîìó îòðèìàíå äåðåâî
òàêîæ áóäå ìiíiìàëüíèì êàðêàñíèì.

2. Ðåáðî äîäà¹òüñÿ äî îäíî¨ êîìïîíåíòè. Ðîçãëÿíåìî ãðàôG, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âåðøèí i ðåáåð öi¹¨ êîìïîíåíòè
äî äîäàâàííÿ íîâîãî ðåáðà. Óñi ðåáðà, ÿêi íå íàëåæàòü öüîìó ãðàôó ìîæíà âèêèíóòè ç ðîçãëÿäó, îñêiëüêè
äëÿ êîæíîãî ç íèõ iñíó¹ ìiíiìàëüíå êàðêàñíå äåðåâî, ÿêîìó âîíè íå íàëåæàòü, ùî áóäå âiðíèì i ïiñëÿ
äîäàâàííÿ ðåáðà e (çà òâåðäæåííÿì 1 äëÿ êîæíîãî ç öèõ ðåáåð iñíó¹ øëÿõ ïî äåðåâó ç îäíîãî êiíöÿ äî
iíøîãî). Ïðè äîäàâàííi íîâîãî ðåáðà â ãðàôi óòâîðèòüñÿ öèêë, i ùîá ìiíiìiçóâàòè âàãó äåðåâà, ïîòðiáíî
ç öüîãî öèêëó âèäàëèòè ìàêñèìàëüíå ðåáðî. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî îòðèìàíå äåðåâî ¹ ìiíiìàëüíèì
êàðêàñíèì.

Îòðèìàíî àëãîðèòì, ÷àñîâà ñêëàäíiñòü ÿêîãî O(N ·M +M · logM).

3 �Ðîçáið çàäà÷i Òóðèñò� Iëëÿ Ïîðóáëüîâ).

Øâèäêiñòü V ïîçíà÷à¹

ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü êëiòèí,

ùî ìîæå ïðîéòè òóðèñò çà

îäèíèöþ ÷àñó?

ç ïèòàíü ó÷àñíèêiâ
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Ç äâîõ âiäïîâiäåé, ÿêi ïðîñÿòü çíàéòè, ëåãøå øóêàòè äðóãó (êîëè òóðèñò ìîæå ïðèáóòè äî ìîìåíòó 0 â
òî÷êó ç áóäü-ÿêîþ êîîðäèíàòîþ). Ïåðøó âiäïîâiäü ìîæíà çíàéòè ïîâòîðíèì çàñòîñóâàííÿì òîãî æ àëãîðèòìó,
âiäêèíóâøè çi âõiäíèõ äàíèõ ïîäi¨, íà ÿêi íåìîæëèâî âñòèãíóòè ïiøêè ç (x = 0, t = 0). (Îòæå, àëãîðèòì äîöiëüíî
îðãàíiçóâàòè ÿê ïiäïðîãðàìó.) Çîñåðåäèìîñÿ íà ïîøóêó äðóãî¨ âiäïîâiäi.

3.1 Ïðîñòà äèíàìiêà

Âiäñîðòó¹ìî ïîäi¨ çà ÷àñîì. Ïîñòàâèìî ñåðiþ ïiäçàäà÷ ¾ßêó ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü ïîäié R(i) ìîæíà âiäâiäàòè,
òàê, ùîá îñòàííüîþ áóëà ïîäiÿ i?¿ (äå i � íîìåð ïîäi¨ ïiñëÿ ñîðòóâàííÿ çà íåñïàäàííÿì t). Ëåãêî îòðèìàòè
ðiâíÿííÿ ÄÏ (äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ)

R(i) = max
k :

{
1 6 k < i

|xi − xk| 6 (ti − tk) · V

{R(k)}+ 1.

Ïåðåáèðà¹ìî ó çîâíiøíüîìó öèêëi çíà÷åííÿ i, äëÿ êîæíîãî i ïåðåáèðà¹ìî âñi ìåíøi çíà÷åííÿ k, ïðîïóñêàþ÷è
òi, ç ÿêèõ íåìîæëèâî âñòèãíóòè íà ïîäiþ i, à ñåðåä òèõ, ç ÿêèõ ìîæíà âñòèãíóòè, øóêà¹ìî ìàêñèìàëüíå R(k).
Çíàéøîâøè ìàêñèìóì, äîäà¹ìî 1 � âiäâiäàííÿ ñàìî¨ ïîäi¨ i. Äëÿ 1-î¨ ïîäi¨, à òàêîæ äëÿ âñiõ òèõ, íà ÿêi íå ìîæíà
âñòèãíóòè ç æîäíî¨ ïîïåðåäíüî¨, R(i) = 1. Îñòàòî÷íà âiäïîâiäü � maxR(i) (ïî âñiì i).

Öåé àëãîðèòì ìà¹ ñêëàäíiñòü O(N2), ùî ïðè N ∼ 100 000 íàäòî áàãàòî.

3.1.1 Åâðèñòè÷íi îïòèìiçàöi¨ äàíîãî ÄÏ

Ó ùîéíî ðîçãëÿíóòîìó ÄÏ ïåðåáèðàþòüñÿ âñi k < i. Öå ìîæíà îïòèìiçóâàòè, çáåðiãàþ÷è ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàíèõ
ïiäçàäà÷ ó ìàñèâi ïàð ¾íîìåð ïîäi¨, çíà÷åííÿ R äëÿ öi¹¨ ïîäi¨¿, âïîðÿäêîâàíîìó çà R. Iäó÷è âiä áiëüøèõ R äî
ìåíøèõ, ìîæíà ãàðàíòóâàòè, ùî ïåðøà æ çíàéäåíà ïîäiÿ (òàêà, ùî ç íå¨ ìîæíà âñòèãíóòè íà äàíó) äàñòü øóêàíèé
ìàêñèìóì.

Çàñòîñóâàííÿ öi¹¨ iäå¨ äëÿ áiëüøîñòi âõiäíèõ äàíèõ äà¹ îïòèìiçàöiþ i òîìó çáiëüøó¹ áàëè çà ðåàëiçàöiþ
âèùåíàâåäåíîãî ÄÏ. Àëå ÿê ðîçâèíóòè ¨¨ ó ïîâíîöiííèé (çàâæäè ïðàâèëüíèé i çàâæäè åôåêòèâíèé) ðîçâ'ÿçîê �
íåçðîçóìiëî.

¾×åñíèé¿ âàðiàíò (ïàì'ÿòàòè ðîçâ'ÿçêè óñiõ ðàíiøå ðîçãëÿíóòèõ ïiäçàäà÷) ïðàöþâàòèìå íàäòî äîâãî íà âõiäíèõ
äàíèõ, ïîäiáíèõ äî òàêèõ:

x

t

x?

t?

(áàãàòî ïîäié ìàþòü êîîðäèíàòè x ≈ x? ó ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó, i áàãàòî ïîäié âiäáóâàþòüñÿ ó ÷àñ t ≈ t? ó ðiçíèõ
òî÷êàõ; t? ïiçíiøèé çà ìîìåíòè áiëüøîñòi ïîäié ó îêîëi x?; øâèäêiñòü V ìàëà, i íà áiëüøiñòü ïîäié ÷àñó t ≈ t?
àáî íå ìîæíà âñòèãíóòè âçàãàëi íi ç ÿêî¨ ðàíiøî¨ ïîäi¨, àáî ìîæíà âñòèãíóòè ëèøå ç äåÿêèõ ïîäié äëÿ ÿêèõ R
çîâñiì ìàëå). Òîäi ïðè àíàëiçi áiëüøîñòi ïîäié âèãëÿäó t ≈ t? äîâåäåòüñÿ ïåðåáèðàòè ïðàêòè÷íî âñi ïîäi¨ ó îêîëi
êîîðäèíàòè x?, íi÷îãî íå çíàõîäÿ÷è. Òîáòî, îòðèìó¹ìî òó ñàìó ñêëàäíiñòü O(N2).

¾Íå÷åñíèé¿ âàðiàíò � ïiäòðèìóâàòè ïåðåëiê ëèøå êðàùèõ ðåçóëüòàòiâ ðîçâ'ÿçàíèõ ïiäçàäà÷: íàïðèêëàä, 500
êðàùèõ íà äàíèé ìîìåíò ðåçóëüòàòiâ çáåðiãàþòüñÿ, à òi, ÿêi íå ââiéøëè äî ï'ÿòèñîò êðàùèõ � çàáóâàþòüñÿ. Öÿ
åâðèñòèêà ïðèñêîðþ¹ ïðîãðàìó âiä O(N2) äî O(500N) ≈ O(N). Àëå âîíà íå ¹ ïðàâèëüíèì àëãîðèòìîì. Íåõàé
çáåðiãàþòü íå 500 êðàùèõ îöiíîê, à ëèøå 5; ðîçãëÿíåìî âõiäíi äàíi:

x

t

x?

∆t

∆x

∆x > ∆t · V

Îñêiëüêè ¹ 6 âåðòèêàëüíèõ ¾ñòîâï÷èêiâ¿ ç 10 ïîäié êîæåí, iíôîðìàöiÿ ïðî íàéðàíiøi 4 ïîäi¨ ïðè x ≈ x? áóäå
çàáóòà. Àëå ïîòiì (ïðè áiëüøèõ t) ñòàði 4 ïëþñ íîâi 8 âèÿâëÿþòüñÿ áiëüøèìè çà 10. À äiçíàòèñü ïðî öå íåìîæëèâî,
áî iíôîðìàöiÿ ïðî ñòàði 4 âæå çàáóòà.
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Çðîçóìiëî, ùî êîëè çàïàì'ÿòîâóâàòè 500 êðàùèõ ðåçóëüòàòiâ, êîíêðåòíî öåé ïðèêëàä îïðàöüîâó¹òüñÿ ïðàâèëüíî.
Àëå ìîæíà çðîáèòè âõiäíi äàíi ç êiëüêîìà òèñÿ÷àìè àíàëîãi÷íèõ ¾ñòîâï÷èêiâ¿. À çáiëüøóâàòè êiëüêiñòü êðàùèõ
çàäà÷ (ÿêi ïàì'ÿòà¹ìî) ñóòò¹âî ïîíàä 500 ðèçèêîâàíî, áî òîäi âòðàòèòüñÿ îïòèìiçàöiÿ çà ÷àñîì ðîáîòè.

Ìè äåòàëüíî ðîçãëÿíóëè äàíi åâðèñòè÷íi ìîäèôiêàöi¨ ÄÏ, áî, ç îäíîãî áîêó, âîíè íå ¹ ïðàâèëüíèì åôåêòèâíèì
àëãîðèòìîì; ç iíøîãî � ÿêáè òåñòè áóëè âèïàäêîâi (íåçàëåæíî ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi), ðåàëiçàöiÿ áóäü-ÿêî¨ ç
öèõ åâðèñòèê íàáèðàëà á 80�95% áàëiâ.

3.2 Åôåêòèâíèé ðîçâ'ÿçîê (ïîøóê ìîíîòîííî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi)

x

t

qp

v = 2

A(t=4, x=−2) →
q = −2 + 4 · 2 = 6
p = −(−2) + 4 · 2 = 10

tA

xA

qA

pA

α α = arctg v

Ââåäåìî êîñîêóòíþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (p, q) òàê, ùîá ïîäiÿ ó ìîìåíò tA â òî÷öi ç êîîðäèíàòîþ xA ìàëà
êîîðäèíàòè pA = −xA + tA · V , qA = xA + tA · V . Çãàäàíà â òåêñòi çàäà÷i óìîâà |xk˘xj | 6 |tk˘tj | · V ïðè tk > tj
íàáóâà¹ âèãëÿäó{

xk − xj 6 (tk − tj) · V,
xj − xk 6 (tk − tj) · V

⇔
{
−xj + tj · V 6 −xk + tk · V,
xj + tj · V 6 xk + tk · V

⇔
{
pj 6 pk,
qj 6 qk,

òîáòî (pj 6 pk) and (qj 6 qk). Îòæå, ïiñëÿ îäíi¹¨ ïîäi¨ ìîæíà âñòèãíóòè íà iíøó òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè îáèäâi
êîîðäèíàòè p òà q íàñòóïíî¨ ïîäi¨ íå ìåíøi, íiæ ó ïîïåðåäíüî¨.

Âiäñîðòó¹ìî âñi ïîäi¨, ÿê ïàðè (p, q), ëåêñèêîãðàôi÷íî (ïàðà (p1, q1) ìà¹ éòè ðàíiøå ïî ïîðÿäêó, íiæ ïàðà
(p2, q2), òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè (p1 < p2) or ((p1 = p2) and (q1 < q2))). Ëåãêî áà÷èòè, ùî óìîâà ¾(pA 6 pB)
and (qA 6 qB)¿ ðiâíîñèëüíà îäíî÷àñíîìó âèêîíàííþ äâîõ óìîâ ¾ïîäiþ A ïðè ñîðòóâàííi ðîçìiñòèëè ðàíiøå çà
ïîäiþ B¿ òà ¾qA 6 qB¿.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ïîäié, òàêèõ, ùî ïiñëÿ A1 ìîæíà âñòèãíóòè íà A2, ïiñëÿ A2 ìîæíà âñòèãíóòè íà A3,
. . . , ïiñëÿ Ak−1 ìîæíà âñòèãíóòè íà Ak, õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òèì, ùî óñi ïîäi¨ A1, A2, . . . , Ak ðîçìiùåíi ïiñëÿ
ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ñîðòóâàííÿ ñàìå â òàêîìó ïîðÿäêó ìiæ ñîáîþ (íå îáîâ'ÿçêîâî ïiäðÿä, ìiæ íèìè ìîæóòü áóòè
ÿêiñü iíøi ïîäi¨), i qA1

6 qA2
6 . . . 6 qAk

. Òîáòî, ïiñëÿ âèùåçãàäàíîãî ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ñîðòóâàííÿ äîñòàòíüî
çíàéòè äîâæèíó íàéäîâøî¨ ìîíîòîííî íåñïàäíî¨ (çà q) ïiäïîñëiäîâíîñòi.

Àëãîðèòì, ùî äîçâîëÿ¹ çíàéòè íàéäîâøó ìîíîòîííî íåñïàäíó ïiäïîñëiäîâíîñòü çà ÷àñ O(n log n), îïèñàíèé ó
áàãàòüîõ äæåðåëàõ, çîêðåìà � À. Øåíü, ¾Ïðîãðàììèðîâàíèå: òåîðåìû è çàäà÷è¿, çàäà÷à 1.3.4; ru.wikipedia.org,
ñòàòòÿ ¾Çàäà÷à ïîèñêà íàèáîëüøåé óâåëè÷èâàþùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè¿; Ïîðóáë¼â�Ñòàâðîâñêèé, ¾Àëãî-
ðèòìû è ïðîãðàììû. Ðåøåíèå îëèìïèàäíûõ çàäà÷¿, ðîçä. 13.2.2. Äîäàìî ëèøå, ùî ïðè âèêîðèñòàííi ìîâè C++
ìîæíà íå ïèñàòè ñâié áiíàðíèé ïîøóê, à çàñòîñóâàòè áiáëiîòå÷íó ôóíêöiþ upper_bound (ìîâà éäå ïðî ôóíêöiþ,
ùî çàñòîñîâó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, äî âiäñîðòîâàíîãî vector-à, à íå ïðî ìåòîä êîíòåéíåðà set àáî ïîäiáíîãî).

Ñêëàäíiñòü äàíîãî ðîçâ'ÿçêó � O(n log n), ïðè÷îìó ¹ äâà åòàïè, êîæåí ç ÿêèõ ìà¹ òàêó ñêëàäíiñòü: ñïî÷àòêó
ñîðòóâàííÿ çãiäíî (p1 < p2) or ((p1 = p2) and (q1 < q2)), ïîòiì ïîøóê íàéäîâøî¨ ìîíîòîííî íåñïàäíî¨ ïiäïîñëiäîâ-
íîñòi.

Íà äóìêó àâòîðà çàäà÷i, ãåîìåòðè÷íà ¨¨ òðàêòîâêà ïðîâîêó¹ iäåþ ðîçâ'ÿçóâàòè ÷åðåç çàìiòàííÿ (âîíî æ
¾âèìiòàííÿ¿, ¾ìåòîä ñêàíèðóþùåé ïðÿìîé¿, ¾sweeping¿), àëå íàâðÿä ÷è öåé ìåòîä ìîæå äàòè îïòèìàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê. Õî÷à á òîìó, ùî i ïðè ãîðèçîíòàëüíîìó ðóõó âåðòèêàëüíî¨ ïðÿìî¨, i ïðè âåðòèêàëüíîìó ðóõó ãîðèçîí-
òàëüíî¨ ïðÿìî¨ íåçðîçóìiëî ÿê äîáèòèñÿ, ùîá êiëüêiñòü òî÷îê ïîäié íi ïðè ÿêèõ âõiäíèõ äàíèõ íå ñÿãàëà ïîðÿäêóN2.
Çàìiòàííÿ ïiñëÿ ââåäåííÿ êîñîêóòíüî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ìîæå äàòè åôåêòèâíèé ðîçâ'ÿçîê, àëå âií ñêëàäíiøèé
çà íàâåäåíèé.
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