Лекция 6.

Задачи на полный перебор вариантов.

Многие олимпиадные задачи, а также задачи практического программирования, являются задачами на перебор вариантов и выбор среди этих вариантов допустимого или наилучшего по тому или иному критерию. Попробуем формализовать данный класс задач и подходы к их решению.

Пусть нам необходимо каждой из N позиций поставить в соответствие один из M элементов и только все N заполненных позиций будут являться одним из вариантов. Подсчитаем количество различных вариантов, которые придется рассматривать при полном переборе. Если, в общем случае, каждой из N позиций можно ставить в соответствие любой из M вариантов, то количество вариантов равно MN.

Примером такой задачи может служить задача о расстановке арифметических операций между N+1 данными числами так, чтобы в результате получилось искомое число (например, 100). Здесь N - количество позиций для расстановки арифметических действий, а M = 5 характеризует количество допустимых операций (если наряду с четырьмя арифметическими действиями можно применять операцию слияния цифр). Иллюстрирует этот класс задач и бесчисленное число игр и головоломок, а также шахматные задачи. Так, в описанной в №38 головоломке “Американские кубики” N(количество кубиков)=4, а M(количество принципиально различных положений видимых граней)=12. В задаче о расстановке не бьющих друг друга ферзей на шахматной доске N=M=8, а в задаче об обходе конем шахматной доски N=64 (необходимо обойти всю доску), а M=8 (очередной ход можно делать в одном из 8 направлений). Также к данному классу безусловно относится и классическая шахматная задача нахождения мата за определенное число ходов для той или иной шахматной позиции. Если требуется поставить мат в 2 хода, то N=3, так как мы должны в итоге определить первый ход белых и для каждого хода черных привести победный ход белых фигур, а M может быть достаточно велико, зависит от конкретной позиции и равно количеству всех допустимых ходов для фигур определенного цвета. Менее очевидной данная схема кажется при изучении головоломок, таких как игра "пятнадцать" или "кубик Рубика", так как изначально не является известным количество ходов, которые необходимо сделать для разрешения головоломки. Тем не менее, мы можем предположить, что головоломка будет решена за K ходов, тогда N = K, а М, зависит от правил конкретной головоломки, например в игре "пятнадцать" M=4, так как за один ход в общем случае может быть передвинута одна из четырех фишек, находящихся в непосредственной близости от пустой позиции. Если мы провели полный перебор MK вариантов и решение головоломки найдено не было, а известно, что оно существует, значит следует увеличить K, и, к сожалению, проводить весь перебор заново, так как при этом меняется длина одного варианта. Если же, наоборот, головоломка разрешима за меньше, чем K ходов, то мы обнаружим это при текущем формировании одного из вариантов, то есть данная ситуация при правильной организации перебора будет отслежена.

Предположим, наш компьютер может рассматривать около 105 вариантов в секунду. Тогда, для задачи расстановки арифметических действий мы за 1 секунду можем перебрать все варианты расстановки операций между 8 цифрами, для 2-х ходовой шахматной задачи  позиция должна допускать не более 50 различных ходов для имеющихся фигур, а при игре "пятнадцать" - головоломка должна быть разрешима за 8-9 ходов, что уже является нереальным ограничением и не позволяет решить задачу полным перебором для большинства начальных позиций. Здесь мы уже имеем дело с задачей искусственного интеллекта, в которых решение ищется методом проб и ошибок (например, бектрекингом), сведением исходной задачи к дереву подзадач меньших размерностей и сокращением этого дерева, иногда с помощью использования некоторых эвристических (приближенных) алгоритмов, с целью сведения вычислительных затрат к разумным пределам.

Тем не менее, сначала рассмотрим два способа полного перебора вариантов, напрямую не связанных с возвратными и эвристическими алгоритмами. Однако, если необходимо перебрать действительно все варианты и их число сложно ограничить из каких-либо разумных предположений, то приведенные ниже схемы для программирования существенно проще алгоритма с возвратом.

1.Задачи, в которых количество позиций не является параметром, то есть N заранее фиксировано и относительно невелико.

Если число N известно заранее, то программа будет состоять из N вложенных циклов, каждый из которых имеет размерность M. Например, для расстановки арифметических действий между 4 цифрами необходимо 3 вложенных цикла:

  for i:=1 to 5 do {операция между 1-ой и 2-ой цифрами}

    for j:=1 to 5 do {операция между 2-ой и 3-ей цифрами}
      for k:=1 to 5 do {операция между 3-ей и 4-ой цифрами}
        анализ варианта;

Аналогично данную схему можно использовать для решения шахматных двухходовок, учитывая, что для исходной позиции существует не более M1 различных ходов:

i:=0;

repeat {цикл по первому ходу белых}

  i:=i+1;

  пересчет множества допустимых ходов черных
  в зависимости от сделанного хода белых;

  подсчет M2 - количества различных ответных ходов черных;

  flag:=true;{предполагаем, что мы сделали верных ход}

  j:=0;

  while flag and (j<M2) do {цикл по возможным ходам черных}

    begin

      j:=j+1;

      пересчет множества допустимых ходов белых в

      зависимости от первого хода белых и

      сделанного ответного хода черных;

      подсчет M3 - количества различных вторых ходов белых;

      k:=0;

      flag:=false;

       {для данного хода черных мы должны найти хотя
        бы один выигрывающий второй ход белых}

      repeat {цикл по второму ходу белых}

        k:=k+1;

        if поставлен мат then flag:=true
         {это и есть анализ варианта}

      until flag or (k=M3)

    end

until flag or (i=M1);

if not flag then задача не разрешима;

В данной программе проводится сокращение числа рассматриваемых вариантов (аналогично бектрекингу) в силу следующих безусловных соображений:

1) если на первый ход белых, для всех ответных ходов черных, найден выигрывающих второй ход белых, то остальные первые ходы белых не рассматриваются, а найденный первый ход является искомым;

2) если на первый ход белых, хотя бы для одного ответного хода черных, не найден выигрывающих второй ход белых, то остальные ходы черных не рассматриваются и рассматриваемый ход белых считается неудачным;

3) если для фиксированных: первого хода белых и ответного хода черных, найден выигрывающий второй ход белых, то остальные вторые ходы белых для этой ситуации уже не рассматриваются.

2. Задачи, в которых необходим и возможен полный перебор вариантов.

Ситуация, рассмотренная в пункте 1, является довольно редкой, так как обычно заранее не фиксировано количество позиций N, которые необходимо заполнить, вернее это число является параметром задачи, ее исходным данным. Тем не менее, если в силу специфики задачи необходимо перебрать все варианты (например, необходимо найти все решения) или позиции не связаны между собой, то есть вне зависимости от того, что стоит в первой позиции, в любом случае необходимо рассмотреть все альтернативы для второй позиции, и т. д. (как, например, в задаче расстановки арифметических действий, хотя и в ней можно использовать результат подсчета значения части варианта для всех вариантов, начинающихся также), то перебор можно рассматривать как перечисление всех N-значных чисел в M-ричной системе счисления. Приведем нерекурсивный вариант данной процедуры для общего случая. В массиве b, размерностью N, формируется текущий вариант для рассмотрения:

procedure fuel(n,m:integer);

var i,j,q:integer;

    b:array[1..Nmax] of 1..Mmax;

begin

  for i:=1 to n do

    b[i]:=1; {задание первого варианта}

  анализ первого варианта;

  q:=1;

  for i:=1 to n do {подсчет общего числа вариантов}

    q:=q*m;

  for i:=2 to q do {цикл по всем вариантам}

    begin

      j:=1;

      while b[j]=m do

        begin

          b[j]:=1;

          j:=j+1

        end;

      b[j]:=b[j]+1

      анализ сформированного в массиве b варианта

    end

end;

 В отличие от непосредственного рассмотрения собственно чисел в M-ричной системе счисления, здесь "цифрами" являются числа от 1 до M, а не от 0 до M-1, а также цифры начинают меняться с первой, а не с последней, что не существенно.

3. Общая схема алгоритма с возвратом.

 Данный алгоритм, уже рассмотренный на примерах в №37,38, является наиболее употребительным при решении задач на перебор вариантов. Особенно эффективно его применение для задач, в которых заполнение каждой следующей из N позиций связано с предыдущими позициями. Такая ситуация характерна, например, для программирования игр и головоломок. Применение алгоритма с возвратом позволяет в таких случаях избежать формирования, а следовательно и анализа большого числа заведомо бессмысленных вариантов. Ниже приводится нерекурсивный и рекурсивный варианты общей схемы данного алгоритма. Как и ранее в массиве b формируется текущий вариант.

Нерекурсивная схема:

for i:=1 to n do

  b[i]:=0;

i:=1; {i - обозначает номер позиции в варианте}

repeat

  j:=b[i]; {j - обозначает элемент от 1 до M в текущей позиции}

  repeat

    j:=j+1

  until (j>m) or (элемент допустим);

  if j>m then {ни один из элементов для данной позиции не подошел}

    begin

      b[i]:=0;

      i:=i-1

    end

  else {текущая позиция заполнена}

    begin

      b[i]:=j;

      i:=i+1

    end;

  if i>n then {вариант сформирован}

    begin

      анализ варианта;

      i:=i-1 {для поиска других вариантов, если это необходимо}

    end

until i=0; {других вариантов не существует}

В рекурсивной процедуре для реализации алгоритма с возвратом используются те же самые обозначения. Несмотря на то, что циклы по i и j, по сравнению с предыдущей программой, поменялись местами (в данном случае цикл по i заменяет рекурсивный вызов процедуры), варианты будут перебираться в том же самом порядке.

procedure try(i:integer);

var j:integer;

begin

  for j:=1 to m do

    if элемент допустим then

      begin

        b[i]:=j;

        if i<n then

          try(i+1) {переходим к заполнению следующей позиции}

        else {вариант сформирован}

          анализ варианта;

        b[i]:=0

      end

end;

begin

  for i:=1 to n do

    b[i]:=0;

  try(1)

end.

Данная схема короче предыдущей, однако, менее очевидна. Только полное знание механизма рекурсии способствует ее пониманию. Кроме того, программы, основанные на нерекурсивной схеме легче отлаживать и они требуют меньше памяти (нет расхода памяти на организацию рекурсивных вызовов). В данной схеме обнуление массива b в начале программы и отдельных его элементов при откатке (стирание неподошедших элементов или при поиске других решений) не является принципиальным, так как явным образом в программе массив b не используется (в нем только формируется решение), однако в конкретных программах, а также при отладке это может оказаться необходимым. Иногда обнуление i-го элемента массива b в процедуре try заменяется другими действиями, соответствующими стиранию i-го элемента и всего, что с ним связано.

Приведем пример применения данной схемы.

Задача международной олимпиады по информати ке (Греция, 1991 г.). 

Пронумеровать позиции в таблице размером 5*5 cледующим образом. Если номер i (0<i<26) соответствует позиции с координатами (x,y), то номер i+1 может соответствовать позиции с координатами (z,w), вычисляеммыми по одному из следующих правил:

1) (z,w)=(x+-3,y)

2) (z,w)=(x,y+-3)

3) (z,w)=(x+-2,y+-2)

Требуется написать программу, вычисляющую число всех возможных расстановок номеров для всех начальных позиций, расположенных в левом нижнем треугольнике матрицы, включая ее главную диагональ.

 Решение проводится по модифицированной рекурсивной схеме алгоритма с возвратом N=25, M=8:

сonst dx:array[1..8] of integer = (3,-3,0,0,2,2,-2,-2);

      dy:array[1..8] of integer = (0,0,3,-3,2,-2,2,-2);

      {массивы dx и dy описывают все М правил перемещения}

var a:array[-2..8,-2..8] of integer;

  {размер массива увеличен на 3 в каждом направлении для облегчения
   проверки корректности применения очередного правила}

    x,y,i,n:integer;

procedure rec(x,y:integer);

var j,x1,y1:integer;

 begin

   i:=i+1; a[x,y]:=i;

   if i=25 then n:=n+1 {сформирован еще один допустмый вариант}

   else

     for j:=1 to 8 do

     begin

       x1:=x+dx[j]; y1:=y+dy[j];

       if a[x1,y1]=0 then rec(x1,y1)

     end;

   i:=i-1; a[x,y]:=0

 end;

 begin

   for x:=-2 to 8 do 

     for y:=-2 to 8 do a[x,y]:=-1;

   for x:= 1 to 5 do 

     for y:= 1 to 5 do a[x,y]:= 0;

   for x:= 1 to 5 do

   begin

     for y:=1 to x do

     begin 

      n:=0; i:=0;

      rec(x,y);

      write(n:4)

     end;

     writeln

   end

 end.

4. Метод динамического программирования.

Существует ряд задач, сходных по формулировке с задачами, требующими полного перебора вариантов, для которых однако можно найти гораздо более эффективное решение. В таких задачах решение сводится к нахождению решений подзадач меньшей размерности, которые запоминаются в таблице и никогда более не пересчитываются, а подзадачи большей размерности используют эти уже найденные решения. Поэтому метод динамического программирования еще называют табличным методом. Попробуем формализовать свойство задачи, которое позволяет применять указанный метод. Пусть мы нашли решение исходной задачи, тогда любая часть этого решения, также является решением аналогичной задачи меньшей размерности. Одним из примеров применения метода динамического программирования, является волновой алгоритм, проиллюстрированный в №35,36. Проиллюстрируем свойство задач, позволяющее решать их методом динамического программирования на следующих простых примерах:

 Задача 1.

В таблице NхN, клетки заполнены случайным образом цифрами от 0 до 9. Найти маршрут из клетки A(1,1) в клетку A(N,N) такой, что:

1) он будет состоять из отрезков, соединяющих центры клеток, имеющих общую сторону

2) длина маршрута минимально возможная

3) из всех маршрутов, удовлетворяющих условиям (1) и (2), искомый маршрут тот, сумма цифр в клетках которого максимальна.

 Решение. Пусть клетка (1,1) это левый верхний угол таблицы, а (N,N), соответственно, правый нижний угол. Из условия (2) задачи следует, что за каждый шаг мы будем продвигаться по таблице либо на шаг вправо, либо на шаг вниз, что сразу нам гарантирует минимальность в длине пути и избавляет от анализа вариантов по данному критерию. Рассмотрим произвольную клетку таблицы (i,j). В нее мы можем прийти или из клетки (i-1,j), или из (i,j-1). Тогда, если мы уже знаем оптимальные маршруты из клетки (1,1) в каждую из этих двух клеток, то оптимальным маршрутом в клетку (i,j) будет подмаршрут с максимальной из двух сумм суммой + отрезок соединяющий (i,j) с концом выбранного подмаршрута. Оптимальные маршруты из (1,1) в (1,2) и (2,1) определены однозначно. Зная их, по указанному выше способу мы найдем оптимальные маршруты в (1,3), (2,2), (3,1) и запишем их в соответствующих клетках таблицы (записывать нужно только сумму цифр маршрута и направление его последнего отрезока). Этот процесс можно продолжить пока вся таблица не будет заполнена, причем заполнять ее можно по строчкам слева направо. В клетке (N,N) мы в итоге получим значение суммы цифр искомого маршрута и последний его отрезок. По такой таблице легко восстановить и весь маршрут. Рассмотрим любую часть оптимального маршрута, например, между клетками (i1,j1) и (i2,j2). Докажем, что эта часть маршрута является решением исходной задачи для указанных клеток. Пусть это не так и существует маршрут с большей суммой, соединяющий эти клетки и имеющий такую же длину. Тогда и для клеток (1,1) и (N,N) мы можем построить лучший маршрут, используя отрезки, cоединяющие (1,1) и (i1,j1), а также (i2,j2) и (N,N) из старого маршрута + улучшеный маршрут из (i1,j1) в (i2,j2), а это противоречит тому, что мы изначально рассматривали часть из уже оптимального маршрута. Значит, любая часть оптимального маршрута в свою очередь является оптимальной.

 Приведем программу решения данной задачи:

const nn=20;

var a:array[1..nn,1..nn] of record

                              s:integer;

                              d:(up,left);

                            end;

   i,j,n:integer;

procedure print(i,j:integer); {печатает решение}

  {процедура рекурсивная для того, чтобы печатать маршрут от (1,1)

   до (N,N), а не наоборот, рекурсии можно было бы избежать, заведя

   массив длиной 2n-1}

begin

  if (i<>1)or(j<>1) then

    case a[i,j].d of

      left:print(i,j-1);

        up:print(i-1,j);

    end;

  writeln('(',i,',',j,')')

end;

begin

  readln(n);

  randomize;

  for i:=1 to n do

    for j:=1 to n do

      a[i,j].s:=random(10);

  for i:=2 to n do {отдельно вычислим маршруты для первой строки и

                    первого столбца, так как они однозначные}

    begin

      a[1,i].s:=a[1,i-1].s+a[1,i].s;

      a[1,i].d:=left;

      a[i,1].s:=a[i-1,1].s+a[i,1].s;

      a[i,1].d:=up

    end;

  for i:=2 to n do

    for j:=2 to n do

      if a[i-1,j].s>a[i,j-1].s then

        begin

          a[i,j].s:=a[i-1,j].s+a[i,j].s;

          a[i,j].d:=up

        end

      else

        begin

          a[i,j].s:=a[i,j-1].s+a[i,j].s;

          a[i,j].d:=left

        end;

  print(n,n)

end.

Задача 2. В некоторой игре одно двузначное число можно заменить на другое по следующему правилу: любая из двух цифр исходного числа заменяется на сумму или разность его цифр (в случае разности из большей цифры вычитается меньшая). Для двузначных чисел а и b построить последовательность чисел минимальной длины, начинающуюся с числа a, заканчивающуюся b, а каждое следующее число в цепочке можно получить из предыдущего по указанному выше правилу или указать, что это сделать невозможно. Например, для числе 12 и 31 последовательность будет выглядеть так: 12 32 31.

Решение. Отнести решение этой задачи к методу динамического программирования позволяет следующее свойство. Если допустимая последовательность минимальной длины построена, то любая ее часть решает аналогичную задачу для начального и конечного числа в выделенной подпоследовательности. Для реализации решения следует завести массив (таблицу), состоящий из 99 элементов, каждый элемент массива соответствует одному из двузначных чисел (здесь под двузначными понимаются все натуральные числа, не превосходящие 99). Первоначально массив следует обнулить, а в элемент массива с индексом a занести 1. Далее, получив из числа a все возможные вторые элементы последовательности, следует занести в соответствующие элементы массива двойки. Произвольный же (i-ый) шаг алгоритма будет выглядеть так. Просматриваем массив и, если какой-либо его элемент равен i-1, то из индекса этого элемента получаем все допустимые варианты преобразованных чисел и записываем в соответствующие им элементы массива число i, но только если ранее значение элемента было равно 0. Алгоритм заканчивается, если будет заполнен элемент с индексом b, или на i-ом шаге ни один ранее нулевой элемент массива не будет заполнен числом i (решение в таком случае отсутствует). Если решение существует, то восстановить его по описанному массиву несложно.

Например. Если a=12, то a[12]=1, a[11]=a[13]=a[32]=2, 
a[1]=a[10]=a[21]=a[14]=a[23]=a[43]=a[31]=a[35]=a[52]=2 и т.д.

5. Задачи-ловушки.

Cреди олимпиадных задач, внешне являющихся задачами, аналогичными рассмотренным, встречаются и такие, программирование которых не требует рассмотрения каких-либо вариантов вообще. Основная часть решения таких задач возлагается не на компьютер, а на аналитическое исследование. Один час, посвященный поиску решения в таком случае экономит несколько часов программирования, а главное - делает вычислительные затраты минимальными. Покажем это на следующем примере:

 Задача IV Всероссийской олимпиады по информатике, г.Троицк, 1992 год.

 ЛОМКА (автор Прохоров В.В.).

Пусть W-множество всех замкнутых односвязных ломаных на координатной плоскости xOy, удовлетворяющих условиям:

а) ломаная ломается только под прямым углом;

б) звено ломаной параллельно одной из осей координат;

в) отсутствуют самопересечения или самокасания ломаной;

г) (x1,y1),..., (xN,yN) - целочисленные координаты всех точек, где ломаная претерпевает излом (порядок нумерации произволен и неизвестен), N - количество изломов.

 Требуется:

Написать по возможности оптимальные (по времени исполнения) программы (с обоснованием алгоритмов ), которые по задаваемым N и (x1,y1),..., (xN,yN) выдавали бы и отображали на экране монитора:

1) какую-либо ломаную из множества W;

2) ломаную из множества W, имеющую наибольшую длину, и значение этой длины;

3) ломаную из множества W, ограничивающую наибольшую площадь, и значение этой площади;

4) количество ломаных во множестве W.

 Примечание:

Односвязной называется ломаная, из любой точки которой можно попасть в любую другую ее точку, двигаясь по этой ломаной.

Решение. Пункты (2), (3), и, особенно, (4) условия задачи наводят на мысль, что для ее решения необходим полный перебор вариантов. Причем, программирование такого перебора полностью укладывается в схему алгоритма с возвратом: начав строить ломаную с произвольной точки, мы должны N-1 раз принять решение, в каком из двух направлений двигаться до ближайшей точки, так как из каждого предыдущего шага будет однозначно следовать, параллельно какой из осей координат должно происходить движение на следующем шаге, то есть M в данной задаче равно 2. Тем не менее, постараемся сначала проанализировать данную задачу аналитически.

Рассмотрим все точки, расположенные на одной прямой, параллельной, например, оси OX, и пронумеруем их от 1 до K слева направо по порядку. Каждая из точек является вершиной ломаной, то есть из нее выходит одно звено ломаной, параллельное оси OX и второе- параллельное оси OY. Очевидно, что точку с номером 1 звено, параллельное OX, может соединять только с точкой номер 2, так как альтернатива здесь отсутствует. Далее, так как вторая точка уже соединена с первой, она не может быть соединена и с третьей точкой тоже, в силу условия (в) постановки задачи, следовательно, третья точка соединена только с четвертой и т.д. Если точек на рассматриваемой прямой четное число, то (K-1)-я точка будет соединена с K-ой, в противном случае, K-ая точка остается без пары и, следовательно, построение хотя бы одной ломаной невозможно. Так как данные рассуждения справедливы для точек расположенных на любой прямой, параллельной оси OX или OY, то мы получили следующее утверждение: необходимым условием существования хотя бы одной ломаной является четность числа точек на каждой прямой параллельной оси OX или OY. Более того, если такая прямая существует, то она единственная, в силу указанного способа построения. Данный способ построения ломаной, в случае выполнения необходимого условия, обеспечивает и достаточное условие существования искомой ломаной, за исключением ее односвязности и самопересечений вне точек (x1,y1),..., (xN,yN). Так как каждая точка принадлежит одной из прямых, параллельных OX и одной из прямых - параллельных OY, то по построению из каждой точки будут выходить ровно два звена ломаной, расположенные под прямым углом друг к другу, любые самокасания, а также самопересечения в точках (x1,y1),..., (xN,yN) при этом автоматически исключены. Примеры же самопересечения и двусвязности, при выполнении необходимого условия, приведены ниже (исходные точки обозначены буквами x):

  x----x         x----------x            x------------x

  ¦    ¦         ¦          ¦            ¦ x-------x  ¦

  x----+---------+----------x            ¦ ¦       ¦  ¦

       ¦         ¦                       ¦ x-------x  ¦

       ¦         ¦                       ¦            ¦

       x---------x                       x------------x

Проверку на отсутствие самопересечения вне точек излома провести довольно просто. Пусть мы уже построили все вертикальные звенья ломаной. Тогда при построении каждого горизонтального звена необходимо проверить, не пересекается ли оно с каким-нибудь вертикальным звеном. Проверка односвязности проводится путем обхода построенной ломаной, начиная с произвольной точки. Если, при возвращении в начальную точку выяснится, что не все N точек были пройдены, то ломаная односвязной не является. Такой обход необходим также для вычисления площади, ограниченной ломаной (вычисление длины ломаной тривиально и производится при ее построении). Начинать обход можно, например, с самой левой точки из точек, расположенных на самой верхней прямой, параллельной оси OX и двигаться по часовой стрелке. Тогда площадь вычисляется следующим образом: если горизонтальное звено, соединяющее точки (xi,Y) и (xj,Y) (xi < xj) проходится слева направо, то к площади прибавляется величина Y*( xi - xj ), если же справа налево, то эта же величина вычитается, то есть, в любом случае прибавляется произведение Y на разницу между координатами x второй и первой точек звена, пронумерованных в порядке их прохождения, прохождение же вертикальных звеньев ломаной при вычислении площади игнорируется. Таким образом, задача полностью решена. В случае возможности построения ломаной ответом на пункт (4) всегда будет единица.

