3. Розробити та реалізувати у вигляді програми алгоритм побу.
дови мінімального остовного дерева для заданого неоріЄй
тованого зваженого графа з використанням алгоритму Крас.
кала.
4. Виконати завдання 1-3 для графа з кількістю вершин JV «S ю
Результат виконання програми вивести у файл.
5. Виконати завдання 1-3 для графа з кількістю вершин N = Юо
Результат виконання програми вивести у файл.
6. Зробити аналіз результатів виконання програм для завдань
4 та 5.

.
Запитання для самоконтролю
1. Що розуміється під терміном «остовне дерево» для заданого гра​
фа? Наведіть приклад і обґрунтуйте термін «дерево» для даного
випадку.
2. Із скількох ребер складається остовне дерево? Обґрунтуйте
свою відповідь?
3. Чи можна побудувати остовне дерево для незв'язного графа?
Обґрунтуйте свою відповідь.
4. Сформулюйте алгоритм побудови остовного дерева для зада​
ного графа і продемонструйте його покрокове виконання на
власному прикладі.
5. На якому алгоритмі базується алгоритм побудови остовного де​
рева?
6. Чи завжди існує лише один варіант остовного дерева для зада​
ного графа? Обґрунтуйте свою відповідь.
7. Запишіть фрагмент Pascal-програми, що реалізує алгоритм по​
будови остовного дерева для заданого зв'язного графа.
8. Чи можна використати алгоритм пошуку в ширину для побудови
остовного дерева для заданого зв'язного графа? Якщо так, то
запропонуйте його реалізацію мовою Pascal.
9. Що розуміється під остовним деревом мінімальної довжини?
10. Які алгоритми побудови остовного дерева мінімальної довжини
відомі і кому належить їх авторство?
11. Сформулюйте алгоритм Прима побудови остовного дерева
мінімальної довжини.
12. Продемонструйте покрокове виконання алгоритму Прима на
власному прикладі.
13. Запишіть реалізацію алгоритму Прима у вигляді фрагмента
Pascal-програми.
14. Сформулюйте алгоритм Краскала побудови остовного дерева
мінімальної довжини.
15. Продемонструйте покрокове виконання алгоритму Краскала на
власному прикладі.
16. Запишіть реалізацію алгоритму Краскала у вигляді фрагмента
Pascal-програми.
17. У чому полягають відмінності алгоритмів Прима і Краскала ДЛЯ
побудови остовного дерева мінімальної довжини?
18. Яким чином адаптувати ідею перефарбовування вершин граФа
для тлумачення алгоритму Краскала?
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Визначення найкоротшого шляху в графі. Алгоритм Дейкстри
Отже, ми дізналися, як визначити мінімальне остовне дере-0 в заданому навантаженому графі. Логічно запитати: а як визначити найкоротший шлях між двома вершинами такого графа? Саме таку задачу ми зараз і розв'яжемо. У цього алго​ритму, який призначений для розв'язання поставленої задачі, є автор - відомий голландський учений, спеціаліст в царині комп'ютерних наук, один із класиків програмування, алго-ритміст Едсгер Дейкстра (1930-2002).
Отже, задано зважений неорієнтований граф. Визначити найкоротший шлях від вершини st до вершини fin. Представи​мо граф як у графічному вигляді (мал. 58, а), так і у вигляді таблиці суміжності (мал. 58, б).
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Мал. 58
Для кращого розуміння і однозначного тлумачення дій алго​ритму введемо поняття відвіданої та видимої вершини. Пер​ша - це та вершина, в якій вже побували і повертатися в неї більше не будемо. Видима - це вершина, яку вже хоча б один Раз побачили з будь-якої з відвіданих вершин, але ще в ній не побували.
Перейдемо до самого алгоритму. Спочатку спробуємо помір​кувати, як можна розв'язати цю задачу. Зрозуміло, що поки не переглянемо всі вершини заданого графа і не спробуємо потра-Шти через них із стартової вершини у фінішну, говорити про статочну відповідь передчасно. Отже, згідно з введеною ТеРмінологією, необхідно відвідати всі вершини графа. На пер-пий погляд задача виглядає як повноперебірна. Однак це не 1к> оскільки можна підходити до отримання остаточної відпо-
ti покроково, жадібно вибираючи на кожному кроці найкра-варіант, тобто найкоротше ребро.
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Припустимо, що ми знаходимося на /г-му кроці виконану нашої задачі. Нехай ми відвідали деяку кількість вершин х, а 3 них побачили відповідну кількість вершин у. Якщо подивитися на малюнок 58, а, то, відвідавши вершину 1, побачимо верщиаі, 2 і 7, а відвідавши вершину 2, не побачимо жодних нових вер. шин! Після відвідування вершини 7, зможемо побачити абсо-лютно всі вершини нашого графа. Але на яких відстанях від вершини 1 вони будуть? Ось з цього моменту і починає працюва-ти така логіка: якщо до поточного кроку вершина j була на су. марній найменшій відстані dtj від вершини і, то після того, як буде відвідана нова вершина І, може статися так, що шлях між вершинами і та j через вершину І буде коротшим від значення dj . Тобто справедлива така формула: dtj = min(dijt dil + dlf). На​приклад, на нашому графі з вершини 1 до вершини 7 можна напряму дістатися, пройшовши відстань 15, а через верши-ну 2 - 12. Тож як краще? Зрозуміло, що другий варіант перева​жує, оскільки d1 2 + d2 7 < d1>7.
Зробимо попередній підсумок наших міркувань: на кожно​му кроці переходитимемо у вершини, які мають статус «ви​димі» для того, щоб спробувати, пройшовши через них, змен​шити відстань між усіма вершинами графа, які нам доступні на даному кроці.
Сформулюємо алгоритм Дейкстри, а потім виконаємо його покроково для нашого прикладу.
1. Визначити стартову вершину як поточну: і = st.
2. Якщо відвідані всі вершини графа, то перейти до п. 7.

3. Серед усіх видимих на поточному кроці вершин визначи​
ти ту, до якої існує найменша відстань, і визначити її як поточ​
ну і.
4. Перерахувати відстані до всіх видимих і відвіданих вер​
шин через вершину і і у разі отримання менших відстаней замі​
нити ними попередні значення', запам'ятавши номер вершини
і, що покращила результат.
5. Надати поточній вершині і статус відвіданої.
6. Перейти'до п. 2.

7. Вивести шлях від фінішної вершини до стартової і, у Раз*
необхідності, обчислити найкоротшу відстань між цими вер​
шинами.
8. Завершити алгоритм.
Розглянемо виконання описаного алгоритму покроково для наведеного на малюнку 58 прикладу. Стартовою вважатимемо вершину з номером 1, а фінішною - вершину з номером 6. Відстань до ще невидимих вершин на поточному кроці познача​тимемо символом «оо». У першому рядку на малюнках познача​тимемо номер вершини, у другому - поточну відстань від стар​тової вершини до і-ї, у третьому - номер вершини, з якої було зроблено останнє перерахування найменшої відстані.
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На малюнку 59, а відображено перший крок виконання алго ритму: з вершини 1 видно вершини 2 і 7 на відстані відповідно 5 і 15. Решта вершин у поле зору ще не потрапили. На другому кроці визначаємо наступну вершину, до якої необхідно здійснити перехід. Претендентами є дві вершини з видимих: 2 і 7. Але до вершини 2 з вершини 1 ближче, тому перейдемо в неї (мал. 59, б). Тепер спробуємо подивитися на вершину 7 з вершини 2. Для цьо​го додамо до відстані, яку ми пройшли до вершини 2 (це є число 5), пряму відстань від вершини 2 до вершини 7, тобто 7. У ре​зультаті отримаємо 12, що є ближче, ніж безпосередня відстань між вершинами 1 і 7 - 15, яка поки що нами зафіксована. Саме тому зробимо заміну числа 15 на число 12 і зазначимо у третьо​му рядку, що ця заміна зроблена через вершину 2.
Відмітимо вершини 1 і 2 як «відвідані» і визначимо серед видимих (мал. 59, б) найближчу. Такою є лише одна вершина з номером 7. Перейдемо в неї (мал. 60, а). Тепер нам відкрива​ється решта вершин графа, що ми і зафіксуємо у вигляді відста​ней до них з вершини 7. Цю відстань ми отримаємо як суму ВІДстані до вершини 7 - 12 і відстані до кожної з видимих з неї вершин. Останню інформацію ми візьмемо із 7-го рядка таблиці -Уміжності. Оскільки до цього вершин 3,4,5,6 не було видно, то 0тРиманий результат запишеться у відповідні комірки.
Тепер маємо вже три відвіданих вершини і будемо визнача-11 наступну, в яку можна перейти. Шукаємо її серед видимих з ^йменшою відстанню (мал. 60, о). Таких є три: 3, 4, 5. Можна кбирати будь-яку, але логічніше вибрати з меншим номером, 3. З неї видно лише дві вершини: 4 і 5 (3-й рядок таблиці Як видно з малюнка 60, б, відстань до них через
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Мал. 60
вершину 3 буде більшою за вже визначену через вершину 7. То​му на цьому кроці в значеннях поточних відстаней до вершин ніяких змін немає, лише вершина 7 переходить до множини відвіданих (мал. 60, а).
• 2
ня Snen И?*™ В!РШИН 4' 5'6 претендентом на відвідуван​ня тепер буде вершина 4. Відстань до неї вже становить17. З таб-
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йді суміжності видно невідвідані вершини 5 і 6. Відстань від вер-\fMffu 4 до них відповідно дорівнює 5 і 1. Враховуючи це, ми мо-^еМо виправити лише відстань до вершини 6, яка тепер стано-ще 18, позначивши це в третьому рядку на малюнку 61, б.
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Мал. 62
На малюнку 62 вже фактично присутній результат вико​нання алгоритму Дейкстри для пошуку найкоротшого шляху від вершини 1 до вершини 6. Тому останній крок алгоритму є дещо фіктивним: серед невідвіданих вершин лишається тіль​ки вершина 6, в яку переходимо, і покращити результат для неї вже не можна, оскільки можемо побачити її з неї самої на відстані 0.
Результатом виконання алгоритму є відстань 18 між верши​нами 1 і 6. А шлях можна визначити так: у вершину 6 на остан​ньому кроці ми потрапили з вершини 4, у вершину 4 ми потрапили з вершини 7, у вершину 7 - з вершини 2, а у верши-
- з вершини 1. Тому шлях буде таким: 6=>4=>7=»2=»1. Необхідно також обов'язково зауважити, що відшуковуючи Ійкоротший шлях від вершини 1 до вершини 6, ми знайшли 'айкоротший шлях від стартової вершини до решти вершин 'Даного графа. Це можна пояснити тим, що, не обійшовши еРШини графа, ми не могли бути певними, що одержаний ре-Ультат є найкращим.
Перейдемо до питання реалізації алгоритму у вигляді про-
}ами. Визначимо спочатку масиви, необхідні для коректної
'"°ти алгоритму, їх є три: d - таблиця суміжності заданого гра-
.' di&t - значення найкоротших поточних відстаней від старто-
31 вершини st до і-ї вершини, from - номер останньої вершини
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у найкоротшому поточному шляху до і-ї вершини. Окрім необхідна буде множина s, де зберігатимуться номери; них вершин. Опис цих змінних може бути таким: d: array[l.. 100,1..100] of word; dist,from: array[1..100] of word; s: set of byte;
Тепер можемо запропонувати реалізацію алгоритму Де^р стри для визначення найкоротшого шляху між двома задали ми вершинами в навантаженому графі мовою Pascal:
whiles <> П do {Виконання алгоритму, поки не будуть переглянуті всі вершини графа
begin
{Визначення початкового мінімального значенню
min := 65535;
{відстані між вершинами І
for І := 1 to n do {Перегляд усіх поточних відстаней між розглянутими вершинами'
if (і in s) and <dist[i] < min) and (dist[i] > 0) then (Визначення вершини k -1
begin min := dist[i]; k := і end; {мінімальним поточним значенням відстані.і
І for і := 1 to n do
{Перегляд усіх вершин графа}
if {d[k, і] > 0) and (distfi] > distfk] + d[k, і]) then {і визначення найкоротшогої begin
dist[i] := dist[k] + d[k, і];
{поточного шляху між вершинами І та;.}
from[i] ;= k      (Запам'ятовування номера вершини, через яку зроблено)
end;
{перерахунок відстані.}
S := S - [k];
(Надання вершині k статусу «відвіданої».}
end;
Перед початком безпосереднього виконання алгоритму ве-обхідно виконати деякі початкові дії. Назвемо цей блок алго​ритму «ініціалізацією»:
S := [1 ..п]; S := S - [st];
{Підготовка множини невідвіданих вершин.}
fori ;= 1 ton do (Перенесення у масив dist інформації про відстань до вершин,!
begin
{видимих зі стартової вершини si I
if d[st, і] = 0 then dist[i] := 65535 {Якщо ребро відсутнє, то відстань безмежна,}
else dist[i] := d[St, І];      {інакше така, як у таблиці суміжності, j
from[i] := st
(Усі вершини графа видимі зі стартової вершинні
end;  •
from[st] := 0; dist[st] := 0;        {Стартова вершина видима ні з якої вершини.)
Для виведення найкоротшого шляху від стартової вершини до фінішної необхідно організувати такий цикл:

За потреби можна ще вивести значення найкоротшого шля-дке знаходиться в масиві dist в елементі з порядковим номе->ї * *. pod fin-
jjrtiteln(f_out,dist[:fm]);
Ми навели і покроково опрацювали алгоритм ДеЙкстри для аясеного зорієнтованого графа. А чи можна скористатися „дм для інших графів? Наприклад, для зваженого орієнтова-Н0го, Так, можна, і при цьому немає необхідності вводити до алгоритму якісь корективи. Наведений алгоритм працює і для таких графів. А якщо розглянути незважений граф, то поняття найкоротшого шляху можна тлумачити як мінімальну кіль​кість ребер, що утворюють цей шлях. У такому разі вмістом пасиву dist[i] буде саме кількість ребер, якими необхідно про​йти із заданої вершини до вершини з номером і.
Час виконання алгоритму ДеЙкстри значною мірою зале​жить від кількості вершин досліджуваного графа. Шукаючи найкоротщий шлях між двома заданими вершинами графа, насправді визначаємо найкоротші шляхи від стартової верши​ни до решти вершин. При цьому фактично в певній послідов​ності обробляються рядки матриці суміжності, а в них перегля​даються всі елементи. Таким чином, робота алгоритму зводить​ся до перегляду елементів таблиці суміжності, яких є п2. Тому загальна оцінка вартості алгоритму становить О(п2).
Тестування алгоритму ДеЙкстри повинно базуватися на підтвердженні ефективності його роботи, що залежить тільки від кількості вершин заданого графа. Тому необхідно підібрати різноманітні за структурою графи, які можна розбити на три групи: з кількістю вершин до 10, з кількістю вершин близько 50 і з кількістю вершин, що сягає 100. Для великих тестів бажано розробити програми, що їх генерують.
Алгоритм Флойда-Уоршелла
З алгоритму ДеЙкстри зрозуміло, що можна знайти найко-Ротщу відстань від заданої вершини графа до решти його вер-Шйн. А якщо ця інформація потрібна для будь-якої вершини Тафа? Найперша відповідь, яка спадає на думку: необхідно виконати алгоритм ДеЙкстри в циклі для всіх вершин графа. І це аЧ>но. Питання лише в часі виконання такого алгоритму, оскіль-3 його оцінка буде О(п3). Однак існує компактніший за записом горитм Флойда-Уоршелла, з яким ми зараз і ознайомимося. Уявімо собі, що до вершин заданого графа прив'язано гумову ^Узку. Спочатку будемо вважати, що відстанню між вершина-* та у е довжина цієї мотузки. Але якщо ми її розтягнемо і за-'имо за вершину k, то тепер відстань між вершинами і та j 'ж«а вирахувати як суму довжин між вершинами і, k та k, j.
Ill
Якщо ця сумарна відстань через вершину виявиться меншою, ^ надалі необхідно враховувати саме її". Отже, ми отримали ту Са му формулу, що і в алгоритмі Дейкстри: dtj = min(d;j, dt_k + dk .). А тепер запишемо сам алгоритм:
1,
Визначити вершину графа k = 1, через яку буде здійсню,
ватися перерахунок відстані між вершинами і та /.
2.
Визначити вершину і = 1.
• 3. Визначити вершину j = 1,
4. Якщо величина dt k + dkj менша за значення </. , То
замінити значення rf; на di k + dk ,. В іншому разі залишити зна​
чення dt . без змін.

5. Якщо j =ї п, то перейти до наступної вершини /+ 1 і повер​
нутися до п. 4.

6. Якщо / ^ п, то перейти до наступної вершини і + 1 і повер​
нутися до п. 3.

7. Якщо k^n,m перейти до наступної вершини k + 1 і повер​
нутися до п. 2,

8. Завершити алгоритм.
У результаті виконання алгоритму елементи dtj будуть міс​тити найкоротшу відстань між відповідними вершинами графа іта j.
Реалізація алгоритму Флойда-Уоршелла мовою Pascal буде такою:
for k := 1 to n do for і ;= 1 to n do for j := 1 to n do
ifd[i,k]+d[k,j]<d[i,j] thend[i,j]:=d[i, k]+d[k,j];
Як бачимо, алгоритм найпростіший як у розумінні, так і в його реалізації. Єдине, що слід обов'язково зазначити, це те, що за даним алгоритмом не можна визначити шлях між вершина​ми і та j, який дає визначений найкращий результат. Тому, як​що умова задачі вимагає цієї інформації, то слід все-таки засто​сувати алгоритм Дейкстри для кожної вершини заданого графа.
Завершимо ознайомлення з алгоритмом Флойда-Уоршелла однією практичною порадою. Під час реалізації алгоритму У вигляді програми слід підібрати таке значення елементів d[i, /Ь що відповідає поняттю «безмежність», тобто відсутність ребра між вершинами і та /.
Нагадаємо оцінку алгоритму Флойда-Уоршелла, яка була дана на початку. Вона становить О(п3) і визначається за кіль​кістю вкладених циклів, що реалізують описаний алгоритм.
Для тестування алгоритму Флойда-Уоршелла можна ви​користати ті самі тести, що й для алгоритму Дейкстри. Ие дасть змогу перевірити коректність роботи обох алгоритмів,
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Завдання
розробити та реалізувати у вигляді програми алгоритм ' Дейкстри для заданого графа.
Виконати завдання 1 для зваженого неорієнтованого графа з
кількістю вершин N s£ 10. Результат виконання програми
вивести у файл. , виконати завдання 1 для зваженого орієнтованого графа з
кількістю вершин TV ^ 10. Результат виконання програми
вивести у файл. , Виконати завдання 2-3 для графа з кількістю вершин N = 100.
результат виконання програми вивести у файл.
5. розробити та реалізувати у вигляді програми алгоритм
Флойда-Уоршелла для заданого графа.
6. Виконати завдання 5 для зваженого неорієнтованого графа з
кількістю вершин N ^ 10. Результат виконання програми
вивести у файл.
7. Виконати завдання 5 для зваженого орієнтованого графа з
кількістю вершин N ^ 10. Результат виконання програми
вивести у файл.
8. Виконати завдання 6-7 для графа з кількістю вершин N = 100.
Результат виконання програми вивести у файл.
Запитання для самоконтролю
1. У чому полягає задача визначення найкоротшого шляху між дво​
ма вершинами заданого графа?
2. Для яких графів можна застосувати алгоритм Дейкстри?
3. У чому полягає основна ідея алгоритму Дейкстри?
4. Сформулюйте і запишіть алгоритм Дейкстри.
5. На власному прикладі продемонструйте покрокове виконання
алгоритму Дейкстри.
6. Запишіть варіант реалізації алгоритму Дейкстри мовою Pascal.
7. Які описи змінних необхідно зробити для виконання програми,
що реалізує алгоритм Дейкстри?
8. Яким чином можна вивести шлях, який дає найкоротшу відстань
між двома заданими вершинами у графі?
9. Якою є оцінка виконання алгоритму Дейкстри? Обґрунтуйте
свою відповідь.
10. Яку задачу призначений розв'язувати алгоритм Флойда-Уор​шелла?
11-Якою є оцінка виконання алгоритму Флойда-Уоршелла?
Обґрунтуйте свою відповідь.
2. Сформулюйте і запишіть алгоритм Флойда-Уоршелла. • Яким чином реалізується алгоритм Флойда-Уоршелла мовою Pascal? Запишіть фрагмент програми.
'4. Яким чином реалізувати задачу визначення найкоротшого шля​ху між усіма парами вершин заданого графа і відповідних їм шляхів?
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