Інопланетна армія

(Секрети розв’язування. Інформатика. Бібліотека)

Умова задачі. Солдати інопланетної армії перед походом шикують​ся у шеренгу, повертаючись до командира або правим, або лівим боком. За командою вони починають готуватися до руху. Якщо двоє сусідніх солдатів повернуті обличчями один до одного, обоє розвертаються на 180° за 1 секунду. Розвороти різних пар солдатів відбуваються одно​часно.

За початковим розташуванням солдатів потрібно визначити, чи зможе армія коли-небудь вирушити у похід, і якщо так, то через скільки секунд і яку загальну кількість розворотів виконають усі солдати.

Початкове розташування задається у єдиному рядку вхідного тексто​вого файла UFO. dat послідовністю символів «<« і «>»: «<« означає, що солдат стоїть обличчям ліворуч, «>» — праворуч.

Результати вивести на екран у одному рядку: якщо армія зможе виру​шити у похід, то (через пробіл) час і загальну кількість розворотів, якщо не зможе — слово infinite.
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Очевидно, «армія може вирушити у похід» означає, що настане такий момент, коли розвороти солдатів припиняться.

Першим спадає на думку розв'язування шляхом моделювання: беремо масив символів і на кожній ітерації основного циклу проходимо його зліва направо, розвертаючи тих солдатів, що стоять обличчями один до одного. Правильність алгоритму очевидна, і достатньо прослідкувати за пра​вильністю реалізації (зокрема, не розвертати одного й того ж;.солдата більше одного разу протягом однієї секунди).

Але таке розв'язання викликає певні запитання.

1) Якщо повороти триватимуть нескінченно довго, моделювання та​кож; працюватиме нескінченно і ніколи не дасть відповіді.

2) Нам не потрібно виводити окремі повороти, а лише кількості; а тому — чи існує спосіб, котрий не моделює усі дії, додаючи по одиничні, а діє більш ефективно.

Почнемо з аналізу нескінченості розворотів. Маємо скінчену кількість солдатів. Кожен з них може перебувати в якомусь з двох станів: обличчям ліворуч або праворуч. Отже, кількість усіх можливих станів шеренги в цілому теж; скінчена. Якщо розвороти відбуваються нескінченно довго, то колись шеренга в цілому матиме такий стан, який уже мала колись раніше. Але, повторивши один пройдений стан, шеренга мусить перейти до точного циклічного повторення усієї послідовності станів, бо кожен поточний стан шеренги однозначно визначає наступний6.

Формально кажучи, «стан перестає змінюватися» — теж частковий випадок «точного циклічного повторення», коли довжина циклу дорівнює одиниці. Але надалі під час розв'язання даної задачі ми скрізь вважатимемо за цикли лише цикли з довжиною, більшою за 1.

Може спасти на думку зберігати стани шеренги у попередні моменти часу і відслідковувати зациклювання. Але чи це потрібно? Міркування попереднього абзацу правильні, вони можуть бути корисними в аналізі багатьох задач, де розглядається рекурентний процес (поточні значення на кожному кроці визначаються через невелику кількість попередніх), але ці міркування спираються на припущення, що розвороти можуть не скінчитися. Проаналізуймо це докладніше.

Розглянемо еквівалентне формулювання. Забудемо, що мова йде про інопланетних солдатів, котрі стоять на місцях і розвертаються, а вважати​мемо, що розворот однієї пари являє собою взаємну перестановку сим​волів «<» та «>»: «<» перемістився на одну позицію ліворуч, а «>» — на одну позицію праворуч.

При кожній перестановці знак «<» «дрейфує» ліворуч, знак «>» — праворуч. Точних циклічних повторень, що є необхідною умовою нескін​ченності розворотів, не може бути, бо усі переміщення відбуваються в одному напрямі, накопичуючи символи «<» ліворуч і символи «>» пра​воруч. Перестановки відбуваються, поки хоча б де-небудь є пара сим​волів «X», і припиняються завжди в ситуації, коли з лівого краю рядка стоять усі символи «<», а з правого — усі символи «>».

За результатами аналізу бачимо, що боротися з нескінченістю розво​ротів нема потреби, бо такого не може статися, а продовживши цей самий аналіз, отримуємо ключ до ефективного розв'язування задачі.

Почнемо із загальної кількості розворотів. Розглянемо будь-який символ «<». Він переміщується ліворуч, і остаточно припиняє свій рух тоді й тільки тоді, коли ліворуч від нього вже нема жодного символа «>». Тобто, кількість перестановок, у яких бере участь цей символ «<» є кількість символів «>», що у початковий момент часу розміщені ліворуч від нього. При кожній перестановці даного символа «<» він «взаємодіє» в точності з одним символом «>», що знаходиться лівіше, і до припинення свого руху мас обмінятися з усіма символами «>», що знаходяться ліворуч. Шукана загальна кількість усіх розворотів є сума кількостей перестановок по усіх символах «<», оскільки у кожній перестановці бере участь в точності один символ «<».

 Звідси не випливає, ніби шеренга мусить повторити саме початковий стан.

Питання щодо кількості секунд менш прозоре. Символи «<» можуть простоювати якийсь час на одному місці, де під простоями розуміємо ситуації, коли символ ще не закінчив свого руху остаточно, але у даний момент часу мас стояти. Зокрема, до простоїв будемо відносити і секунди, коли символ ще не почав рухатися. Будемо також; казати «символ має простій п», якщо сумарно він має простояти п секунд.

Символ «<» простоює тоді й тільки тоді, шли його безпосереднім лівим сусідом є інший символ «<», що згодом віддрейфує ліворуч. Розглянемо останній (найправіший) символ «<». Однотипні символи не можуть перескочити один через одний, тому саме він братиме участь у останньому розвороті, а отже — саме він визначає загальний час.

Оптимальна програма розв'язання задачі

assign(‘UFO.dat')  ; reset(fv);

read(fv,a);

N_left:=0; N_turn:=0; stay:=0;

repeat

if a=’>’ then

begin

N_left:=N_left+1;

if stay>0 then stay:=stay-l

end

else

begin

N_turn:=N_turn+N_left;

N_tact:=N_left+stay;

if N_left>0 then stay:=stay+l;

end;

if eof(fv) then a:=#27

else read(fv,a);

until not (a in ['< , '>']);

writeln(N_tact,'  ' ,N_turn) ;
Усі секунди можна поділити на ті, коли останній символ «<» рухається, та ті, коли він простоює. Як уже з'ясовано, кількість секунд, коли він рухається, є кількість символів «>» ліворуч від нього. Лишилося знайти кількість простоїв.

· Якщо послідовність починається з символів «<», що йдуть підряд, то ці символи не можуть брати участі ні в яких перестановках, і на них можна взагалі не звертати уваги.

· Частина послідовності, що складається з якоїсь (ненульової) кількості символів «>», що йдуть підряд, та одного символа «<» після них, не може створити простоїв.

· Якщо маємо символи «<», що йдуть підряд, кожен наступний має дочекатися, поки зрушить з місця попередній і на його місці утвориться «>», і рушить на наступному після цього кроці. Для (кожної) пари сим​волів «простій правого (наступного) на один більший за простій лівого (попереднього). Звідси — кожен символ «<» збільшує простій наступних на один.

 Нехай з лівого краю рядка знаходиться підрядок, що закінчується символом «<», котрий має простій n (n >= 0), далі — m штук (m >=1) сим​волів «>», після них — символ «<». Знайдемо його простій. Символ про​стоює тоді її тільки тоді, коли «наздоганяє» попередній однотипний символ. Як тільки відбулося наздоганяння, простої символа повністю ви​значаються простоями попереднього однотипного символа; символ мо​же наздогнати попередній, коли «зайвий» шлях, який він мусить пройти (т) менший за простої попереднього символа (n).

У такому разі загальний простій символу, що розглядається, є (n-m,1);

якщо символ не «наздоганяє» попередній, то його простій дорівнює нулю.

Звідси маємо алгоритм знаходження простою символу, реалізова​ний у програмі (див.наведену нижче таблицю): для першого символа «<» простій дорівнює нулю; кожен однотипний символ збільшує простій на 1, але лише за умови, що ці символи взагалі «збираються рухатись», тобто лівіше був хоча б один символ протилежного типу; кожен символ протилежного типу зменшує простій на 1, але лише за умови, що простій має місце (додатний).
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Наведені міркування, на жаль, не є довершено прозорими і зрозуміли​ми, тому пропонуємо упевнитись у їхній правильності на прикладах (див.Рис.., перші два приклади — з умови).

Приклад >><<. Маємо два символи <<<>>. Простій першого з них нульо​вий (оскільки він перший), другого (він же останній) — на один більше, оскільки він правий сусід першого символу «<». Простій останнього символа «<» є 1, час руху — 2, звідки загальна кількість тактів —3.

Приклад >><><. Тут нема простоїв: після першого «<» іде «>», що компенсує простій. Загальна кількість тактів визначається лише часом руху (З символи «>» лівіше за найправіший «<»).

Приклад >><<<<>><. Чотири символи «<» ідуть підряд, і простій кожного на 1 більше за простій попереднього - - відповідно 0,1,2,3. П’ятий символ «<», якби ішов підряд за першими чотирма, мав би простій 4, але завдяки тому, що перед ним ідуть два символи «>», він може почати рухатися тоді, коли попередні «<» ще стоять, і його простій на два менший, тобто 2. Кількість тактів його руху є кількість символів «>» ліворуч нього, тобто 4. Звідси загальна кількість тактів 6.

Програма, побудована внаслідок такого аналізу (див. наведену нижче таблицю), є оптимальною за всіма параметрами. Вона читає вхід посим​вольно і для кожного символу виконує обмежену кількість дій, що для правильного розв'язування абсолютно необхідно, а отже — істотно швидшою за часом виконання бути не може. Програма не зберігає усього входу в пам'яті, обмежуючись фіксованою кількістю скалярних змінних, тому вона оптимальна по пам'яті і може обробляти вхідні дані як завгодно великих (потенційно нескінчених) розмірів. Такі алгоритми називають однопрохідними.

Для читачів, котрі зацікавилися питанням, як все-таки відслідковувати зациклення, якщо вони можуть бути, наведемо один із поширених методі». І нам потрібно спробувати знайти цикл. Ми не знаємо ні з якого порядкового номера він починається (див. примітку 6 на стор. ЗО), ні його довжини. Тому, «лобовий» метод (постійно перевіряти, чи не почався цикл наданому кроці) вимагає зберігати усі стани від початкового до поточного і на кожному кроці порівнювати поточний стан з усіма попередніми. Основний його недолік у тому, що зберігання всіх проміжних станів вимагає багато пам'яті. Тому в багатьох випадках доцільніше застосувати метод, котрий часто називають р-алгоритмом (Назва пов'язана з тим, що зациклення відбуваються подібно до того, як пишеться грецька буква/) (починаючи знизу): є початок лінії, а кінця ніби й нема, бо пін закручується у коло і може скільки завгодно разів циклічно повторюватися). 

Суть, р- алгоритму:

завести дві змінні на позначення станів, збільшувати і = 1,2,3,... і всередині кожного виконання никлу в одній змінній знаходити і-ІІй стан (проводити над нею одне перетворення), в іншій — 2і-й (проводити два перетворення): коли і-й та 2і-й стани співпадуть, буде знайдено, що довжина никлу с дільником і..

Щоб використати р-алгоритм для перевірки, яка з двох ситуацій має місце: чи •і якогось кроку стан перестає змінюватися, чи відбувається зациклення з довжиною циклу більшою 1, необхідно додати до алгоритму порівняння двох сусідніх станів.

Основною перевагою р-алгоритму є те, що ми можемо дещо взнати про цикл, витративши невелику кількість пам'яті: зберігаються лише два-три стани. Недоліки досить очевидні: ми не отримуємо вичерпної інфор​мації про цикл. Позначимо номер кроку р-алгоритму, на котрому стани співпали, за і0 , довжину циклу - - с, момент зациклення - - І0. Ми отримуємо і0, а про характеристики цикла с та t0 взнаємо тільки те, що 0 < t0 <= і0 , с є дільником i0, і0 -t0<c2.

Щодо того, який метод ефективніший за часом, потрібним на встановлення факту зациклювання, то це залежить від багатьох факторів. Перевага р-алгоритму над лобовим методом полягає в тому, що на кожному (і-тому) кроці відбувається не і порівнянь станів, а лише два-три; недоліки цого алгоритму у тому, що на кожному кроці потрібно виконувати три пере​творення поточного стану в наступний (замість одного), та що р-алгоритм іноді (при досить великому с та/або І0 і досить малому НСД(t0, с)) може достатньо довго «не помічати» цикл.

Одна з суттєвих ідей задачі про інопланетну армію — факт скінченності розворотів — опублікована (часто як вправа із завданням «довести») у багатьох посібниках з математики та з алгоритміки. У формулюванні, що вимагає ефективного знаходження кількостей розворотів та секунд задачу поставив на Всеукраїнській студентській АСМ-олімпіаді 1997 року Анд​рій Ставровський.
